
CHƯƠNG III: PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH

§1 ĐẠI CƯƠNG VỀ PHƯƠNG TRÌNH

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT.

1. Định nghĩa.


Cho hai hàm số 
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 và 
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 có tập xác định lần lượt là 
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 và 
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. Mệnh đề chứa biến 
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 được gọi là phương trình một ẩn ; 
[image: image7.wmf]x

 được gọi là ẩn số (hay ẩn) và 
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 gọi là tập xác định của phương trình.
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 gọi là một nghiệm của phương trình 
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 là mệnh đề đúng.

Chú ý: Các nghiệm của phương trình 
[image: image12.wmf](
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 là các hoành độ giao điểm đồ thị hai hàm số  
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 và 
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2. Phương trình tương đương, phương trình hệ quả.

a) Phương trình tương đương: Hai phương trình 
[image: image15.wmf](
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 và 
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 được gọi là tương đương nếu chúng có cùng tập nghiệm. Kí hiệu là 
[image: image17.wmf](
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· Phép biến đổi không làm thay đổi tập nghiệm của phương trình gọi là phép biến đổi tương đương.

b) Phương trình hệ quả: 
[image: image18.wmf](
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 gọi là phương trình hệ quả của phương trình 
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 nếu tập nghiệm của nó chứa tập nghiệm của phương trình 
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Kí hiệu là 
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c) Các định lý:

Định lý 1: Cho phương trình 
[image: image22.wmf](
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 có tập xác định 
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 là hàm số xác định trên 
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. Khi đó trên 
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, phương trình đã cho tương đương với phương trình sau 
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Định lý 2: Khi bình phương hai vế của một phương trình, ta được phương trình hệ quả của phương trình đã cho.
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Lưu ý: Khi giải phương trình ta cần chú ý 

· Đặt điều kiện xác định(đkxđ) của phương trình và khi tìm được nghiệm của phương trình phải đối chiếu với điều kiện xác định.

· Nếu hai vế của phương trình luôn cùng dấu thì bình phương hai vế của nó ta thu được phương trình tương đương.

· Khi biến đổi phương trình thu được phương trình hệ quả thì khi tìm được nghiệm của phương trình hệ quả phải thử lại phương trình ban đầu để loại bỏ nghiệm ngoại lai.

B. CÁC DẠNG TOÁN VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI.

· DẠNG TOÁN 1: TÌM ĐIỀU KIỆN XÁC ĐỊNH  CỦA PHƯƠNG TRÌNH.

1. Phương pháp giải.

- Điều kiện xác định của phương trình bao gồm các điều kiện để giá trị của 
[image: image32.wmf](
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 cùng được xác định và các điều kiện khác (nếu có yêu cầu trong đề bài)

- Điều kiện để biểu thức 

· 
[image: image33.wmf](
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 xác định là 
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· 
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· 
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 xác định là 
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2. Các ví dụ điển  hình.

Ví dụ 1: Tìm điều kiện xác định của phương trình sau:

a) 
[image: image39.wmf]2
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b) 
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Lời giải

a) Điều kiện xác định của phương trình là 
[image: image43.wmf]22
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b) Điều kiện xác định của phương trình là 
[image: image44.wmf]303
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c) Điều kiện xác định của phương trình là 
[image: image45.wmf]3
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d) Điều kiện xác định của phương trình là

[image: image46.wmf](
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Ví dụ 2: Tìm điều kiện xác định của phương trình sau rồi suy ra tập nghiệm của nó:

a) 
[image: image48.wmf]4432343
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      b) 
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c) 
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     d) 
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Lời giải

a) Điều kiện xác định của phương trình là
[image: image52.wmf]3
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Thử vào phương trình thấy 
[image: image53.wmf]3
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 thỏa mãn 

Vậy tập nghiệp của phương trình là 
[image: image54.wmf]3
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b) Điều kiện xác định của phương trình là 
[image: image55.wmf](
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Thay 
[image: image56.wmf]x3
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 vào thấy thỏa mãn phương trình 

Vậy tập nghiệp của phương trình là 
[image: image57.wmf]{
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c) Điều kiện xác định của phương trình là 
[image: image58.wmf]00
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Không có giá trị nào của 
[image: image59.wmf]x

 thỏa mãn điều kiện

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image60.wmf]S
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d) Điều kiện xác định của phương trình là 
[image: image61.wmf](
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Dễ thấy 
[image: image62.wmf]3
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 thỏa mãn điều kiện (*).

Nếu 
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 thì 
[image: image64.wmf]5

530

5

3

(*)

3505

3

3

x

x

x

x

x

ì

ï

ï

£

ì

ï

-³

ï

ï

ï

ÛÛÛ=

íí

ïï

-³

ïï

î

³

ï

ï

î


Vậy điều kiện xác định của phương trình là 
[image: image65.wmf]x3
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Thay 
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 vào phương trình thấy chỉ có 
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 thỏa mãn.

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
[image: image70.wmf]{
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3. Bài tập luyện tập.

Bài 3.0: Tìm điều kiện xác định của phương trình sau:

a) 
[image: image71.wmf]3
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b) 
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Bài 3.1: Tìm điều kiện xác định của phương trình sau rồi suy ra tập nghiệm của nó:

a) 
[image: image75.wmf]42432433
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· DẠNG TOÁN 2: GIẢI PHƯƠNG TRÌNH BẰNG PHÉP BIẾN ĐỔI TƯƠNG ĐƯƠNG VÀ HỆ QUẢ

1. Phương pháp giải.

Để giải phương trình ta thực hiện các phép biến đổi để đưa về phương trình tương đương với phương trình đã cho đơn giản hơn trong việc giải nó. Một số phép biến đổi thường sử dụng

· Cộng (trừ) cả hai vế của phương trình mà không làm thay đổi điều kiện xác định của phương trình ta thu được phương trình tương đương phương trình đã cho.

· Nhân (chia) vào hai vế với một biểu thức khác không và không làm thay đổi điều kiện xác định của phương trình ta thu được phương trình tương đương với phương trình đã cho.

· Bình phương hai vế của phương trình ta thu được phương trình hệ quả của phương trình đã cho.

· Bình phương hai vế của phương trình(hai vế luôn cùng dấu) ta thu được phương trình tương đương với phương trình đã cho.

2. Các ví dụ minh họa.

Ví dụ 1: Giải các phương trình sau

a) 
[image: image79.wmf]2

15

1

3

6

x

xx

+=

-

--




b) 
[image: image80.wmf]2

1

2

22

x

x

xx

=--

--


c) 
[image: image81.wmf]42

3(32)0

xxx

+-+=



d) 
[image: image82.wmf]2

1(2)0

xxx

---=


Lời giải

a) ĐKXĐ : 
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Với điều kiện đó phương trình tương đương với 


[image: image84.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

15

13225

332

xxx

xxx

+=Û-+++=

--+



[image: image85.wmf]2

93

xx

Û=Û=±


Đối chiếu với điều kiện ta có nghiệm của phương trình là 
[image: image86.wmf]x3
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b) ĐKXĐ: 
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Với điều kiện đó phương trình tương đương với 


[image: image88.wmf](

)

22

113

1230

2

xxxxx

-±

=--Û+-=Û=


Đối chiếu với điều kiện ta thấy không có giá trị nào thỏa mãn

Vậy phương trình vô nghiệm.

c) ĐKXĐ: 
[image: image89.wmf]3
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Phương trình tương đương với 
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Đối chiếu với điều kiện ta được nghiệm của phương trình là 
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Với điều kiện đó phương trình tương đương với
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Đối chiếu với điều kiện ta có ngiệm của phương trình là 
[image: image96.wmf]x1
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 và 
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Ví dụ 2: Giải các phương trình sau

a) 
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[image: image100.wmf]212
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d) 
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Lời giải

a) ĐKXĐ: 
[image: image102.wmf]2
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Với điều kiện (*) phương trình tương đương với 
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Thay vào điều kiện (*) ta thấy chỉ có 
[image: image104.wmf]x2
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 thỏa mãn

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image105.wmf]x2
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b) ĐKXĐ: 
[image: image106.wmf]2
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 (luôn đúng với mọi 
[image: image107.wmf]x
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Bình phương hai vế của phương trình ta được
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Thay vào phương trình ta thấy chỉ có 
[image: image110.wmf]45105
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 và đó là nghiệm duy nhất của phương trình.

c) Phương trình tương đương với 
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Vậy phương trình có hai nghiệm là 
[image: image113.wmf]3
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d) Ta có 
[image: image115.wmf](

)

(

)

22

211211

xxxx

+=-Þ+=-



[image: image116.wmf]222
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Thử vào phương trình ta thấy không có giá trị nào thỏa mãn

Vậy phương trình vô nghiệm.

Ví dụ 3: Tìm nghiệm 
[image: image118.wmf](
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 là số nguyên dương của phương trình sau
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Lời giải

Nếu phương trình có nghiệm 
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 phải thỏa mãn 
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Vì 
[image: image124.wmf]x

 là số nguyên dương nên 
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Thay 
[image: image126.wmf]x1
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Thử vào phương trình (*) thấy chỉ có 
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Ví dụ 4: Tìm 
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a) Giả sử hai phương trình (1) và (2) tương đương
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Do hai phương trình tương đương nên 
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Phương trình (2) trở thành 
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Suy ra hai phương trình không tương đương
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Phương trình (2) trở thành 
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Suy ra hai phương trình tương đương
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b) Giả sử hai phương trình (3) và (4) tương đương

Ta có 
[image: image149.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

322

2421402220

xmxmxxxmx

+++--=Û++-=



[image: image150.wmf]2

2

220

x

xmx

é

=-

ê

Û

ê

+-=

ê

ë

 

Do hai phương trình tương đương nên 
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Phương trình (4) trở thành 
[image: image156.wmf](

)

(

)

2

32

274402210

xxxxx

++-=Û++=



[image: image157.wmf]2

1

2

x

x

é

=-

ê

ê

Û

ê

=

ê

ë


Suy ra phương trình (3) tương đương với phương trình (4)
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3. Bài tập tự luyện.

Bài 3.2: Giải các phương trình sau
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Bài 3.3: Giải các phương trình sau
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Bài 3.4: Tìm 
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§2. PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT VÀ BẬC HAI MỘT ẨN

A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT.

1. Định nghĩa.
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2. Giải và biện luận phương trình 
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4. Định lí Vi-ét và ứng dụng.

a) Định lí Vi-ét.
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b) Ứng dụng.

· Nhẩm nghiệm của phương trình bậc hai

· Phân tích thành nhân tử: Nếu đa thức 
[image: image201.wmf](

)

2

fxaxbxc

=++

 có hai nghiệm 
[image: image202.wmf]1

x

  và 
[image: image203.wmf]2

x

 thì nó có thể phân tích thành nhân tử 
[image: image204.wmf](

)

(

)

(

)

12

fxaxxxx

=--

.
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      + Phương trình (*) có hai nghiệm trái dấu khi và chỉ khi 
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      + Phương trình (*) có hai nghiệm âm khi và chỉ khi 
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B. CÁC DẠNG TOÁN VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI.

· DẠNG TOÁN 1: GIẢI VÀ BIỆN LUẬN PHƯƠNG TRÌNH DẠNG 
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1. Phương pháp giải.

Để giải và biện luận phương trình dạng 
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2. Các ví dụ minh họa.

Ví dụ 1: Giải và biện luận phương trình sau với 
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Suy ra phương trình vô nghiệm.
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c) Phương trình tương đương với  
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Ví dụ 2: Giải và biện luận phương trình sau với 
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Ví dụ 3: Tìm 
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b)  Ta có 
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Phương trình có nghiệm duy nhất 
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Vậy với
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 thì phương trình có nghiệm duy nhất

Ví dụ 4: Tìm 
[image: image310.wmf]m
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Lời giải

Đồ thị hai hàm số không cắt nhau khi và chỉ khi phương trình 
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Vậy với 
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 là giá trị cần tìm.
3. Bài tập luyên tập.

Bài 3.5: Giải và biện luận phương trình sau với 
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 là tham số.
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Bài 3.6: Giải và biện luận các phương trình sau:
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Bài 3.7: Tìm 
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Bài 3.8: Tìm điều kiện của 
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· DẠNG TOÁN 2: GIẢI VÀ BIỆN LUẬN PHƯƠNG TRÌNH DẠNG 
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Để giải và biện luận phương trình dạng 
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2. Các ví dụ minh họa.

Ví dụ 1: Giải và biện luận phương trình sau với 
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 là tham số.
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Lời giải

a) Ta có 
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Với  
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Kết luận


[image: image340.wmf]1

4

m

<

 : Phương trình có hai nghiệm phân biệt 
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b) + TH1: Với 
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+ TH2: Với 
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 khi đó phương trình trên là phương trình bậc hai
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[image: image348.wmf](

)

(

)

2

'212

mmmm

D=--+=+

 

Khi 
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  khi đó phương trình có hai nghiệm phân biệt 
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Khi 
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 khi đó phương trình có nghiệm là 
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+ TH1: Với 
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Khi 
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 phương trình trở thành 
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+ TH2: Với 
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 khi đó phương trình đã cho là phương trình bậc hai

Ta có 
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Khi 
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 khi đó phương trình có hai nghiệm phân biệt 
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Khi 
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 phương trình có nghiệm kép 
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  phương trình có nghiệm 
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 phương trình có nghiệm 
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 phương trình có nghiệm (kép) 
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   khi đó phương trình có hai nghiệm phân biệt 
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 phương trình vô nghiệm.

Ví dụ 2: Giải và biện luận phương trình sau với 
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Lời giải

+ TH1: Với 
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+ TH2: Với 
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          Khi 
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[image: image399.wmf]0

b

¹

 phương trình có hai nghiệm phân biệt là 
[image: image400.wmf]2

1

abbab

x

aa

abb

x

a

é

+++

ê

==

ê

ê

+-

ê

==

ê

ë

 

Kết luận 
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 phương trình nghiệm đúng với mọi 
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Ví dụ 3: Tìm 
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a) Có nghiệm kép. 

b) Có hai nghiệm phân biệt

Lời giải

a) Với 
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 phương trình trở thành phương trình bậc nhất 
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 phương trình trên là phương trình bậc hai nên nó có nghiệm kép khi và chỉ khi 
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Vậy 
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b) Với 
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 phương trình trở thành phương trình bậc nhất 
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Với 
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 phương trình trên là phương trình bậc hai nên nó có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi
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3. Bài tập luyện tập

Bài 3.9: Tìm m để phương trình 
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Bài 3.10: Cho phương trình: 
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a)  Giải phương trình đã cho khi 
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b) Tìm m để phương trình đã cho có nghiệm

Bài 3.11: Giải và biện luận phương trình 
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Bài 3.12:  Tùy thuộc vào giá trị của tham số 
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· DẠNG TOÁN 3: MỘT SỐ ỨNG DỤNG CỦA ĐỊNH LÝ VI-ÉT.

Loại 1: Nhẩm nghiệm phương trình bậc hai, phân tích thành nhân tử.

Ví dụ 1: Cho phương trình 
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 và tìm nghiệm còn lại

Lời giải
 Cách 1:  Vì  phương trình có nghiệm  nên theo hệ thức Viét ta có
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 Cách 2: Thay 
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Ví dụ 2: Phân tích đa thức sau thành nhân tử
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Lời giải
a) Phương trình 
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Suy ra 
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b) Phương trình 
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Suy ra 
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c) Xét phương trình 
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Suy ra phương trình có nghiệm là 
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Do đó 
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)

(

)

3

(;)6323

32

yy

Pxyxxxyxy

æöæö

÷÷

çç

=--=--

÷÷

çç

÷÷

÷÷

çç

èøèø


d) Xét phương trình 
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Suy ra phương trình có nghiệm là 
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Do đó 
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Ví dụ 3: Phân tích đa thức 
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Suy ra 
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Vậy 
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Loại 2: Bài toán liên quan đến biểu thức đối xứng hai nghiệm 
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Ví dụ 4: Cho phương trình 
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Lời giải

Ta có phương trình có hai nghiệm 
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Theo Viet ta có: 
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a) Ta có 
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Suy ra 
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Suy ra 
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Đối chiếu với điều kiện (*) ta thấy chỉ có 
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Vậy 
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b) Ta có 
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Suy ra 
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Suy ra 
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Ta có 
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Vậy 
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c) Ta có 
[image: image508.wmf](

)

(

)

22

1212

262222648

Axxxxmmmm

=-+-=+-+-=--



[image: image509.wmf](

)

2

21212

Am

Þ=--³-

 

Suy ra 
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Vậy với 
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  thì biểu thức 
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 đạt giá trị nhỏ nhất.

d) 
[image: image514.wmf](

)

(

)

2

22

1212121212

216324163

Bxxxxxxxxxx

=++-=+-+-



[image: image515.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2222

2224216324161632

mmmmmm

=+-++-+=++-+



[image: image516.wmf](

)

22

2432322

mmmm

=+-+=-+-


Xét hàm số 
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Suy ra giá trị 
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Vậy giá trị lớn nhất của biểu thức 
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Ví dụ 5: Cho phương trình  
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a) Chứng minh rằng phương trình luôn có nghiệm với mọi 
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b) Gọi 
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c) Tìm giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của biểu thức 
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Lời giải

a) Ta có    
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b) Theo hệ thức Viét ta có:  
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Suy ra hệ thức liên hệ giữa 
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c) Ta có
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
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Và 
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
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Vậy 
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Chú ý: Để tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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. Khi đó để biểu thức đạt giá trị lớn nhất, nhỏ nhất thì tử số là biếu thức 
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 . Vì vậy ta mới đi xét như trên.

3. Bài tập luyện tập.
Bài 3.13: Phân tích đa thức sau thành nhân tử
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Bài 3.14: Phân tích đa thức 
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 với tham số 
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) thành tích một đã thức bậc hai và một bậc nhất.
Bài 3.15: Gọi 
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Bài 3.16: Tìm m để phương trình 
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Bài 3.17: Cho phương trình 
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là tham số. Tìm 
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 để phương trình có hai nghiệm 
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c)  
[image: image579.wmf]12

22

1212

xx

B

xxxx

=

+-

 đạt giá trị nhỏ nhất
· DẠNG TOÁN 4: Một số bài toán liên quan đến nghiệm của phương trình bậc hai.

1. Phương pháp giải và các ví dụ minh họa.

· Bài toán 1: Tìm điều kiện để hai phương trình bậc hai 
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Bước 1: Giả sử hai phương trình có nghiệm chung là 
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Giải hệ tìm được 
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Bước 2: Thế giá trị của tham số tìm được vào hai phương trình để kiểm tra và kết luận.

Ví dụ 1:Tìm tất cả các giá trị của 
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Lời giải:

Điều kiện cần: Giả sử hai phương trình có nghiệm chung là 
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Nếu 
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  thay vào hai phương trình ta thấy chúng vô nghiệm

Nếu 
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Điều kiện đủ: Với 
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Giải hai pt này ta thấy chúng có nghiệm chung là 
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Ví dụ 2:Tìm tất cả các giá trị của 
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Lời giải: 

Phương trình tương đương với 
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Phương trình đầu có bốn nghiệm phân biệt khi và chỉ khi hai phương trình 
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*  Ta có 
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 nên phương trình (1) có nghiệm với mọi 
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Do đó điều kiện để cả hai phương trình  
[image: image605.wmf](

)

1

và
[image: image606.wmf](

)

2

có hai nghiệm phân biệt là 
[image: image607.wmf]2

9

980

8

mm

D=->Û<

.

*  Giả sử hai phương trình 
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Với 
[image: image612.wmf]1
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 , phương trình (2) trở thành 
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  do đó 
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 thì hai phương trình có nghiệm chung.

Suy ra để khi hai phương trình 
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)

1

và
[image: image617.wmf](

)

2

 không có nghiệm chung là 
[image: image618.wmf]1

m

¹

 .

Vậy để phương trình đầu có bốn nghiệm phân biệt thì 
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· Bài toán 2: Chứng minh trong  các phương trình bậc hai có ít nhất một phương trình có nghiệm

Để giải quyết bài toán này chúng ta sẽ đi chứng minh tổng các biệt thức Delta  là một số không âm.

Ví dụ 3: Cho các số dương 
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.Chứng minh rằng có ít nhất một trong hai phương trình sau có nghiệm
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Lời giải 

Hai phương trình trên lần lượt có  
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Vì 
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Mặt khác ta lại có 
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Dẫn đến 
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Vậy có ít nhất một trong hai phương trình trên có nghiệm

Ví dụ 4: Cho các số  
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 thỏa mãn điệu kiện 
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.Chứng minh rằng có ít nhất một trong ba  phương trình sau có nghiệm
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Lời giải 

Ba  pt trên lần lượt có 
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Ta có bất đẳng thức quen thuộc sau 
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Suy ra 
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Mặt khác 
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Do đó có ít nhất một trong ba biệt thức 
[image: image639.wmf]123

,,

DDD

 không âm 

Vậy với 
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 thỏa mãn điệu kiện 
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thì có ít nhất một trong ba  phương trình  có nghiệm

· Bài toán 3: Chứng minh bất đẳng thức có chứa các hệ số của phương trình bậc hai với nghiệm của nó có điều kiện.

Để làm xuất hiện điều kiện ràng buộc đối với hệ số phương trình bậc hai ta thường dựa trên

+ Nếu phương trình bậc hai  
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[image: image651.wmf]1212

,

bxxcxx

=+=

 ta có bất đẳng thức cần chứng minh trở thành:


[image: image652.wmf]121212

()(1)5

xxxxxx

++³



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image653.wmf]12

12

11

5

xx

xx

Û+++³


Ta c ó:
[image: image654.wmf]1212

121212

1111311

444

xxxx

xxxxxx

æö

÷

ç

÷

+++=+++++

ç

÷

ç

÷

ç

èø



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image655.wmf]12

34

115.

4

xx

³++³

+


Ví dụ 6: Cho phương trình 
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b) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 
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2. Bài tập luyện tập.
Bài 3.18: Tìm 
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Bài 3.19: Chứng minh rằng nếu hai phương trình 
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Bài 3.20: Cho 
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a) Chứng minh rằng: 
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b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
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Bài 3.22: Giả sử phương trình bậc hai 
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Bài 3.23: Cho phương trình bậc hai 
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