chuf dé 5. HE PHUONG TRINH BAC HAI

§1. VAI PHEP BIEN DOI TUONG DUONG HE PHUONG TRINH

Phan nay ching minh mot vai dinh 1i vé nhiing phép bi€n d6i twong duong hé
phuong trinh. Chiing 1a co s& cho viéc gidi hé phuong trinh.

Trudc hét ta nhé lai rang :

Hai hé phuwong trinh dwgc goi la tuong duong néi chiing cé cung mot
tdp nghiém.

Giai mot hé phuong trinh 12 thuc hién lién ti€p nhimg phép bién déi tuong
duong dé dua he da cho vé hé phuong trinh don gidn nhat. Bay git ta tim hiéu vai
phép bién déi tuong duong co ban. DE cho don gidn ta chi phit biéu cdc dinh li
duéi dav d6i véi hé hai phuong trinh hai an, song ching ciing ding d6i vdi hé ¢6
mot s6 hitu han phuong trinh va s6 hiru han an. Ching 12 nhitng céch phat biéu
t6ng quét cic phuong phdp giai hé phuong trinh da dugc hoc ¢ 16p 9.

Ta ki hiéu mot phuong trinh hai 4n boi dang thitc F(x. y) = G(x, y), trong dé

F va G 12 nhimg biéu thitc cha hai bién x vay. Neuchox = a, y = B, véi a,Pla
nhimg s6 thuc thi F(a, B), G(a, B) trd thanh nhiing s6 thuc. Khi hai phuong trinh
Fi(x,¥) =G (x,y) va Fy(x, y) = G,(x, y) tuong duong thi ta viét

Fi(x,y) = Gi(x, y). & Fa(x, y) = Gy(x, ).
Ban hdy chiing to ring hai hé phuong trinh sau tuong duong :
x—-2y=1 (O x=2y+1 1
m <, SN R .
X‘-xy=6 2) X“—xy=6 2

Nhan xét hai hé trén thay réng, ta da thay phuong trinh (1) bdi phuong trinh
(1') tuong duong véi phuong trinh (1) dé duoc hé (II).

Téng quét ta cé :

DINH L 1. Néu ta thay mot phieong trinh trong hé bai mot phwong trinh tiong
duong véi né thi dugc mot hé tuong duong vai hé da cho.
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Ban hay tim hiéu céch ching minh dudi day dé c6 thé van dung né ma tu
chiing minh céc dinh 1i ti€p theo.

Chitng minh. Gia st

o {F1<x,y)=Gl(x,y> (1)
Exy)=G,xy) ((2)

v (D {F' n=aEn
F2 (x’ Y) = G2 (Xs y) (2)
trong d6 (1) & (1"), va gid sir (o, B) 1a mot nghiém cbia hé (I). Khi d6

{Fl (0, B) = Gy (0, B)
F2 (o, B) = GZ (o, B) .

Vi (1) © (1') nén (o, B) cing la nghiém cha (1') ; nic 1a, F'1 (a, B) =

G, (c. B). Do dé
{F{ (0, B) = Gy (a,B)

Diéu nay chitng tb (o, B) ciing la nghiem cha (II).

Tuong tu, ta cling chimg minh dugc ring néu (o, B) 12 mot nghiém cia (II) thi
né ciing 1a mot nghiém cta (I). Vay ) < dD). O

-2 2 Hay ching minh hé qua sau :

HE QUA. Moi hé phitong trinh dang (I) déu c6 thé viét duéi dang

{Kl(x,y)=o
KZ(x:y)=0'
DINH L 2. Cho hé phuong trinh
Fi(x,y)=0 1
(1 1(x y) ().
Fy(x,y)=0 (2)

Néu G(x, y) =0, H(x, y) #0 véi moi cdp s6 (x, y) thod man diéu kién xdc
dinh ciia hé phicong trinh (I11) thi hé (II1) twong duong voi hé

) {F](x,y)=0 | (1)
F](xy}’)-G(x;}’)+F2(x»)’)-H(x;)’)=0 (2’)'
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Chitng minh. Danh cho ban doc. O
HE QUA. 1) Véi hai s6 ¢; #0,c,#0 tacé:

{1:1 xy)=0 {ﬁ(x,y) =0
Ex,y)=0 ¢ Fi(x,y)+¢,E(x,y)=0

5 {Fl(x,y)=0 - {Fl(x,y)=0
7 B&x,y)=0 F(x,y)tE(x,y)=0

Dinh 1i 2 1a co sJ ciia phuong phdp cong dai sé.

@ Ban phai chon G(x, y), H(x, y) trong dinh li 2 nhu thé nao dé tir dinh 1i 2
suy ra m }\) clia hé qua ? Cau hoi tuong tu déi v6i phan 2) ctia hé qua.
Vidu 1. Dung hé qud ciia dinh li 2 giai hé phuong trinh :
e P4y +2x-10y+6=0 (1)
{3% +3y7 +4x—6y-4=0 (2)

Giai. Nhan hai vé€ cua (1) v6i -3 r6i cong vao (2), ta duoc :

x> +y?+2x-10y+6=0 (1) _ x2+y2 4+2x-10y+6=0 (1)
-2Xx+24y-22=0 2" x—12y+11=0 3

2.2 3 _0
Q{x +y2+2x-10y+6=0 (1)

x=12y-11 4)
x=12y-11
29y? ~50y +21=0
21 67
Tedé:y =1,x=1;y= —,X=——.
A AT 29

Nghiém ctia hé phuong trinh la :
a0, (—6—7 ; ﬂ).
29 29

55




Gii hé phuong trinh :
x2 +2y2 —2Xy+X= 4
{ZX2 ~4y? +4xy+1= 13
DINH L{ 3. Néu phuong trinh F(x, y) = 0 tuong duong voi phuong trinh
x = g(y) thi hé
x=g(y) (3)

(1) {F’(x’y) =0 () tuangdwongva’ihé(V){ . .
Fy(g(y),y)=0 (4)

F(x,y)=0 (2)

Chitng minh. Danh cho bandoc. [

Dinh 1i 3 1a co s& cho phuong phdp thé'; ding thitc (3) 1a phép it x tir phuong
trinh (1) ; cdn déng thic (4) 12 phép th€ biéu thifc ctia X vao phuong trinh (2).

Vi du 2. Gidi hé phuong trinh :

{x2—3xy+y2=11 (1)
Y -2xy=5 (2)

Nghién ctru cach gidi. Mu6hn rit x tir phuong trinh (1) phai coi y nhu rhc}t s
da biét, réi giai phuong trinh bac hai d6i v6i 4n x. Diéu d6 kha phuc tap . Tuong
tu, néu it y tir (1) hodc rit y tir (2).

e Vay s rit x tir (2) :
2xy =y - 5. @2
S& chia hai v€ clia (2') cho y 7 — Cin than trong ! (Vi néu y c6 thé nhan gia tri
y =0 thi s€ mat nghiém).
Nhung y = 0 khong thod man (2') nén c6 thé chia hai vé ctia (2') cho y va duoc :

x2 -3xy+y2 =11 9]
) _
y° -5
X =
2y (3)

e Thay biéu thic cia x vao (1) :

2
_y -5
X= 2y . _ (3)
Vo2 2 2
Y 23| 3¥ 3y 1=0 (4)
2y 2y
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Y-S 3)
hay 2y

y*+24y* -25=0 (5)
Tiép tuc giai hé nay ta dugc nghiém cua hé phuong trinhla: (2;-1), (-2;1).
Giai hé phuong trinh :

2%t —xy+y? =4
x2 - 3xy=17

Chii . Khi giai hé phuong trinh néu khong sir dung nhiing phép bién déi
twong duong néu trén can than trong dé khdi mat nghiém hodc 14y ca nghiém
ngoai lai. Ching han :

— Néu chia hai v&€ cho mat biéu thitc chita 4n thi c6 thé mat nghiém ;

— Néu nang hai vé clia mot phuong trinh 1én mot lu§ thita bac chin thi c6 thé
xuéit hién nghiém ngoai lai.

Dé tranh nhitng thi€u sét trong céc trudng hop 4y ta nén lam nhu sau :

— Khi chia hai vé ciia phuong trinh cho mét biéu thitc chita dn cdn dam bdo
rdng biéu thitc dy khdc 0 hodc gid tri ciia dn lam cho biéu thitc dy bing 0 khong
phdi la mot thanh phan ciia nghiém ciia hé phuong trinh ;

~ Khi ndng hai vé clia mot phuong trinh lén mét luy thita bdc chdn hodc nhdn
hai vé ciia phuong trinh véi mot biéu thicc chita dn thi cdn thit lai cdc gid tri tim
ditoc ciia dn dé loai bo nghiém ngoai lai.

BAI TAP
1. Giai cac hé phuong trinh :
2x2—6xy+x—2y=—5 x2+3xy—y2—x+3y=26
a) )

x2—3xy+2x-+3y+1=4’ x2—3xy+y2—3x—3y+20=0

k4

2xz+3xy+y2 =21‘

) 3x2—4y2+xy+30=0 d) 3x2—2y2+xy=42
c .
2x% +xy=2
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Hai hé phuong trinh sau c6 tuong duong khong :

2 2
~y2 3
{xz_y2=3 .E y=T

va X—-y
x-y=1
x-y=1
Hay giai thich !
D6i v6i mot hé hai phuong trinh, méi ménh dé sau ding hay sai :
a) Néu cong timg vé€ cha hai phuong trinh trong hé thi phuong trinh thu duogc
cling véi mot trong hai phuong trinh da cho 1ap thanh mot hé tuong duong véi
hé di cho. Hay chimg minh cho cu tra 13i clia minh.

Chéng han, ,
D {Fl (x,5) =G, (x,y) @)
E(x,y)=G,(X,y) 2)
. {Fl (x,5) =G, (x,y) )
va an '
F x.y)+E X y)=G(x,y)+ G, (x,y) 2"

b) Néu nhan timg vé& clia hai phuong trinh trong hé thi phuong trinh thu dugc
cling véi mét trong hai phuong trinh da cho 1ap thanh mot hé tuong duong véi
hé da cho. Hay chimg minh cho cu tra 18i ciia minh.

Chéng han,
: {Fl(x,y) =G, (x,Y) )
E(x,y)=G,(X,y) (2)
“ b {Fl(x,y)=G1 (x,y) (1)

F & y).E X y)=G(X,¥).G,(Xy) 2"

§2. VAI DANG CO BAN CUA HE PHUONG TRINH BAC HAI
2.1. Hé gobm mot phuong trinh bac nhat va mot phuong trinh bac hai
Phuong phdp chung dé gidi hé phuong trinh nay la phwong phap thé.
Giai hé phuong trinh :
2x+3y=13
{Z&x2 -—4xy+y2 -2x+y-1 =-5




2.2. Hé phuong trinh déi ximg loai I
Hé hai phuong trinh hai dn dugc goi la d6i ximg loai I néu khi hodn vi hai dn,
méi phuong trinh déu khong doi.
Néi cach khac, hé phuong trinh
Fy(x,y)=0 | M
{Fz(x,y) =0 (2)
dugc goi la doi ximg loai I néu F(y, x) = Fi(x,y), Fy(y,x) = Fy(x,y).
Vidu 1. N

X+y+xy=~7
(I > :
x“+y -3x-3y=16

Chii ¥. Tir dinh nghia ta thdy ngay rang néu (o, ) 1a mot nghiém cua hé d6i
ximg loai I thi (B, o) cling 1a mét nghiém cta né.

Cach giai

Ta da biét :

1) Néu x,, X, 1a hai nghiém cua phuong trinh ax?+ bx + ¢ = 0 thi :

a
@
c
a
o X1t =S 2 . s Tt b ,
2) Néu p vGi di€u kién S — 4P 2 0 thi x;, X, 1a hai nghiém cua
X1X2 =

phuong trinh
x*-Sx+P=0. - (I
3) C6 thé biéu dién tdng céc luy thira cing bac ciia hai nghiém qua x;+x, va
X|X,, chéng han :
x,2 + x% =(X, +x2)2 -2XX;5,

xl3 +x§ =(X, +x2)3 =3x1X,(X; +X5),

4, 4 2 2 2.2
X1 +X; =[(X] +X5)" —2%X,]° —2x7X3,

V.V....
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'Nho nhiing cdch biéu dién nay, néu dat

x+y=S
’ {1I)
xy=P

thi c6 thé bién déi hé phuong trinh d6i xtng loai I thanh mot hé phuong trinh d6i
v6i hai 4n S va P. Néu tim duoc S va P thi tir cdc déng thic (IIT) va phuong trinh
(ID) ta tim dugc x va y.

Vi du 2. Gidi hé phuong trinh
X+y+xy=-7
{xz +y?-3x-3y=16
Giai. He (I) cé thé viét :
X+y+xy=-7
{(x+y)2 -2xy=-3(x+y)= 16

bat
X+y=3S
xy=P '
ta duoc :
S+P=-7 P=-S-7 P=-5-7
5 N, S1S=-1
§¢-3S-2P-16=0 §°-S§-2=0 S=2

e VGi S=~1thi P=-6; ta cd hé phuong trinh :
x+y=-1
Xy=-6

x va y 1a hai nghiém cta phuong trinh x2+x-6=0. Suy ra x; = -3, x, =2. Do
d4 hé ¢6 hai nghiém : (=3;2),(2;-3).
e V6iS = 2thiP = -9 ta c6 hé phuong trinh :

X+y=2
xy=-9
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Giai tuong tu nhu trén ta duoc hai nghiém:
(110 ; 1++4/10), (1 + 10 ; 1-+/10).
Vay hé di cho c6 bon nghiém :
(=3:2),(2;-3), (1-10 ; 1+4/10) , (1++/10 ; 1-4/10).

Qua vi du trén cé thé néu lén :
Phuong phap chung dé giai hé phuong trinh déi ximg loai I nhu sau :

5 X+y=S8
- Pt
! xy=P

~ Bién doi hé da cho thanh hé phitong trinh doi véi hai dnSva P ;
—-Gidai hé pluro’ng. trinh vita nhén dwgc déi véi hai dn S va P ;
~V'6i méi ¢dp S va P neong img, tiép tuc giai hé phuong trinh {z;f; S .
22 Giai hé¢ phuong trinh :
{xz —xy+y? =3(x-y)’
2% +2y = (x—y)? '

2.3. Hé phuong trinh d6i xirng loai II

H¢ hai phuong trinh hai dn duoc goi la doi ximg loai II néu khi hodn vi hai
an thi plutong trinh nay bién thanh phuong trinh kia.

'Néi cach khdc, hé phuong trinh

{F, (*,y)=0 M
R(xy)=0 )

ditoc goi la doi ximg logi Il néu Fi(y, x) = Fy(x,y), Fo(y, x) = Fy(x,y).
Vi du 1. Gidi hé phicong trinh :
% +y=3y%-2
(1 {

2yt +x=3x7=2
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Giai. Nhan thdy néu trix rimg vé' ciia phitong trinh thit nhdt véi phuong trinh
thit hai, ta dugc :
5(x2—y2)—(x-y) =0 hay mot phuo’hg trinh tich (x=y)(5x+5y-1) = 0. Nhu vay

2x% +y=3y2 -2

2 a2
(I)Q{?x +)y(5_3+ys 21) o TY*Y=0
X-y)5x+5y-1)=
Y Y 5x+5y—1=0

[ (re2 L v - 202
{27{ +y=3-2
. lx-y=0
&> R ) .
2x“+y =3y -2 (1)
L5x+5y—1=0
x=y X=Yy
e Giai h¢ (II) : 5 S x=-1
X“-x-2=0
X=2
Hé cé hai nghiem : (-1;-1),(2:2).
1-5
x=— X_1—5y
e Giai he (I1II) : hay 5

1-5y ¥ '
2( Syj +y-3y2+2=0 25y2 -5y -52=0

Giai hé nay ta duoc hai nghiém :

1-/209 1++/209 1+~/209 1—«/209\ o
; ) ; . Vay hé c6 bon nghiém :
10 10 10 10
1), 2:2) 1-4/209 1++/209 1+4209  1-+/209
’ 9 b 9 10 k] 10 E) 10 L) 10 .

Phuong phap chung dé giai hé doi ximg loai Il 1a :
~Trix timg vé tuong img cia hai phuong trinh ta dugc mot phuong trinh tich ;
— Phuong trinh tich nay twong duong véi hai phuong trinh ;

— Méi phuong trinh trong hai phuong trinh vita ndi két hop vdi mot trong hai
phicong trinh dd cho ta c6 mot hé ;

—Gidi nhitng hé nay ta dugc nghiém ciia hé da cho.
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Vi du 2. Giai hé phuong trinh :

3x? =2y+i
(V) i .
3y2=2x+—

Nghién cifu cach giai. V6i diéu kién x # 0, y # 0, hé (IV) twong duong vdi hé :

3x2y = 2y2 +1
3xy2 =2x2+1 .

Bién ddi twong tu nhu & vi du 1, hé nay twong duong vdi hai hé :

2, 92 1= ‘ 2 _9v2 _1=
% 3xy-2y“ -1 O, V) 3x°y-2y“-1=0 .
3xy+2x+2y=0 -

X=Y

o
o Giai he (V) : V) <

Phuong trinh thit hai trong h¢ nay nhan x = 1 1am m6t nghiém. Do d6 :
3 2 _ 2 -
3x"-2x —17-0 SE-DBx+x+1)=0 <:|:

Phuong trinh cu6i ciing vo nghiém. Vi thé (V) c6 mét nghiém : (1 ; 1).

3x3-2x2-1=0

3x2+x+1=0'

e Gidi h¢ (VI). C6 thé rit y tir phuong trinh thi hai cia hé (VI) chang ? Néu
khong hay nhan xét dic diém cla hé phuong trinh da cho dé€ thdy ring hé nay

vo nghiém.
Két lugn :

Hé (IV) ¢6 nghiém duy nhat: (1 1).

Giai hé phuong trinh :

3x+y =L2
X
(VII)
3y+x=
y2

1 .
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2.4. Hé phuong trinh vé trai ding cdp

Phutong trinh F(x, y) = ¢ dugc goi la phuong trinh vé trdi ddng cdp bdc n néu
F(x, y) la mot da thicc ma moi hang ti déu cé bdc n, con ¢ la mot hdang sé6. Trong
trieomg hop ¢ = 0 thi ta néi dé la phwong trinh ddng cdp bdc n.

Hé phuong trinh vé trdi ddng cdp la hé ma moi phuong trinh déu c6 vé trdi
ddng cdp.

Vidu. ¥ -3xy + 2y2 = 5 la mot phuwong trinh vé trdi ddng cdp bdc 2 ;

27 + 5x2y - 7y3 = 0 la mot phuwong trinh vé trdi ddng cdp bdc 3 ;

{xz-3xy+2y2 =5

, ; la hé phicong trinh vé trdi ddng cdp bdc 2.
Ix“+xy—-y“‘=1

Cach giai hé phuong trinh vé trai ding cap
Vi du 1. Gidi hé phuong trinh : |
) 2x? +5xy+2y2 =0
3x% +4xy -5y =7
Nghién citu cich giai
e C6 thé dung phép th€ chang ? RS rang khong thé rit 4n tryc ti€p tir bat cf
phuong trinh nao. Nhung néu khir duqc»x2 hoic y2 & mot phuong trinh thi c6 thé
rit dugc mot 4n.
2x% +5xy +2y* =0 2x% +5xy+2y° =0
D o X° +5xy+2y o J 2K 53Xy +2y
6x2 +8xy —10y% = -14 Txy +16y* =14
2x* +5xy+2y2 =0
d L_cley’+14
Ty

Thay biéu thic ctia x vao phuong trinh 2x2+5xy+2y2 = 0 dugc mot phuong
trinh tring phuong. Ban hay tiép tuc giai.
Vay c6 thé gidi hé nay bdng phuong phdp thé.
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e C6 cidch nao khdc don gian hon khéng ? Hiy nhan xét vé nghiém cla hé
phuong trinh ! Dé thdy nghiém clia hé phuong trinh khong thé c6 dang (0 ; y) hoac
(x ; 0). Vi thé, dat x = ty, hé (I) tr6 thanh

y2 (@212 +5t+2)=0 | )
an .
y2(3t2 +41-5) =7 )
Viy # 0 nén tir phuong trinh (1) suyrat; = —% y b= =2,

* VGl t; = —l, tit phuong trinh (2) suyray = i&. Hé c6 nghiém :
1 5 y 5 g

2 3

55 5 5

* VGi t = -2, tir phuong trinh 2) suyra: y = +7 . Hé cé nghiém :

(=23/7:47), (247 ; =7). Vay hé (I) cé bon nghiém : -
[—g;%q , (g—z—‘s/—z] (=24T:4T), (2T =IT).

Nhu vay,

C6 hai cach giai hé phuong trinh vé trdi ding cép :

1) Ding phicong phdp thé’;

2)Ddty = tx hay x = ty.

Nhan xét hai cach giai :

— Céch thit nhat kha minh bach, dé hiéu, song tinh todn c6 phin phic tap.

— Céch thit hai, can lap luan déi chiit, nhung tinh todn don gian hon.

Vi du 2. Gidi hé phuong trinh :

I+ 20y+y2 =11
(1 {x+xy Y

x2+2xy+5y2 =25

Giai. C6 thé kiém tra dé thay ring hé khong c6 nghiém dang (x ; 0) va (0; y).
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bat x = ty, hé (III) tr& thanh :
2,72 .
3t +2t+1)=11
av) y( ) _
y2(t2 +2t+5)=25
y2 (12 +2t+5)=25

‘ (Ta da dung phép bi€n
25(3t% + 2t +1) - 11(12 +2t +5) =0

Véiy =0, (IV) & {

déi trong duong nao ?)
y2(12 +2t+5)=25
= .
13202 +14t-15=0

15 .

Trdéduge: ty =—— .t =
16

1
5
* Vi =‘% thi y =-":—1761-. Suy ra x =¢—\/1%.

* 1, = % , thiy = £2. Suyrax = %l

Vay hé cé bon nghiém : ( 1> .16 ),( >, 16 ], (-1;-2),(1;2).

" a1 a1 ) \Ja1 Jat

Giai hé phuong trinh :
3x2 +5xy — 4y* = -24
5x2 - 3y2 =8

2.5. Pua vé phuong trinh tich — D4t an phu
Trén day la nhimg dang co ban cua hé phuong trinh bac hai hai 4n. Cé nhiéu
phitong trinh khéong thugc nhimg dang néi trén song cé thé dua vé nhimg dang dy

nhé cdch ding phiong trinh tich hodc ddt dn phy. Nhing phuong phép nay rét c6
1oi vi n6 ha bac cla phuong trinh.- ’

Vi du 1. Gidi hé phuong trinh :

" xy—y? —2x+4=0 | (1
x? —5y? —3x-2y+22=0 (2)
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Nghién ciu cach giai
RO rang hé phuong trinh nay khong thudc céc daﬁg da xét. Nhan thiy phuong
trinh (1) cé thé bién thanh phuong trinh tich  (y-2)(x=y-2)=0.Do d6:

y— =
(I ) 5
(y-2)(x-y-2)=0 X“=5y°-3x-2y+22=0
Do, < :
X“=5y°-3x-2y+22=0 (1) x-y-2=0
X2 —5y% -3x -2y +22=0

Hai hé (IT) va (II) thuoc dang cé mot phuong trinh bac nhat, mét bac hai.
Giai hai hé nay ta dugc nghiém ctia hé (I) 1a :

[3—«/ﬁ:2J (3+«/ﬁ,2} [15—@.—1—\/@} (15+\/ﬁ:—1+«/ﬁ}

2 2 8 .8 8 8

2x2 —xy-y* =0
Gidi hé phuong trinh : oy .
3x2+2xy—y2—-3x+y=1

Vi du 2. Gidi hé phuong trinh :

3x +A2+3y——£
x-y+1 4
vy {7,
3xT+9%xy IS5
2x-y+1 4

3X +x2+3y=-——1—Z
2x—-y+1 4
X (x2+3y)= -2
2x -y +1 4
3x - : u+v=—£
Ppat {2x-y+1 hé (IV) trd thanh : s
x243y=v UV”—‘—I
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u=-5 __é
Giai hé nay ta dugc : "3 hoac 4 .
v=z v=-5
. SE 3x 3
Nhu vay, (IV) tuong duong véi hai he : {2 Y1 | {2x—y+1 4.
x2+3y=% X% +3y=-5

Giai hai hé ndy tim dugc cac nghiém cua h¢ (IV) 1a:

15 37 3 11
——— b =] 2;_3 ) 4;—7 .
( 2 2) ( 10 50] ( » ¢ )

BAI TAP
Giai c4c hé phuong trinh tir bai 4 dén bai 12 :

. x> -3xy+2y’ —dx+y=11 s 2x% —4y? -3x+8y=9 .
—2x2+6xy—-4y2+7x—-y=—20’ 3x2—6y2——4x+13y—14=0 ’

Jlx+y+xy+13=0 ; x2 +y2 -2x-2y=3
X2+y2—x—y=32, . x3+y3+x2y+xy2=5,
x—y+l—l=-l— 3x+2y=i2
Xy 2 X
8 9. 4
x>+ 2-—3+—2—=2§ 3y+2x=—
xy 4 y
. (x+l)y+x2=2y2—x—2; " —3x% +2y% =23 ,
xy+y2+y=2x2—x—2 2x2—3xy-—2y2=13

*

1. x> +2xy+3y2 =9
2x2 +2xy+y2 =2

Hay lién tudng dén cdc phuong phdp giai da hoc dé tim cdch giai cic h¢
phuong trinh tir bai 13 dén bai 17.
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,

3 2x2—2xy——x—y=0 .14 2x2+7xy+‘3y2—11x—18y+15=0_
x2—5xy+3y2—x+1=0’

13.
X2 —5xy+2y? +3x-2=0

15, 2(x+y) -Xx+y-13=0
x? +2xy+y -2(x - y) ~X+y+46= O

x+y y y

3
3 rxy-y’ =9 X 1(x+l—1j 30
; 17.

k4

X+2-1=-13
x+y y

18. Tim nghiém nguyén ctia hé phuong trinh :

x(2—y2)=x2—xy—l
y(2—x2)=y2 -xy-—1

§3. BIEN LUAN HE PHUONG TRINH CHUA THAM SO

Néu ngoai céc 4n, hé phuong trinh cdn chita nhitng chit ¢é thé nhan nhiéu
gid tri khac nhau thi nhimg cht 8y dugc goi 1a nhitng tham sé.

Vi du. Trong hé phiong trinh

y X ,
x+y=8

m la tham s6.

Céc gid tri cta tham s& anh hudng dén su c¢6 nghiém, va ca s6 nghiém cua
hé phuong trinh. Ldp ludn dé tim duoc cdc gid tri ciia tham sé lam cho hé cé mét
nghiém, c¢é nhiéu nghiém hodc vo nghiém, v.v... dugc goi la bién ludn hé
phuong trinh.

Viéc bién luan thuong can cit vao y nghia cua cic phép toan, dinh nghia cla
phuong trinh, v.v... . Chang han :

— Phép chia chi ¢6 nghia khi s6 chia khdc 0 ;
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—Cdn bdc chdn chi c6 nghia khi biéu thitc ditdi cdn khong am ;

— Plucong trinh a +bx+c=0la phitong trinh bdc hai néua =0 ;
V.V... .

3.1. Giai va bién luan

Vi du 1. Gidi va bién lugn hé phuong trinh

XY
) 1y «x
x+y=8

Giai. Diéu kién x4c dinh chia hé phuong trinh : x # 0, y # 0. Véi di€u kién nay

2 2 _ = 2 _ = -
(I)Q{x +y? —mxy =0 @{2;( 16x +64—mx(8=x) =0

y=8-x y=x-8

o JmM+DK* -8m+2)x+64=0 (1)
y=8-x (2)
Theo phuong trinh (2), y dugc xdc dinh duy nhét bdi x nén chi can bién luan
phuong trinh (1). '
e m = -2, phuong trinh (1) tr¢ thanh : O0x + 64 = 0. V6 nghiém !
Khi m # ~2, (1) 13 mot phuong trinh bac hai. A' = 16(m* - 4) 20 khi m 22
hoac m < -2. Tudé suy ra:
em < -2 hoic m > 2 thi A' > 0. (1) c6 hai nghiém phan biét

‘= 4m+2)+4vm® -4

m+2

[4(m+2)—4\/m2 -4 .4(m+2)+4\/m2—4]
m+2 '

. Do d6 hé c¢6 hai nghiém :

m+2 ’

m+2 m+2

(4(m+2)+4\/m2—4‘4(m+2)—4\/m2—4J
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em =2 thi A" = 0. Phuong trinh (1) cé nghiém kép: x; =x, =4. Do dd hé ¢6
nghiém kép : “4; 4.

e -2 <m<2thi A'<0. Phuong trinh (1) v6 nghiém. Do d6 hé vo nghiém.
Giai va bién luan hé phuong trinh :

X—y=m
x? —xy+y2+x=0 '
3.2. Bién luan vé su c6 nghiém
Trong viéc bién luan nay khong doi hoi phai viét 16 cac nghiém ma chi can chi
ro khi nao hé cé nghiém.
Vidu 1. Véi gid tri nao cila m thi hé phuong trinh sau c¢é nghiém :
2x2+3xy+y2=—1 (1)
IR , -
X +3xy+2y° =m (2)

Giai. Tur phuong trinh (1) suy ra ring hé nay khong nhan nghiém cé dang
(x ; 0) hodc (0 ; y). Vi thé c¢6 thé dat y = tx, (n€u hé c6 nghiém (0;y) véiy =0
ma ta daty = tx thi s&€ mat nghiém). Khi d6 (I) tr& thanh :

x2(243t+t2)=-1 (3)
x*(1+3t+2t%)=m ©)
Néum =0 thi tir (4) suy ra 2t + 3t + 1 = 0. Dodét; = -1, t, = —%. Céc gia

tri ndy cua t khong thoa mén (3). Vi thé :

em = 0, hé vd nghiém.

Khi m=#0,
x22+3t+t3)=~1 3)
De ' .
(m+2)t2 +3(m+1)t+2m+1=0 )
em = -2 thitl (5) suyrat = -1, khong thoa min phuong trinh (3).
e V6im=0 va m # -2, phuong trinh (5) c6 hai nghiém : t, =-1.
2m+1
tz = - .
m+2
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Gi4 trit; = —1 khong thod man phwong trinh (3).
2m+1

Vi y dugc xdc dinh bdi x nén véi t, = 5 hé ¢6 nghiém khi phuong
m+

trinh (3) c6 nghiém. Khi d6 (3) tr& thanh :
3- 3m2 X2
(m+2)

=-1.

Vi hé khong c6 nghiém dang (0 ; y) nén (3) cé nghiém khi 3-3m <O0. Suy ra
m>1.

Két ludn :

Heé c6 nghiém khim > 1.

Vi du 2. Tim gid tri ciia m dé hé phuong trink sau c6 nghiém :

X+yt+txy=m
) { y+xy

x2+y2 =m-1

Giai. Dat x +y =S, xy = P, hé (II) trd thanh :
S+P=m
S2-2P=m-1

P=m-$§ (1)
$24+28-3m+1=0 (2)

Muén cho hé (II) c6 nghiém thi he (III) phai c6 nghiém (S, P) thoa man diéu
kién

hay (III) {

'S*—4P>0.
Phuong trinh (2) ¢6 nghiém < A'=3m 20 m 2 0.
Khi m >0 hé (IID) c6 nghiem : S, = —1 - V3m , P,
S, =-1+ J3m, P,
Vi hé (IT) 6 nghiém khi S*—4P>0 nén:

(-1 — V3m )? - 4m - 4 — 43/3m 20

m+ 1+ +/3m,
m+1-+3m.

hoac (-1 + 3m)*-4m—4+43m 20
hay don gian 1a khi : 2V3m £-m-3 (5)
hoac 2v3m 2 m+3 (6).
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Bat dang thic (5) khong xay ravi m 2 0.
Bt dang thiic (6) tuong duong v6i 12m > m’+ 6m + 9 hay (m—3)2 <0. Vi
(m—3)2 >0 nén trdésuyram = 3.
Két ludgn :
Hé (II) c6 nghiém khi m = 3.
122 Chitmg minh ring hé phuong trinh
{x2 —4xy+y?=m

xy—y’ =—4
¢6 nghiém véi moi gid tri ctia m.
3.3. Bién luan vé su c6 nghiém duy nhat
Vidu 1. Tim cdc gid tri cia m dé hé phiong trinh sau cé nghiém duy nhdt :

{xy -x+y=2 '

mx+y)—-xy+1=0

Giai.

P y(x+1)=x+2
m(x+y)-xy+1=0

Tir phurong trinh thi nhat suy ra x # —1. V§i diéu kién nay

_ X+2
Do’ x+1 )
(m—l)x2+(2m—1)x+2m+1=0 2)

Vi y duoc xdc dinh duy nhdt bdi x nén hé c6 nghiém duy nhat khi phuong
trinh (2) ¢6 nghiém duy nhat.

e m =1 thi phuong trinh (2) trd thanh x+3 = 0, c6 nghiém duy nhat x = -3.

Vay hé ¢6 nghi{:rﬁ duy nhit : (—3 ; %)

e Khi m # 1, phuong trinh (2) 12 mét phuong trinh bac hai. H¢ c6 nghiém duy
nhat khi phuong trinh (2) ¢6 nghiém kép khéc —1. Di€u d6 xay ra khi :
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A=-4m*+5=0 5
2m-1 _ hay khi

2(m-1) 2m—1%2m-2

Hién nhién 2m -1 #2m - 2.
Két ludn :

Hé c6 nghiém duy nhatkhi m =1, m = %

¥5
>
Vi du 2. Tim cdc gid tri ciia m dé hé phuong trinh sau cé nghiém duy nhdt :
3x-y+1=0
(1) ) , :
(x“+mx+y)(2x"—my+1)=0
Nghién ctru cach giai. Heé (II) tuong duong véi hai hé :

{y=3x+1 . {y=3x+1
va

x2+mx~+y=0 2x2—my+1=0’

hay

y=3x+1 y=3x+1
(III) 5 va (IV) 5 :
X*+(m+3)x+1=0 2x°-3mx-m+1=0

Vi y dugc xdc dinh duy nhat boi x nén hé (II) ¢6 nghiém duy nhat chi khi
xay ra mot trong cac trudng hop sau :

a) (IIT) ¢6 nghiém kép va (IV) vo nghiém ;

b) (IV) c6 nghiém kép va (III) vé nghiém ;

c) (III)‘ va (IV) c6 nghiém kép trung nhau.

) . m? +6m+5=0
e a) xay ra khi .
9m? +8m-8<0
Gidi phuong trinh d6i véi énmtadugcm = -1, m = -5.

Véi m =—1thi 9m?>+8m—-8 = 9-16<0.
Véi m =-5thi 9m>+8m—8 = 225-48>0.
Vay véi m = -1, hé c¢6 nghiém duy nhat.
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- Vi hé phuong trinh luén luén c¢6 nghiém (0 ; 0) nén muén cho nghiém la
duy nhat thi phuong trinh ol -T7a-m=0 phai vé nghiém hodc c6 nghiém kép

bang 0. Néu phuong trinh nay cé nghiém kép thi nghiém kép béng % # 0. Do d6
s 2o s A g ' 49
phuong trinh nay phai v6 nghiém. Muén vay, A =49 + 4m <0 hay m < 4
Nguoc lai, gid sit m < —4749. Tacé:

x> —2y2 =5x2% +mx

(VD) &
(x-y)(x*+xy+y? =3x-3y-m)=0

Do d6 (VI) tuong duong véi hai hé :

(VID {" 2y" =SXTAMK oy oy X T TR T .
x-y=0 X2 +xy+y?-3x-3y-m=0 (¥
x:O:: 7
x-y=0 Y
He (VII) & 5 < | |X=Y
X(x“=7x-m)=0 11 2
Xx“=7x-m=0

Vi m<—i49- nén phuong trinh x2-=7x-m=0 c6 A =49 +4m < 0. Do d6

hé (VII) ¢6 nghiém duy nhatla (0; 0). .

Xét phuong trinh (*) cia hé (VIII). Néu h¢ (VIII) c6 nghiém (x ; y) thi véi gid
tri nay cla y phuong trinh (*) d6i v6i 4n x phai c6 nghiém. Viét lai phuong trinh
¢*) nhu moét phuong trinh cha 4n x :

x>+ (y - 3)x +y*— 3y -m=0.
Véi m<—4—49- , phuong trinh nay c6 A=-—3y2+6y+9+4m<—3y2+6m—40.

Nhung —3m? + 6m — 40 = -3(m + 1)’ - 37 < O nén A < 0 véi moi

m< ——.

Vay khi m< -—479 phuong trinh (*) v6 nghiém, do dé hé (VIII) vé nghiém.
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Két ludn :

Heé (VI) ¢6 nghiém duy nhat khi m <—%.

E Tim céc gid tri cha m dé hé phuong trinh sau c¢6 nghiém duy nhat :

x2+2y=£
X

y242x=—
\Y

-

3.4. Bién luan vé nghiém thoa man nhitng diéu kién bé sung.
Cé nhitng bai todn doi hoi phai bién luan khong nhitng vé su cé nghiém cta hé
phuong trinh ma con doi hoi cdc nghiém phai thoa man nhitng diéu kién nao dé.

Vidu 1. Tim gid.tri esiam dé hé -

2 2
X‘y+xy“=m

{x+)'+.\y=m+]
cé it nhdt mot nghiém (x ; y) thod man diéu kién x > 0,y > 0.

Giai. Diéu kién x > 0, y > O tuong duong Vvéi hai diéu kién v = xy > 0 va
u=x+y>0. '

Hé (I) c6 it nhat mot nghiém x > 0. y > 0 khi hé

u+v=m-+1
w |
uv=m -

¢6 it nhat mot nghiém (u ; v) thoa man céc diéukién: u>0,v>0, u’—4v20.

Hé (I) 1uén 1udn c6 hai nghiém (m ; 1), (1 ; m). Do d6 céc diéu kién trén

=

m>0 - - m>0
hoac .
m2-4>0 1-4m =0

Diéu nay xay rakhi: m =2 hoac khi O<m.<_—llz .

duoc thoa man khi :
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Két lugn :
Hé (I) c6 it nhat mot nghiém (X ; y) thoa man diéu kién x > 0, y >0 khi

m 2 2 hoac khi 0<ms%.

Vi du 2. Tim gid tri ciia m dé hé phuong trinh

x-2y=m
(1) P

xX+y" +m=0
c6 hai nghiém (x; ; y;), (x5 ; y,) sao cho khodng cdch d giita hai diém A(x; Sy

B(x; ; y,) trén mdt phdng toa dé la Ién nhdt.

, X=m+2y
Giai. Hé (1) < , 5 .
S5y“+4my+m°+m=0 (*)
Heé c6 hai nghiém khi
A = 4m*-5m?-5m = —m2¥5m>0®m(m+5)<0<:>—5<m<0
d? = (x; - %)™y, — ¥ =Qy; -2y + (v, — v
=50y, - y)) =50y, +y2) - 4y,y3).

Viy,, v, 1a hai nghiém ctia phuong trinh (*) nén theo hé thitc Vi-ét

4m m? +m
)'1+Y2=”'§",Y1Y2= 5
Do d6 d 16n nhat khi
4mY?  mi+m .. . . —4(m®+5m)
(——5—-) -4 . 16n nhat hay khi s 16n nhat.

Diéu nay xay ra khi biéu thic A = m? + 5m c6 gia tri nho nhat. Coi A nhu
mot ham s6 bac hai cta bién s6 m trén tap xdc dinh (-5 ; 0) , A nho nhat khi
5 _ .
m= ——.

2
5

Pdp s6-m= ——.
P 2

79




Vi du 3. (Pé thi vao Hoc vién KT thudt qudn sy 1998 — 1999)

Tim cdc gid tri ciia a va b dé hé phuong trinh sau c6 nhiéu hon 4 nghiém :

2 2

X =y ta(x+y)=x-y+a

(IV) , y2 Y Y .
X +y“+bxy=3

(x+y-1(x-y+a)=0

2

) . Do dé he (IV)
X“+y“+bxy=3

Nghién ciru cach giai. He (IV) & {

" twong duong véi hai hé :
y=1-x y=Xx+a
{x2+y2+bxy=3, {x2+y2+bxy=3
hay

y=1-x y=X+a
(V) . , (VI) ) L
2-b)x*-(2-b)x-2=0 (b+2)x° +a(b+2)x+a“-3=0

Hay xét xem mbi h¢ (V) hodc (VI) ¢6 thé c6 bao nhiéu nghiém.

Pé cho téng s6 nghiém cua hai hé nay 16n hon 4 thi it nhat phai c6 mot hé cé
nhiéu hon 2 nghiém.

Nhung s6 nghiém ctia méi hé phu thudc vao phuong trinh nao ?

Trong mbi he, y duge xdc dinh duy nh4t bdi x. Do dé s6 nghiém clia moi hé
phu thudc vao phuong trinh thif hai ctia né. ’

Muén cho mot h¢ ¢ nhiéu hon 2 nghiém thi phuong trinh thit hai trong hé 8y
phai ¢6 dang nhu thé nao ? )

Néu b # 2 thi phuong trinh (2 - b)x2 +(2-bx-2 =01Ia rhét phuong trinh
bac hai, ¢6 nhiéu nhit 2 nghiém ; néu b = 2 thi phuong trinh nay tré thanh
0x>+0x—2=0, vd nghiém. Nhu vay, trong moi trudng hop hé (V) khong thé c6

“nhiéu hon 2 nghiém.

Tuong tu hay xét hé (V).

— Néu b= -2 thi hé (VI) cé nhiéu nhat hai nghiém, do dé hé di cho c6 nhiéu
nhat 4 nghiém.

_Néu b = —2 thi phuong trinh thit hai cia hé (VI) trd thanh 0x* + 0x +2° =3 = 0.

Néua’-3=0 thi phuong trinh nay vo nghiém ; néu a®—3 = Othi phuong trinh
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30.

‘»
'

2
X“+x-m=5

{(x2 +y-—-m)}x-

2x° -2y= m(l

2}'2,—2x = m(l

=6 m(x+vy)—-2xy=-2
y) ; 29.{( y) y .

x?+y?—x-y=m
_Lj
X

4

. Tim gi4 tri cia m dé hé phuong trinh sau ¢6 ding 3 nghiém :

. Véi gi4 tri ciia m thi hé phuong trinh sau c6 hai nghiém (x, ; y}), (X3 ; y2) sa0

cho khoang cich giita hai diém A(x, ; y}), B(x; ; y,) trén mat phéng toa do 1a

16n nhat :

x2+y?+xy-x-y=m
x3—y3—x+y=0 .

x2+y2+m=0
2x—-y=m '

BAI TAP TU KIEM TRA

. Giai hé phuong trinh :
) X —y=5(1-x) b) 2x2—-4xy+2y2—3x+3y+1=0
a ; .
‘ _v(y2+5)=x+5 X% —5xy-3x+2y+4=0

. Tim céc gid tri nguyén duong clia m dé hé phuong trinh sau c6 nghiém :

|

x? +y2——2x—2y+xy=—l
X+y—-Xy=m .

. Tim gi4 tri ciia m dé hé phuong trinh sau c6 nghiém duy nhat

|

x? —y2 =1-2my

y2 -x? =1-2mx




§4. HE PHUONG TRINH DUA DUGC VE HE BAC HAI

4.1. Hé c6 bac cao hon 2

C6 nhiéu hé phuong trinh bac cao hon 2 ¢6 thé giai dugc bang cich dua vé hé
bac hai.

Nhitng phuong phap thudong dung dé dua mét hé bac cao vé hé bac haila :

— Bién mot trong cdc phicong trinh cua hé thanh phuong trinh tich ;

~ Ddt an phu.

Vi du 1. Giai hé phuong trinh :

() {"5 —y =3v-3y

~

x° —xy—2)'2 =4'

Giai. Trudc hét cé6 thé bién phicong trinh thir nhdt cia hé thanh phiong
trinh tich.

2 2

X=y)X"+xy+y~ =3)=0

R (’i YT+ Xy =3 ) .
x'—xy—2y2=4

Hé nay tuong duong véi hai hé :

x-y=0 | 2 ixy+y?-3=0
(II){ Y . am {X Xyry m2=n

2 2 2

X“—-xy-2y°- =4 x'-—xy—2y2=4

. X =
Giai (II) : , Y , 5 Hé v6 nghiém.
X~ —x"=2x"=4
Giai (IITy : (II1) 1a hé vé tréi déng cap.
2 2
X“+xy+v =3
{xz ——xy—?.y2 = 4‘

Ban doc c6 thé kiém tra dé thay ring hé khong c6 nghiém dang (0;y), (x; 0).
Dodécéthé datx =ty vacé:

y2(t2+t+l)=3 yz(t2+t+1)=3
" s = .
vy (> —t—2)=4 2 +7t+10=0
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Phuong trinh 2 +7t+10=0 c6 ha1 nghxem t, =-2,1, =-5.
o Véity =-2 th1 y (4 2+1)=3. Suy ra v =t1. Hé cé nghiém :
2;-1).

eVGit =-5thiy 225-5+1)=3. Suyray= —\/__ Hé c6 nghiém :

)5
Két lugn :

: 5 1 5 1
Hé c6 4 nghiém: (-2;1),(2; - (——,——-], (——;——J-
¢ )\
Vidu 2. Gidi hé phirong trinh :

o xly=1)x+2y=-5)=3
(V) o’ .
xy+2y—-5=4

~J

Nghién ctru cch giai.

Néu khai trién phuong trinh thd nhdt cia hé (IV), ta dugc mot phuong
trinh bac cao hon 2 va khé tim ra céch giai. Nhan xét hai phuong trinh, ta thay :

Xy + 2y ~ 5= (Xy — X) + (x + 2y — 5). Do d6 c6 thé ddt dn phu :
Xy—X=1u
X+2y-3=v

Khi d6 hé (IV) tr& thanh :

uv=3
u+v=4
\ u=1 u=3
Giai hé nay ta dugc hodc
, v=3 v=1
hay: (V)4 hoac (VI) 4> .
X+2y-5=3 X+2y-5=1

84

A}




‘Hé (V) cho ta hai nghiém : (3__\/,7; D+2\/—7-], (3+ﬁ; 5—-2\/7]‘
Hé (VI) v6 nghiém.
Két ludn :

Heé (IV) c6 hai nghiém : [3_\/7;5:\/7]’(3*—\/7;5_2\/'7}

Vi du 3. Giai hé phuong trinh :

x+y+i+—1-=4

X ¥
1, +—12—=4
xXT Yy

(V1)

2 2
AT +y+

Nghién ciru cich giai.

biéu kién xdc dinh hé phuong trinh :  x # 0, y # 0. Day 1a mot hé d6i ximg
loai I. Hay thir xem, néu dat x +y = u, xy =V thi cé thuan Igi hay khé khan gi.

Khi d6 phuong trinh thit hai tré thanh x*y? + x%y* + x? + y? = 4x°y? hay
Vil - 2v)+ui=2v=4v". DS 12 moét phuong trinh bdc 4 doi v6i u va v.

C6 thé c6 cach nao tranh dugc khé khan ay?

Nhan xét hai phuong trinh ta thay
2 2
X +i2=(x+l) —2xl= (x+i) -2.

x° L X X X

Néu dat an phu u = x +l, v=y +l, hé (VII) tr& thanh mot hé bdc hai :
X y

u+v=+4
w?+vi-4=4

Giai hé nay bang phuong phdp th€'ta dugc: u=2,v=2.

Do dé
k+lo2
X
y+l=2
y

Giai hé nay ta dugc nghiém cta hé (VII) : (1; 1).
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Vi du 4. Tim gid tri ciia m dé hé phuong trinh sau c6 nghiém .
+y?=m

(Vi) {4 ‘

X +y —xy=m2—3

2,2 S : 2 2
X"+ =m X"+ =m
y Q{ y

Giai. (VIII) .
2x2y2 +xy-3=0

x2+y*)? —2xy? —xy=m? -3
N 2.2 3
Phuong trinh 2x"y +xy—3=0chotaxy=1,xy=——2—.
. o 2,2 2 v
eVGixy = 1,tf xX“+y° = msuyra(x+y) —2xy = m.
Dodé (x +y)> = m+2.
y 3 . 2
e Véi xy =——2—,taco x+y)=m-3.
Muén cho hé c6 nghiém thi (x+y)2— 4xy > 0. Nhu vay ta phai cé :
\ m+2-420 hoac m-3+6 20.

Két ludn :

He (VIII) ¢6 nghiém khi m = -3.

Giai hé phuong trinh :
{xz + y2 +xy="7

x4+y4+x2y2 =21.

4.2. He phuong trinh chira dau gi4 tri tuyét déi

L A néu A0
Nhé lai rang |A|=|: . ;
—A néu A<O
|A|_<.a©—aSASoc; |A|Zocc>{A2a .
A<L-a

2x—6 néu x23

Vidu. 1) |2x-6|= )
I du )I* I [_2x+6 néu x <3




, sV 47
2) Ta biét rdng x" + 5x =6 = [x+5) - r nén x> + Sx —6 20 khi

Do do x+£2Z hodc x+
2 2

.-

IQIU.

< —% hay khi x 21 hodc x < —6.Vithé':

|-r2+5x_6\={xz+5x_6 néit x € (~e0;=6] U [1i40)

~x*-5x+6 néu xe(-6;1)

X—y néux=y
3) lx—y= T
I ! y—Xx néu x<y

4 |Xy+7!=[xy+7 nfilxy2—7
-xy -7 néuxy<-7
Nhu vay. déi véi biéu thL’r_c|f (x)|, néu ta tim dugc nhitng gid tri cha x chia truc
s6 thanh nhitng khodng ma trén méi khoang biéu thirc f(x) > 0 hoic f(x)< 0
thi c6 thé viét |f(x)|thanh nhiing biéu thic khong chia ddu gid tri tuyét dai.

Chéng han :

X -0 -6 1 ' +00

'x2+5x—6! x> +5x-6 X —5x+6 X +5x-6

Hai phuong phap thong dung dé giai hé 'phuorng trinh chita dau gia tri
tuyét doila : ‘

1. Tim cdc diéu kién ciia dn dé cé thé viét hé phicong trinh dudi dang nhitng hé
phitong trinh khong chita ddu gid tri tuyét doi.

2. Néu c6 phuong trinh c6 dang |f(x)|=g(x) thi phuwong trinh nay niong
dwong voi hé

{(f(x))2 =(g0)

g(x)20
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Vi du 1. Giai hé phuong trinh :

g pole=6
x+1+|y—2|=—2
Giai.
(D x—1+y% =6 néux>1
X+l+y-2=-2 néuy=>2

2 _ .
(m){x—1+y =6 néu x>1

X+l-y+2=-2 néu y <2
0o y y

_ 72= & ’
(IV) l-x+y“ =6 néux<l1
X+1+y-2=-2 néuy =2

1-x+y- =6 néu x<1
(V) ) ,
X+1l-y+2=-2 néu y <2
Bén hé nay déu gidi dugc bing phuong phép thé. Ban doc hay tu giai
Ddpsé: (-4;1),(-5;0).

Vi du 2. Giai h¢é phuong trinh :

xy+2|-x" =4
(VI) | , lz
3x“+y =21
Giai.

(VH){xy+2—x2 =4 néu xy==-2

3x% +y? =21
VD

—xy—2—x2 =4 néu xy<-2
(VIID)
I 3x2+y*r=21

(VII) va (VIII) 1a nhitng heé vé trai déng cap

Rd rang hai hé khong c6 nghiém dang (0 ; y), (x ; 0).

Pit y = tx, hé (X) trd thanh :

x2(t-1)=2
x2(3+t2)=21

2 2
t-1)=2 x“(t-1)=2
.Vix:tOsuyra{x( ) hay { ( )

6+2t2 =21t—21 2% —21t+27=0

n




Phuong trinh thit hai cia hé ndy chota: t; =9,t, =

oW

Véit =9, tacédx = %’.X =—%.T\‘1y=9x suyraAcécgiétritucmg iing cla y
lay= 2 y -2
2’ 2

Céc gi4 trj tuong Ung clia x va y thod-man diéu kién xy = -2. Do d6 hé (VII)

RN

Véit, = %, tacé x = +2.Lap luan tuong tu nhu trén, hé (VII) c6 nghiém :

c6 nghiém :

(-2;-3),(2; 3).
Véiy = tx h¢ (VIII) tré thanh :

{xz(t+l)=——6

.Vix#0néntacod:
x2(3+1?) =21
2 2
x“(t+1)=-6 X“(t+1)=-6
hay 5 .
—18-6t% =21t+21 22 +7t+13=0

Hé nay vo nghiém.

Két ludn :

1 9 1 9 ‘
He (VD) cé 4 nghiém: |—:=|, | -—;—=1,(-2;-3),(2;3).
ccvesanen: (1:2). (1 2). i

Vi du 3. Gidi hé phuong trinh :
|x—2yl =3x+2
(IX) 5 :
2x° =3xy—-4x+y=-25
Nghién cttu cach gidi.. Ta ciing c6 thé ding tinh twong duong cua he (XII)
véi hai hé tng v6i cic trudng hop : X 2 2y, x < 2y va khi tim dugc cdc gia tri tuong
tng ciia x va y ta phai kiém tra céc diéu kién nay.

C6 thé c6 phuong phdp khac khong ?
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Theo nhén xét & ddu muc 4.2, véi diéu kién
2
3x +220,hay x > -3

ta c6 thé binh phuong hai vé& clia phuong trinh thit nhét. Nhu vy,

(x-2y)? =(3x+2)? {(x 2y —(3x+2)2 =0

(XII) <. _
2x2 -3xy -4x+y=-25

2x2-—3xy—4x+y=—25

{(x—2y—3x—2)(x—2y+3X+2)=0© {(—2x—2y—2)(4x—2y+2)2 =0

2x% ~3xy —4x +y =25 2x% —3xy —4x +y =25

Do dé hé (XII) tuong duong v6i hai hé :

2x+2y+2=0 4x-2y+2=0
(XIII) 5 va (XIV) 5 : .
2x" =3xy—-4x+y=-25 2x° -3xy—-4x+y=-25
=-x-1 =-x-1
Giai (XIII) : Y ) 5 = Y 5 .
2x° +3x“+3x-4x—-x-1=-25 5x“-2x+24=0

Hé nay v6 nghiém.
y=2x+1 {y:2x+1
=

Giai (XIV): 5 5
2X° —-6x° ~3x-4x+2x+1=-25

Phuong trinh thit hai cla h¢ vitradugc chota: x; =2,x, = —% .

Nhung x, = —143 <—%, khong thoa man diéu kién x >—§. »

Két ludn :

Hé (IX) c6 mot nghiém (2 ; 5).

Giai hé phuong trinh:
|xy —10]=20-x?
{xy =5+ y2 '
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4x2 -5x+26=0
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4.3. Hé phuong trinh vo ti

Nhirng phuong phap thuong dung dé giai hé phuong trinh vo tila :
~ Khit cdn thite dé dica hé da cho vé hé hitu tf ;

~Ddt dn phu.

Khi khir can thic ta thudng phai nang ca hai vé€ cia mét phuong trinh Ién luy

thira cling moét bac. Liic dé6 ta ding cdc phép bién déi tuong duong sau day :
g(x)=0
£(x) =[g(0)
2) Phutong trinh \/—f—(;s + \/g_(ya =>h(x) nr&ng dicong voi hé
f(x)=20
g(x)=0
h(x)=>0

WEE) ++/2(x)]? = [h(x)]?

1) Phuong trinh \Jf(x) = g(x) neong dicong vor h_é{

3) Phutong trinh JT(x) = g(x) nrong diong véi phitomg irink £(x) = [g(OF.

Vi du 1. Gidi hé phitong trinh :
o =2
Vx+3 +4/y+3=4

Giai. Didukiénclhacacanla: 0<x<4.0< y<4. Vdicdc diéu kién nay :

o {\/— 2-vx {y—4 4x +x
PN e y+3=16-8/x+3+x+3
y = 4—4yx +x o
{4 4x +x=16- 8Vx +3+x
y=4 4«/;+x y=4- WX +x
{2J><T 3+4x {4x+12 Orx+6x

2

X“+2x+1=4x x2=2x+1=0

{y=4—4\/;+x {y=4—4\/;+x {y=4—4x/;+x {x=l'
= = = &

x+1=2x/;

Tir d6 suy ra hé cé nghiém (1 ;°1).

y=1"
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Két ludn :

Hé (I) c6 mot nghiém (1 ; 1),
Vi du 2. Gidi hé phuong trinh :
\/x+y +\/\/x-—y =8

\/\/x3+x2y—Xy2—y3 =12.

(1)

Nghién ciru cach giai.
C6 nén nang hai v€ ctia phuong trinh thd hai 1én lu§ thira bac 4 chang? Néu

vay hé phuong trinh trd nén phiic tap.

Hay nhan xét dang cdc phuong trinh trong hé.

Phuong trinh thit hai c6 thé viét thanh \/\/(x +y)(x%-y?) =12.

Cach viét nay da cho thdy mdi lién hé ciia né véi phuong trinh thit nhat chua?

Cé thé viét ciach khdc. Vi x + y > 0 nén : \/\/(x+y)(x2—y2) =

\/\/(x+9)2(x—y) = Jx+ -y = JrryVx-y.

Vay c6 thé dung phuong phdp ddr dn phu: Jx+y=u,u>0, JJx-y =v,

v20.
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Bay gio ta c6 hé phuong trinh :

u+v=_§
uv=12
. u=2 u=6
Hé nay cho ta hoac .
v=6 v=2
XxX+y=2 x+y=6
Tirdétacéd : hoac .
X-y =6 X—-y =2

Giai hai hé nay ta dugc cdc nghiém : (650 ; —646) , (26 ; 10).

Két ludn :

Hé (II) c6 hai nghiém : (650 ; -546), (26 ; 10).




Vi du 3. Tim cdc gid tri ciia m dé hé phwong trinh sau c¢6 nghiém :
(110 {mh/yj:\/; .
Giai. Diéu kié¢n xdc dinh cia hé phuong trinh: x 22,y > 2.
(m)@{ x+1+ﬁ»=ﬁ5 .
Vxl+fy-2=Vx-2+y+1,
Vi hai v€ cia phuong trinh thit hai khéng am nén c6 thé binh phuong chiing :
{x+y—1+2\m=x+y—l+2m
@{m+m=ﬂ L {quy‘?z:&g
\/iy—2x~.-y—2 =\[xy+x—2y—2

X+1+v=2=+m x=y
= =
X Jx+1+Jx=2=/m

-2X+y=Xx-2y

X =
= T
{2x—1+2\x2—x—2 =m

X=y

{x=y, m+1
= & 9x <

2Wx2-x-2=m+1-2x 2
4x% - 4x -8 =4x> —4(m+Dx +(m +1)?

X=y
Sm+l
2
4mx =(m+1)* +8

e m = 0, tr phuong trinh: cudi suy ra hé vo nghiém.

(m+1)2+8<m+1
4m -2

em=0héconghitmnéu2<x=

“Suyram e [3:+0)
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Keét ludn :

Heé (III) ¢6 nghiém khi me [3 ; +0).

Giéi hé phuong trinh :
Jx + y+1=3"
{\/)_(_—_T +4y+6=3 .

4.4. Dung hé phuong trinh dé giai phuong trinh vo ti

Vi du 1. Gidi phuong rink -~ 447 -2x +{35+2x = 4.

Nghién ciru cach giai.
Cé thé khir can bac bon bang cich nang hai v€ 1én lu§ thira bac bon dugc
chang ? :

Hav nhan xét dang cia hai can thic. Téng ciia hai bicu thic dudi can 1a'mot
hing s6, cu thé 1a: 47 — 2x + 35 +2x = 82.

Néu datu = J47-2x,v=435+2x , tacé hé phuong trinh :

u+v=4
{u4 +vi=82
Chi can tim dugc u hoac v la da dé tim duge x.
He trén day tuong duong véi hé :

u+v=4 u+v=4
> 2 2.2 hay 4, 5 :
[(u+ V) =2uv]® —2u“v" =82 u‘v-—-32uv-=-87=0

Hé vira nhan duge tuong duong véi hai hé :

I u+v=4 vﬁ‘ an u+v=4
29 '

uv = uv=3

Heé (1) vo nghiém.

V=

. . lu=1 ) u=3
Hé (1) chota { 3 hoac{ .

eVéiu=1tacé ¥47-2x =1.Dodé: 47-2x=1.Suvrax = 23.
e Véiu=3tacd ¥47-2x =3.Dod6é: 47-2x=81. Suyrax =-17.
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Két ludn :

Phuong trinh da cho c6 hai nghiém : x; =23,x;, =-17.
Vi du 2. Gidi phuong trinh :
S+1=232x-1.
Giai. Datt= 32x-1,tacé: t? =2x-1. Do dé cé he phuong trinh :
X+1=2t .
{t3 +1=2x
D6 1a mot hé dai ximg loai II. Hé nay tuong duong véi hé :

x3 +1=2t
Jx=(x? +xt+t2 +2)=0
o =
do dé né tuong duong véi hai hé :

3,.1= 341=2t
(m){x =2t o anyd®
x—t=0 x2+xt+t2+2-_-0

He (IIl) chota: X, = 1,%, = —1_—2\/5 . -1;\/3'

2 04,2
. . t -
Hé (IV) vo nghiém vi Crxt++2 = [x+;j +—;—+2>2.

Két luan :
—1-45 -1+

Phuong trinh dd cho ¢6 3 nghiém : x;=1,X; = > , X3 >

BAI TAP
Giai céc hé phuong trinh tir bai 36 dén bai 39 :

3.3 5 3,.v3=1
36.{" ry =2, 37.{X y

xy(v+x)=1 x4y’ =xt+v?




)
X,y xy
—_—t et —4==4 X-Dy-D(x+y-2)=6
8 17 Ty X ; 39, (2 )gy XX+y=-2)
) X“+y“-2x-2y=3
X“+y“ =

40. Tim gid tri cha m d€ hé phuong trinh sau c6 nghiém duy nhat :
{x3 - y3 =X~y
X+y=m
41. Tim gid tri cila m sao cho hé phuong trinh :
{ y2 —-2x+1=-4
x-yH)x-D=m
c6 3 nghiém.

42. Tim gi4 tri cha m dé€ hé phuong trinh sau c6 8 nghiém :

2

x2+y2—x—y=m+1
x4+y4-—2x3—2y3+x+y=m -m

Hé nay c6 thé ¢6 6 nghiém duoc khong ? _
Giai cdc phuong trinh tir bai 43 dén bai 46 :

~ly=3l=1 -2 =
o * ly-3 | a“a 2+4[x-2|=y

x?-xy+vi=4 xy =y +1[=~-5

lv-2x|=x-1 [xy-1]+2x* =13
45, {7 TV : 46.

x? =2y’ +3x—y=-11 x+y~-|y|=2

47. Tim gié tri cia m dé hé phuong trinh sau c6 ding hai nghiém :

2x-y=4
x|x[——xy+y2 =m

48. Giai va bién luan hé phuong trinh :

{xz —xy—2y2 =0
x|y|+y'|x|= -m?
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Giai cdc hé phuong trinh tir bai 49 dén bai 53 :

' + \/,—'=6 — -] =
49, {h y+y . 50. {\/x 2y+\/x+y I=5

X x+y\/_\_’=9. 2x-y=14

Jx + y-3=3 X+4y-1=3

51. a) : b)
{\/x—3+\[}7=3 , {yf\/x— =3
X+y+y4x -y = . 53 { x2 —xy +4/xy -y =3(x~y)

yax? -v? =0 x2 —y? =369

54. Tim céc gié tri cia m dé hé phuong trinh sau c6 nghiém :

{\/X+l+ v+1=3

. (Dé thi vao PH Thuy san ndm 2001 ).
.\'\/y+1 +y\/x+1+x/x+l +\/y+1 =m

35. Tim gid tri cia m d¢ hé phuong trinh sau ¢6 nghiém duy nhét :

X|+3+4y*+1=m
[y|+\/2x2+9 =m—1.

Giai cac phuong trinh tir bai 56 dén bai 60 :

56. \f\/48+x —'\/\/49—x =1; - 57. %/x2+x+6—%/x2+x—-l =1;
28 s\l —2x-2-V5x2—2x—-6=2 : 50. x24Jx+7=7 :

60. Vx+5=5-x2.

§5. HE BA PHUONG TRINH BA AN

5.1. Phuong phap chung

Nguyén tic chung dé gidi hé phuong trinh nhiéu 4n van la bién ddi hé phuong
trinh di cho thanh nhimg hé tuong duong hodc nhitg hé¢ phuong trinh h¢ qua dé
giai hon. (trong d6 c¢6 nhiing phuong trinh véi s6 dn ngay cang it). D€ dat dugc
diéu nay ta thuong dung : ‘
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— Phuong phédp cong dai s6 ; |
— Phuong phép thé.

Néu cé dung phép bién déi khong tuong duong thi cdn phai thir lai cac gid tri

tim duoc cha 4n.

Vi du 1. Giai hé phuong trinh :

x+y=3z
2
(1) x2+y‘ =35z.
x3+y3 =9z

'
X+y=3z X+y=3z
Giai. ) © (x+y)2-—2xy=51 <:><9zz—52=2xy =
(x+y)’ =3xy(x+y) =9z 2773 — 0. 9z% -5z _ 97
\ 2
X+y=3z (x+y=3z
= 2xy=922-—52 = 2xy=9zz—52
32 —522 +22=0 [
11z=0
z=1
.2
L 3
eV3i z=0,taco:
x+y=0
xy=0
z=0
Hé nay cé hghi{:m (0;0;0)
eVéiz=1,tacé:
X+y=3
Xy=2
z=1
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Giai h¢ nay ta dugc hai nghiém: (1;2;1),(2;1;1).

X+y=2

eVéGiz=—,tacéd: <xy=%
2

z==

. 3
Giai hé nay ta duoc hai nghiém : }__—_ﬁ,3+\/3,g : 3*‘/5;3—'-‘@,3 .

3 3 3 3 3 3

Két ludn :
Hé (I) ¢6 5 nghiém :

3_—@_34-\/6_3} [3+\/€ 3-6 . J
=T, .

0:0;0,(1:2;1),2;1:1),
( ), ( )F )( 3 3

Vi du 2. Gidi hé pliong trinh
xy=12
(I11) < yz=20.
x=15
Nghién cifu cach giai. Hay thir giai hé nay bang phuong phdp thé.
Tuy nhién cé thé nhan xét vé ddu cha x,- y, z dé dé ra mot cach giai khic.
R& rang x, y, z khac 0 va cling dau.
Nhan vé véi v€ ctia ba phuong trinh ta dugc mot phuong trinh ; két hgp véi hai
trong ba phuong trinh di cho ta dugc hé : '
Xy =12
(IV) syz=20
(xyz)? = 3600

Ban doc hay tu kiém tra fang (III) < (IV).

. 2 xyz = 60
Vi (xyz)” = 3600 < :
xyz = —60
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" nén hé (IV) twong duong vdi hai hé :

Xy =12 xy=12
V)syz=20 va (VD) <yz=20
Xyz =60 xyz = —60

Giai (V) : thay xy = 12 vao phuong trinh thit ba ta dugc z = 5 ; thay yz =20
vao phuong trinh thir ba ta dugc x = 3. Thay x = 3,z = 5 vao phuong trinh tha
badugc y = 4. H¢ (V) cédnghiém: (3;4;)5).

Giai (VI) : Tuong ty, hé (VI) c6 nghiém: (-3 ; -4 ; =5).

Két ludgn :

Hé (IIT) c6 hai nghiém : (3:4;5), (-3:-4;-5).

5.2. Ap dung hé thirc Viét d6i v6i phuong trinh bac ba

He thifc Viét d6i phuong trinh bac ba dugc phat biéu nhu sau :

- DINH LI. Néu phicong trinh ax’ + b’ + cx+d =0 c6 ba nghiém x;, x5, x3 thi :
[ b k

X+ X+ =—-(;

d

.\'1.\'ZX3 = —:1'

Nguge lai, néu ba s6'x;. x», x3 thod man cdc ddng thirc :
Xj+x+x3 =5
X +xox3+ x50, =5,
XpXox3 =P

thi chiing la ba nghiém ctia phicong trinh :
X —SIxZ +S,x-P=0.

Theo dinh If trén day cé thé gidi hé phitong trinh ba dn
X+y+z=S§
Xy+yz+zx =S,

xyz=P

bang cdch giai mot phuong trinh bac ba x> - S,x2 +Sx-P=0.
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Vi du 1. Gidi hé phitong trinh : |
xX+y+z=-1
(I) <xy+yz+zx=-10.
xyz =-8
Giai. Theo dinh li Viét X, y, z 1a ba nghiém cta phuong trinh
x> +x*-10x+8 =0,
Bing tinh nhim ta thdy x = 1 1a mot nghiém. Do d6 phuong trinh trén viét
thanh :
| (x - 1)(x*+2x - 8) =0.
Giai phuong trinh nay taduge : x; =1,x; = —4,%x3 = 2.
Vi hé phuong trinh nay d6i xing déi véi x, y, z nén hé ¢6 3! = 6 nghiém sau : .
(15=432),(1525-4),2;-4; D, (-4:152),(2: 1:-4). (-4;2; D).
Vi du 2. Gidai Ihé phicong trinh :
X+y+z=-4
(I1) {x? +y2 +72=22
Xyz=18

Giai. Bién déi hé nay thanh hé c6 dang (I). Binh phuong hai vé phuong trinh
thit nhat réi trir timg v€ véi phuong trinh thi hai ta duoc :

x+y+z=—4‘ X+y+z=-4
2(xy+yz+2x)=-6 hay {xy+yz+zx=-3.
xyz =18 Xxyz=18

Theo dinh li Viét, X y, z la ba nghiém cta phuong trinh :
x>+ 4x* - 3x.~18 =0.

Bang tinh nhdm ta thdy x = 2 1a mét nghiém. Do d6 :
(x—2)(x* + 6x +9) = 0.

Giai phuong trinh nay ta dugc : x; =2, X; =x3=-3.

Két lugn :

Hé c6 banghiém: (2;-3;-3),(-3;2:;-3),(-3:-3;2).
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Vi du 3. Giai hé phwcong trinh :
Cfx+y+z=-2
() {>+y*+22=6
Syl e =-8

Giai. H¢

2

X+y+z=-2
Il < (x+y+z) —2(xy+yz+zx) 6
+2°x)=-8

(x+y+z)(x +y +z) (xy +x2 y+yz +y Z+2ZX

X+y+z=-2
o {(x+y+z) -2(xy+yz+2zx)=6

L(x+y+z)(x +y +z ) (xy+yz+zx)(x+y+2z)+3xyz=-8

X+y+z=-2
hav <> <{xy+yz+zx=-1 .

Xyz=2
Vay x, v. z 12 ba nghiém ctia phuong trinh bac ba

?+2t—-t-2 =0 hay (t+2)¢*-1) = 0.

Phuong trinh ndy cé nghiémla: t; = -1,t, = 1,t3 = -2,
Do dé hé phuong trinh ¢6 6 nghiém la 6 hoédn vi cia basé -1, 1, -2 :

(-1.1,-2.(-1, 1,-2), (-2,1,-1), (-1, -2, ), (1, -1, -2), (=2, -1, I).

BAI TAP
Giai céc hé phuong trinh :
, 2.2
(X+y+xy+1=4 (y+z)"=x" =2
61. 4;}’+z+)'z+1=10; 62. (z+x)2—y2=3
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X+yz=2
63. <y+zx=2;
’ _z+xy=2

(y+z)(x+y)=2y

(x+y)Nz+x)=Xx
65.
(z+x)y+z)=3z

-

ZX +Xy = X% +2
64. {xy+yz=y*+3
yz+zx=22+4
rx+y2+z2 =]

66. ,<x2+y+22 =1

x2+y2+z=1

,

1 1 1
| S t—4-=3
- {6x(y? +2%)=13yz Xy z
67. 3y(22+x2)=52x; 68.4—1——+i+—1——=3
s Xy yz zXx
6z(x“ +y°)=5xy 1
—_ =1
| Xyz
X+y+z=1 X+y+z=3
69. x2+y2+22=9; 70.<x2+y2+22=5
[x3+y3+z3=1 kx"'+y4+z4=17

§6. VAI HE PHUONG TRINH BUGC GIAI BANG PHUONG PHAP DAC BIET
(KHONG MAU MUC)

Cé nhiing phuong trinh rat khé giai dugc bang cich van dung tryc ti€p cdc
kién thic thudc chuong trinh. Song bing nhitng nhan xét vé dac di€ém clia phuong
trinh m c6 thé dua ra nhimg cach giai dac biét. Nhing dac diém nay thudng lan
khuét & cich viét cac vé chia phuong trinh hoac & nhimg diéu kién ma céc an phai
thoa min, nhung nhiing diéu kién &y lai khong thé hién 5 rang ma doi héi phai
suv nghi, phai bién déi phuong trinh m&i lam cho ching xuét hién. Vi d6 la nhing
hé phuong trinh déc biét nén khong ¢6 mot phuong phap chung.

Hay xem vai vi du sau : . :

Vi du 1. Giai hé plirong trinh :

y+xy° = 6x?
1+x%7 = 5x?
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Nghién ciru cach giai.

Hé phuong trinh nay khong thuéc mot dang nao trong cic dang ta da hoc. Hay
tim cdch viét hé phuong trinh dudi dang khic. R6 rang nghiém ctia hé phuong
trinh khong c6 dang (0 ; y). Do d6 c6 thé chia hai v€ clia méi phuong trinh cho x%.
Thir quan sat cich viét mdéi.

2
L+y_=6 ' X(__l_+y)=6
x2 X xx
. hay )

2 _ =2 2
X2 y X2

Bay gi0, hé nay thudc dang quen thuéc nao?

batu = l, hé trd thanh :
X

2

uy(u+y)=6
u +y2 =35

D6 1a hé doi ximg loai I. Gidi hé nay tadugc u = 1,y = 2, hodc u = 2,y = 1.
Két ludgn :
Hé d4 cho c6 hai nghiem : (1;2), (-i- L 1).

Vi du 2. Giai hé phuong trinh :
[ 4,2
1+42°

4x?
J > =Y
1+4x

4y2
1+4 y2

=X

Nghién ctru cach giai.
Day ciing 12 mot hé la. Hay nhan xét mot cach tho so vé dac diém ciia nghiém.
R&rang (G;0;0) la mét nghiém.
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Tiép tuc tim nghiém khéc (0 ; 0 ; 0). Hay thir vi€t hé dudi moét dang khac. Néu
x >0 thi tir phuong trinh thy hai suy ra y > 0 ; tir phuong trinh th ba ti€p tuc suy
raz> 0. Do d6 c6 thé viét hé da cho dudi dang :

.

4z

1+ 4z*
4x

1+4x2
4y
\1+4y2

It
< N ™ e N

Hiy dénh gid v€ trdi cia méi phuong trinh.
Vi 1-4x+4x2 = (1-2x)>20nén 1 +4x>> 4x. Do dé

4x
1+4x2

<l

Vitheé L <1 hay y<x (vix>0).
X

Tuong tu, X <z <y. Vay néu (x, y, z) 1a mot nghiém ctia h¢ phuong trinh thi

x=y=2z Tuddsuyra 4x,=1=1.Dodé4x=1+4x2hay4x2—4x+1=0.
1+4x~ X -

Phuong trinh nay c6 nghiém kép: x = % Tuongty y = z = %
Két lugn :

Hé cé hai nghiém: (0;0;0), (—- ).

11
272
[? 1] Giai hé phuong trinh .
1+ x3y3 =19x>
{y +xy? = 6x? '
[E Giai hé phuong trinh :

_ x4+y4f-=1
x9+y9=1
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71.

73.

77.

78.

79.

81.
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Giai cac hé phuong trinh : o
Ji-y+i=1 7 x> +y* =1
S-l+dy=1" '

{X(X: _y2) — lOy . . 74. {x3 __3x = y3 _3y

x° +y9 =]

2}'(x3—y2)=3x-’ xS +y® =1
y+2=(3—x)3
'{xzy3+2x+y2=o | 6 |0 +DQz-y)=9+4y
x:—2x+2—y=0 x2 +2% = 4x
z20

Xa Quang Vinh ¢6 hai cdnh dong cay thi diém hai giéng lia méi. Canh déng
A rong hon cdanh déng B 10ha. Khi thu hoach, nang suét trén cdnh déng B cao
hon trén cdnh déng A 1a 5 ta trén lha. Trén cdnh déng A thu duoc 150 tén,
trén cdnh déng B thu duoc 110 tdn. Tinh nang suat lda trén lha & méi
cénh dong.

Trong cudc dua xe dap vong quanh bd hd, & vdong dua thi nhat anh Long vé

dich trugc anh Phuong —2% phit. G vong thit hai van t6c ciia anh Long giam

di 40m/phit. nhung véan t6c cta anh Phuong lai tang 40m/phit. Vi thé hét
vong dua thit hai, hai anh vé dich cing moét lic. Tinh van t6c ca méi anh &
vong dua thu nhat, biét ring do dai quang dudng quanh B H6 1a 2km.

BAI TAP TU KIEM TRA

Giai cdc phuong trinh

[ o {J;+J§=3

xt+vt=97" x+5+y+3=5

Xy +yvz=-9

yz+zx=-~4 ; 82.\/2x2+3x+5+\/2x2——3x+5=3x
ZX +Xv=-]




PAP SO - HUONG DAN - LOI GIAI

1. a) HD. Nhan phuong trinh thit hai v6i -2 r6i cong vao phuong trinh thif nhat.
9 20] N

17717

b) HD. Cong v€ véi v€ ctia hai phuong trinh.

DS :(3:2),3;10).

DS (1; 1)[

11 2 11

C)DS:(Z;—3),(—2;3)[ ] [ ; — ]

Ji5 J15) U V5 IS
d) HD. Nhan phuong trinh thit hai véi 2 rdi cong vao phuong trinh thif nhat ;
sauw d6 dung phuong phdp thé. '
bS:@4;-1),4; ).
Cé.
HD. Nhan hai vé€ cta phuong trinh thit nhat véi 2 réi cong vao phuong trinh
thit hai.
PSS :(-1:1.

5. DS:(-1:1), [6;-5].

2
6. DS: (=5:2),(2;=5),(=3;5),(5;-3).
7. HD.Patu=x>+y,v=x+y.

PS:(-1:2),2;-1).

8. HD.Pat u=x+ l,v=y+l.
X y

o s

g

10. DS :(-1:~-1),(1;-1), (-1 1.
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11.DS : (3;-5),(=3; 5).

12. DS : (\/%—\/%j[—\/%\/%j

13. HD. Bién phuong trinh thit nhat thanh phuong trinh tich.

DS:{_I—\E;_F\EJ’ (—1+\/§;-1+«/§j’(1_3)’(1_1).

2 2 2 2 272 2%6

14. HD. Bién phuong trinh thi nhat thanh phuong trinh tich : (x + 3y - 3)2x +y - 5)=0.
: 8
DS: O;1). (—5;5].

15.HD. Dat u=x+y,v=x-Y.

~21-4/62 21- 62} (—21+\/5_21+«/63j

8 8 8 8

DS.'(4;—1).(1;—4),(

, 2

16. HD. Pbat u = ,Vv=2X-Yy.

X+y

o @:e.ciop19, BT - i | [ 208 |

17. HD. Dat u=x—1,v=-1—.
y

/ — 5 :
bs : —4;—1—j.(3;—%),(—4+2x/7;5 ;ﬁj ‘(—4—2\/7;54-;\/7}.

2 \
AN

18. DS: (1;1).

19. DS : m # 1. vonghiém ; m=1", hé¢ cé nghiém kép (1 ;0).

20. BS: e m=1,hécé nghiém (-3 ;-4)

11
e m< —, hé vo nghiém ;
12
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11 13
em=—, hé codnghitmkép (-6; ——);
5 P ghié p ( 2)

11 . .
e m> — vam# 1, hé cé hai nghiém :

[1—\/12m—11 _2—m—m\/12m—11]

2(m-1) 2(m—1)

[1+J12m—11 _ 2—m+m\/12m—llj

2m-1) 2(m-1)

21. HD. L4y phuong trinh thi hai trir di phuong trinh thir nhét ta duoc phuong
trinh tich : (x+y)(x -y + m) =0.

PS:em < -7 hoac m > I, hé¢ c6 hai nghiém :

(3—&_—%«@}
o :

2

&~

3-413 -3-413}
5T J
e m=-7.hé c6 nghiem kép (4;-3);

e —~7<m< 1, hé c6 hai nghiém :

(3(1~m)—x/—3m2 _18m+21  3(1+m)—y—3m? ~18m+21
6 ’ 6

L

.
L)

‘ 31 -m)+y=3m2 —18m+21 3+ m)+—3m? —18m+ 2]
6 ’ 6

e m=1.hécénghiémkép (0; 1).

., v=2y—y.

22. HD. PDat u = ,
2x+y

25 . .
PS:em> T hé v6 nghiém,

. . [29 11
., hé c6 mot nghiém | —; —— | ;
40 20
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25 '
em< e hé c6 hai nghiém :

((1+m)(5—\/25—4m) . (1—-m)(5—x/25—4m)J

8m 4m

8m 4m

((1+m)(5+\/25—4m) _ (1—m)(5+x/25-—4m)J

23.DS5: e m<—6 hoic m> 2, hé c6 4 nghiém :

m-2-vm? +4m—-12 m——2+\/m2+4m—12]

(0;0), (m+2 ; m+2), [ ;

2 2
|m-2+Vm’+4m-12 m-2- m2+4m——12].

L 2 ’ 2 ’

- em =-6, hé c6 hai nghiém : (0;0), (-4;-4);
e m = 2, hé ¢é hai nghiém (0; 0), (4 ; 4); =
® -6 <m< 2, h¢ c6 hai nghiém : (0; 0), (m + 2 ; m + 2).
24.DS: e m =0, hé ¢é hai nghiem : (1; 1), (<1;-1);
¢ 0 # m< 1, hé v6 nghiém ; )

e m > 1, hé c6 hai nghiém :

[m_2—m)(_m._2—mj
V2m=-2"vV2m-2)" V2m-2" \2m-2)

25.PS:m2 —E.
92

26. DS : Hé ¢6 nghiém véi moi gia tri cua m.
27.HD.Dat u=x(x+1),v=y(y+ 1).

PS: ——32 <m<16.
16

28.HD.Nhantha'yx2+x—m=(x2+y—m)+(x—y).Dodécéthédat u=x2+y—m,
v = x — y. Hé phuong trinh da cho tuong duong véi hai hé _
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30.
31.

33.

34.

35.

y=x-3 y=x-2
5 va R .
X +x-5-m=0 X" +x-5-m=0

DS : Khong c6 gid tri nao clia m.

. HD. Vi hé phuong trinh d6i xtng loai I nén néu (o ; B) 1a nghiém duy nhat thi

C2ma-20*=-2 | 3

a=p va 5 .Tudésuvra m=0,m= —.
200° —a=m 2

Kiém tra lai c4c gi4 tri ndy cha m ta thdy chi c6 m = 0 thod man yéu cdu cla
bai toan.
bS:m=0.
bS:m<0.
Trd loi : Khong cé gid tri nao clia m.

1

PDS:m= ——.
10

a) PS - (1;1); b) HD. Viét phuong trinh thit nhat dudi dang
2(x—y)2—3(x—y)+ 1=0.Tinhx —y.

: ;”1—\/5_—1—\/5) (1+\/§_—1+\/§J |

DS .
o2 2 2 2
3-4201 -5-+201) (3++201 -5++/201
16 16 16 T 16
PS:m=1.

HD. Véi mbi gia tri m # 0, hé déu c6 nghiém (-1— ; 1 . Vi thé muén cho
2m 2m

) x+y-m=0. .
hé c6 nghiém duy nhat thi hé § s phai v6 nghiém hoac cé
X°—y =1-2my -
nghiém trén. Nhung tir hé nay suy ra phuong trinh Ox = m? - 1. T dé suy.ra
hé nav phai vé nghiém.
Vaym# *1.-
PS.:m=0, m==*l.
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36.D5:(1;1). ‘ _
37. HD. Viét phuong trinh thit hai duéi dang : (x3+ y3)(x4 + y4) - x3y4 - x4y3 =x*+ y4.
PS:0;1), (1;0).

38. HD. Datu= =+ ta sé tinh dugc u.

y X
o 5 1445 1-45) (1=45 1+45
DS :(V2:2), (-2 «/5),[\/5 P J(ﬁ P )

'_ (—1+«/§,—1—-~/§] [—1—«/5_—1+\/§]
30 3 L B3 )

39. HD. Viét hé duéi dang
x-Dy-Dx-1+y-1)=6
{(x ~D?+(y-1)*=5
réidat u=x—-1,v=y-1.
bS:(3;2),(2;3).
40. HD. Hé phuong trinh tuong duong vdi hat hé :

X = 2 pxy+y2-1=0
M { Y waan {X RARS .
X+y=m X+y=m

b

m m) ‘
Hé (I):ludén ¢é nghiém (—— ; ?) Do dé muén cho hé di cho cé nghiém duy

nhdt thi hé (II) phai vo nghiém hoac chi c6 mot nghiém (% ; %)

(y? =x)+(1-x)=-4

41. HD. Heé phuong trinh c6 thé viét thanh ,
(y"=-x)A-x)=m
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6.

Pat u=y“-x, v=1-x,tacéhé .
uv =m

x=3-+v4-m .
va
y? =1-2v4-m
a Xx=3++4/4-m
y? =1+2V/4-m

Khi m = 4 hé c6 hai nghiém (3 ;—1), (3; 1).
Khi m < 4, hé (II) c6 hai nghiérﬁ phén biét. Mudn cho hé di cho c6 ding ba

Khi m <4 tir hé nay suy ra (I) {

nghiém thi h¢ (I) chi c6 mét nghiém. Do d6.y =0. Suy ram = % .

1
Ngugc lai, khi m =75 hé da cho c6 ding ba nghiém : (%;Oj, (Z;—— 2),

) '2

2

DS :m= —12
4

42. HD. Cong hai phuong trinh, v€ v6i vé€ duoc :

{x2+y2—x-—y=m+1 {(xz—x)+(y2—y)=m+1
hay

x4+y4—-2x3—2y3+x2+y2 =m? +1 : (x* -x)? +(y2 -y)? =m?+1

Heé nay tuong duong véi hai hé :

x2-x=m x?-x=1
M va (II) " )
yi-y=1 | y'—y=m

DS:me (-—% ; l) U (1 ; + ). Hé khong thé c6 6 nghiém.
43. DS : (2;2).
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44.DS : (0 4).

45.05:2:3) 6+\/206;1+3x/206 .
17 17
46. DS : (2 ; 3), (-13 : -1).
5°°5
47. HD. He phuong trinh twong duong véi hai h¢ phuong trinh :
y=2x~-4 y=2x-4
(D43x%2-12x+16-m=0 (I)<x*-12x+16-m=0.
x20 ‘ x<0

Nhan thdy s6 nghiém cia hai hé nay chi phu thuéc vao s6 nghiém ciia phuong
trinh bac hai trong hé. ’

He da cho c¢6 ding hai nghiém diing hai nghiém chi c6 thé x4y ra trong céc
truong hop sau :

AL}

(I) c6 hai nghiém thoa man diéu kién x >0, (II) v6 nghiém ;

(IT) ¢6 hai nghiém thoa man diéu kién x <0, (I) vo nghiém ;

(I) c6 nghiém kép thod mén diéu kién x 20, (II) c6 nghiém kép thod mén diéu
~ kién x<0.

(I) c6 moét nghiém, (II) c6 mét nghiém.

e Khi (I) c6 hai nghiém thoa min diéu kién x 20 thi 4 <m <16 va (II) vo

nghiém (vi phuong trinh x2=12x + 16 —m = 0 c6 hai nghiém khéng am).

Vay céc gid tri cha m sao cho 4 < m < 16 tho man yéu cdu cia bai todn.

o Khi m < 4 thi (I) v6 nghiém hoac c6 nghiém kép, con (II) vé nghiém. He c6

nhiéu nhat mot nghiém. Céc gid tri m < 4 khong thod man yéu cdu cla

bai todn.

e Khi m > 16 thi 16 — m < 0, hai phuong trinh 3%~ 12x+ 16 ~m =0 va

x> - 12x +16 — m = 0 déu c6 hai nghiém trdi ddu. VAy cdc gia tri m > 16 thoa

man yéu cau cla bai todn.

DS:m>4.
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48. DS : e m =0, hé ¢6 mét nghiém : (0;0);
e m < 0, hé c6 mét nghiém (r_;_ ; %) ;

e m > 0, hé c6 mét nghiém : (——‘;‘- . -%).

49.DS:(1;4),(4; 1.
19 4

50.DS:(8;2), | —;——|.
JERES

51.DS:a) (4;4); b) 2;2).
52.D8:(1;2),(-3;6).
53. DS : (25; 16).

54.HD.Dat u=vVx+1, v=,y+1,tacéhé:

{u+v=3 {u+v=3
hay )

uv(u+v)=m 3uv=m

"Hé phuong trinh da cho c6 nghiém khi hé (*) ¢é nghiém (u ; v) thod min diéu
kién u, v khéng am.
27
PS:0<m<g —.
, ' 4
55. HD. Néu (a ; B) 1a mot nghiém cuia hé thi (—a ; —B) ciing 1a nghiém. Vi thé
muon cho hé ¢ nghiém duy nhat thi a = -a, B =~ ; do d6 nghi¢m duy nhat
phaila (0;0). Tt désuyra m=4.

Nguoc lai, khi m =4, hé da cho trd thanh :

x|+l +1=1 |
ly]+w/2‘x]2 +9=3
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Hé nay tuong duong véi hé

x* -2[x|-y* =0
x? +2[x|+6y|=0
Tir phuong trinh thit hai cla hé cu6i cliing suy ra (0; 0) 1a nghiém duy nhat.

56. HD.Dat u= yvV48+x, v=+v49-x ,tac6 hé:
u-v=1 -
ut +v*=97

. u-v=1 0 u-v=1

ay 7 ay .
lu=v)? +2uv]? —2u%v? =97 [1+2uv]? —2u?v? =97

DS : x=33.

57. HD.Dat u = \/3x2+x+6 , V= \/3x2+x—1.

bS: x =1,xy=-2.
7
58. DS :x,=-1, x2=—5—.

59. HD.Pat t= +/x + 7,1 >0, ta cé hé phuong trinh :

X2 +t=17
tz——x=7'.

DS:xl=1—f9_,x2=2.
1-+/21 ~1+417

60. DS . xl =

,X2=

2

61. HD. Bién déi hé phuong trinh thanh :
x+D)(y+DH=4
(y+1)(z+1)=10.
(z+D(x+1)=6

Nhan vé véi v€ ctia ba phuong trinh.
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62.

63.

5 H

s (2\/5—5.2\/1_5—3;5_1} |

HD. Phan tich V€ tréi cla méi phuong trinh thanh tich, réi 4p dung phuong

phép giai bai 61.
DS : [Z;l;—s-}, [—Z;—l;—é}- :
6 6 6 6)

HD. Giit nguyén phuong trinh ddu, 14y phwong trinh thif nhét lan lugt trir
phuong trinh thi hai va thit ba, v& véi vé&, dugc hai phuong trinh tich.

PS:(1;1;1),(-2;-2;-2).

64. HD. Cong V€ véi vé ciia ba phuong trinh ta dugc 2(xy + yz + 2X) = X2+ y2 +72+9.

Mat khdc, tir phuong trinh thit nhat suy ra : 2(xy+yz+zx) = 2x% + 2yz + 4.
Do dé:
x? - y2+ 2yz — 2=5 hay (x + y — z)(x — y + z) = 5. Tuong tu, 4p dung nhing
diéu vira lam déi véi phuong trinh thit hai va thit ba ta c6 hé :
(x+y-z)(z+x-y)=5
(z+x-y)y+x-2z)=1.
(y+z-x)(x+y-2)=3

DS : (\}%J;—S\/%} (_\;10_5;—\/?—5;_\/1115_)

65. HD. Hé c6 cédc nghiém (0;0; 0).

Néu y = 0 thi tir phuong trinh thif hai suy ra x =0 hodc z=0. Néu z =0 thi
tir phuong trinh thd nhat suy ra x = 0 hoac x = 1. Ngugc lai, 16 rang (1 ; 0;0)
12 mot nghiém. Néu x = 0 =y thi tir phuong trinh thit ba suy ra z = 0 hoac
z =3 ; nguoc lai, (0 ; 0 5 3) 1a mot nghiém . Tuong ty, hé c6 nghiém ©0;2;0).
Vé6i lap luan trén néu con cdc nghiém khac thi chiing phai c6 dang (o ; B ; 7)
véi a, B, y khidc 0. Vi vay c6 thé chia phuong trinh thit nhét 1an luot cho
phuong trinh thit hai va thi ba, vé v4i vé, dugc hé : | |
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(x+y)x+z)=x
@D <xy+2yz-zx=0
-xy+3yz+2zx =0

Tir hai phuong trinh cu6i cia hé nay suy ra :

Syz+zx =0
xy+7yz=0"
Vi zvaykhicOnéntalaisuyra:
__X
Y 5
o
z=——
: 7

Heé (I) tuong duong véi hé :

-

x+y)E+2z)=x
lyo-x
5
X
Z=——
7
5
Giai hé nay ta dugc nghiém : 2;—-—7—-;—— .
24" 24" 24

3575

DS :(05030),(1:0:0),(0;2;0),(05053), | 2-——5—=|.

) ) ) (24 24 24)

66. HD. Giit nguyén phuong trinh ddu, 18y phuong trinh dau trir 1an luot phuong
trinh thit hai va thit ba, vé€ vdi v€, ta dugc mot hé cé hai phuong trinh tich.

1 1 1
PS:(1:;0:;0),0;1;0),0;0;1),¢-1;-1:-1),|=;—;=|
( )., ( ), (050 1), )[2 5 2]

67. HD. Nhan thdy hé c6 cdc nghiém : (0;0;2), (0;y;0),(x;0;0),véix,y, 2
tuy y. Cdc nghiém con lai néu cé thi phai cé dang (o, B, ¥), véi o, B, ¥ déu
khic 0. Do d6 hé di cho cé thé déi thanh :
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x%y? +2%x% = %xy’z ‘

<yzzz + xzy2 = %xyz.

%% + y222 = %xyz

Cong v€ véi vé ba phuong trinh cuia hé nay va tiép tuc tinh todn ta s€ di t6i h¢ :

xy=-3—z
2

<yz=-1—x.
6

zx=—2—y
3

DS:[I;l;l].[—l;—-l;l],[1;—1;—-1-],[—1;—1-;—1]-
23 2’3 27 3 27 3

DS (115 1.

. HD. Binh phuong hai v€ clia phuong trinh thi nhat va d€ y dén phuong trinh
th hai, ta sé tinh duoc xy + yz + zx. Nhan phuong trinh thit nhat véi phuong
trinh thir hai vé& véi vé va dé ¥ dén phuong trinh thit ba ta sé tinh dugc xyz.

DS:(1:;-2:2).(152;-2),(-25152),(2;15-2),(2;-2:1),(=2;2; 1),

. HD. Binh phuong hai v& clia phuong trinh thi nhét va d€ § dén phuong trinh
thi hai, ta sé tinh dugc Xy + yz + zx. Binh phuong hai v€ clia phuong trinh thi
hai va dé y dén phuong trinh thit ba, ta s€ tinh dugc x2y2 + y212 + 257 Tiép
tuc tinh (xy + yz + zx)2 ta s€ tim dugc xyz. |
DS:(051;2),(0;251),(15052),(152;0),(2;0:1),25150).

HD. Sosanh vx va \[y +1 vé6i0va L.

bS :(0;0).

. HD. So sanh x°, y2 véi 1 va so sanh x° véi X7, y9 véi yz.

. HD. Nhan thdy (0 ; 0) 12 mot nghiém. Néu x # 0 thiy cling khic 0 va x # ty.
Chia phuong trinh thit nhat cho phuong trinh thit hai, v€ véi v€ ta dugc hé ;.
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b1

74.

~1
n

76.

77.

x(x2 + y%) = 10y
X x* +y’ _10x-
2y.x2 -y 3x

Chia tir v mau & vé tréi clia phuong trinh thit hai cho y? réi dat t = = dé giai

@ |

phuong trinh thit hai.

JsJ15 315 ] [_\/5\/1? RN
2 ’ 2 2 )

DS :(0:0),(2:D. (=2 —1),{ 5

HD. H¢ phuong trinh tvong duong véi hai hé :

o 2 2
XN=Y =3

I : wap {5 TRFY =S
(‘ l

N -yl = x® +y0 =1

Nhan thay Ix! < I, VM < 1 va (1 ;0), (0 ; 1) khong phai 1a nghiém cia hé nén

néu (c : f)la nghiém thi lal < 1, IBl < 1. Do d6 hé (II) vo nghiém.

TR /T i . 6 . :
T i; —6/— —«?/E (s6 o ma ¢~ = adugc goi la mot can bac 6

6,
25 \2
cuaa:néu o 20 thitakihiéua= Q/a_.).
N . oy 2 . —2X
. HD. Tir phuong trinh thit nhat suyra: y = — <l
x~ +1

Tu phuong ‘trinh thit hai suvra:y -1 = (X + 1)2 2 0. Vay y = 1. Nhu vay,
x = —1. Cin kiém tra xem (=1 : 1) c6 phai 12 nghiém ctia hé hay khong.
DS (=1:1)

HD. Cé thé viét phuong trinh thit hai duéi dang (y — z + 3)2 =75 -2z Suy ra

z< 0 hoac z = 2. Tu phuong trinh thir ba suy ra 2’ = 4x - x*. Ham s6

f(x) = 4x — X~ c6 gid tri 16n nhat bing 4 nén z° <4. Viz20nén 0 <z < 2.

S 0:-3:0),2:2:-1)

DS -5 tan/ha va 5.5 tin/ha.
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78. DS : O vong tht nhat van t6c clia anh Long 12-640m/ph, chia anh Phuong 12
600m/ph.

79. HD. Thay phuong trinh th hai béi [(x + y)* — 2xy]* - 2x%y* = 97.
DS:(2:;3),@3;2).

80.D5:(4;1), (1—2—1 ; Eg)
64 - 64

81. HD : Cong ba phuong trinh v€& v6i V€.
bS:(-1;3;-2),(1;-3;2).

82. HD. Patu= y2x> + 3x + 5, v = y/2x* — 3x + 5, ta ¢6 he phuong trinh :
w=12x2 +3x +5

u+4+v=3x
u? — v2 =6x

DS :x=4.
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