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L&i néi dau

Li thuyét dd thi, "t6 po cda cdc doan thang roi rac”

(Konig), 1 mot linh vie hay con twong déi tré cda todn hoc

du nhirmg van dé qigdishpyétadd thi da cé tir vai trdm nam
trude day (nam 1736 val n ay cau ¢ thanh phd

Ko6nigsberg) gan lién véi nhitng tén tudi cic nha toan hoc lén
nhu Euler, Gaufl, Hamilton... Cudn sach gido khoa dau tién
vé li thuyét do thi duvge Konig viét va xuat ban tai Leipzig
(nay thuéc CHLB Ditc) nam 1936. Mai 22 nam sau cudn sach
gido khoa thit hai méi duge Berge viét va in tai Paris. Nhung
trong khodng vai chuc nam gan day li thuyét do6 thi duoe phat
tri€n manh mé khong ngirng ca vé chigu sau ciing nhu chiéu
rong clia né. Mot trong nhirng If do khién I thuyét do thi
phat tri€n manh mé nhir vay trude hét 1a do nhitng ¢ng dung
sau réng cia né trong nhieu nganh khoa hoc khac nhau. Ngay
nay, I thuyét d6 thi di tré thanh mét cong cu khong thé thi€u
dwoe khi phai gidl quyét nhirng van dé c6 tinh chat phai xem
xét ¢ tdng thé. Ding trude tinh hinh phat trién nhwr va bao
cia I{ thuyét do thi, ciing nhr ditng truée khéi lwgng khéng

16 cac tai liéu va cac cong trinh nghién ciru vé H thuyét do thi,
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Loi not dau

téc gid chi ¢6 thé chon lira ra nhirng vin dé chd chét nhit va
co ban nhit dé dwa vio sach, van c¢dn nhirng van dé li thd
khic danh phdi bé qua khéng nhiac dén trong cudn sach nay.
Nhirng vdn dé dwoc dé cap trong cudn sich nay truée hét la
nhitng van dé cia d6 thi hitu han gom cé cdc bai todn ndi
tiéng cla Euler va Hamilton... cling véi nhitng vdn dé phan
tich cdc d thi thanh cée db thi thanh phin.

Trong cudn séch ¢ nhidu bai tap hdp dan minh hoa vé
dep cia li thuyéet do thi. T dau cudn sdch, ¢6 mot chuwong
vé 1i thuyét tap hop, mét co s& todn khong thé thi€u dugce
cvia 1i thuyét do thi. Céc ban doc la hoc sinh nhirng ndm cudi
cia phd théng, cic thay ¢ gido lép chuyén toan ciing ¢6 thé
theo doi durge cde van deé trinh bay trong sdch. Cudi sach la
mét danh muc sach tham khdo giip ban doc ¢é thé tim dwge
tai liéu chuyén nganh v mot bang phién am tén riéng nude
ngoai. Téc gid hy vong rang cudn sach nay sé tro thanh mot
tai liéu chuyén moén can thiét cho mot 1&p rong rai cac ban

doec.

Téc gid xin chan thanh cdm on gido su Poan Quynh (Dai
hoe sir pham Ha Noi) da doc ban théo va cho nhirng y kién
bé ich, v cling mong méi duoc céc ban doc gan xa gép ¥ kién
phé binh dé cudn sach dwoe hoan chinh hon nita.

Téc gid
TSKH. Vii Dinh Hoa
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Chuo‘ng 1
Tap hop va anh xa

§ 1.1. Khai niém vé tap hop

Li thuyét tdp hop do Cantor {1845-1918) x3y dung céch
day gan 100 n3m, nghién ctu nhiing tinh chat chung cua cic
tip hop ma khdng phu thudc vao ban chat cla nhitng d8i tuong

|3p nén cac tap hop do.

Theo Cantor, tip hop M duoc
hiéu 13 mdt tdng thé chung cic thanh
phin = (duoc goi la phan ti cha M
va viét & € M) cung chung mdt tinh
chit d3c trung (quy t3c nhan biét)
de Iap nén M (H. 1).

Hinh 1

Trong doi sdng ching ta ¢é rat nhieu vi du v& tap hop:
Tap hop tat ca dan cu mdt thanh phd nao d6; tap hop cic chir
cai cta bang chir cii ti€ng Viét; tdp hop tit ca cac digm trén
m3t phing; tip hop tit ca s8 nguyén t8; tip hop tit ca cic déi

tuong c6 cung mdt tinh chat nao dé...
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§ 1.1. Khdi niém vé tdp hop

D tién sir dung ngudi ta bigu dién tip hop bing cic hinh
gi&i han boi nhitng dudng cong khép kin khdng tu c3t trén mit
phing.

Cé mét s8 cich dugc quy uéc dé bigu dién tip hop nhur

sau:

1) Phuong phap liét ké: Ta cé thé liét k& toan bd cic phin
tir cla tap hop, néu cé thé. Ching han, ngudi ta vAn biéu dién
tap hop M gBm ba s8 tu nhién d3u tién nhu sau:

M ={1;2;3}.

2) Théng qua quy tic don gian: Ngudi ta ligt ké mdt s8 phan
tir d3u tién (kém theo diu "..." d& bi€u thi con cé cic phan tur
ti€p theo) néu thdng qua cdc phan tir niy cé thé thiy ngay quy
ludt x3c dinh cic phin tir ti€p theo nd. Vi du dé biéu dién tip
s6 tu nhién N:

N=1{0;1;2;..}.
3) Xéc &inh bang cdng thirc hodc quy ludt (cho dit khdng biét
rd viéc xdc dinh cic phin tir theo quy ludt ndy cé dé dang hay
khong).

Ching han d& bigu di&n t3p cic s& nguyén t& P, ta cb thé
vidt:
P = {p| p nguyén 8. }.
T3p hop K cic diém trén dudng tron don w cé tim tai gdc toa
do: |
K= {(z;y)] 2* +4* =1}.
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Chuong 1. Tdp hop va dnh zo

BAI TAP

b 1.1.1. Hay bic'u thi tdp hop M cdc s6 nguyén duong chin.

e 1.1.2. Hay biéw thi tdap hop cde diém trén mot duong thang

song song voi truc tung trong mdt hé toa d¢ Décac.

§ 1.2. Tap hop hitu han va tép hop vé han
Trong trurdng hop ta cé the ligt k& hét t3t ca cic phan tir
cua mdt tip hop M thi M 13 tip hop hitu han va lyc luong

ctia M chinh 13 s8 lugng cdc phan tir cua M.

Tap hop khoéng cé phin tir nao duoc goi 13 tap rdng va
duoc ki higu ta §.

Trong trudng hop khdng thé [i8t ké t3t ca cac phan tir cla
tip hop M thi M |3 t3p hgp v6 han. Tap hop N cic s6 tu
nhién 13 m&t t3p hgp v han. Tap hop R cdc s8 thuc ciing 13
tap hop vb han.

Hai tap hop A va B duoc goi 13 bdng nhau (viet A = B)
néu mdi phin tir cia A4 |A mdt phan tir cua B va nguoc lai.
Chang han t3p hop cdc s8 tur nhién {cé tinh ca s3 0) va tap hop

céc sB nguyén khdng 4m 13 bing nhau.

Tap hop A duoc goi 13 tdp hop con cla tap hop B (viét
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§ 1.3. Cdc phép todn véi tdp hop

A C B) néu mbi phin tir cla tap hop A 13 mdt phan tir cla tap
hop B. Tap hop N cdc sb tu nhién 13 tip con cba tip hap R
cac s8 thuc va hién nhién 13 N # R. R6 rang 13 néu A C B v
BcAthi A=B.

BAI TAP

> 1.2.1. Trong mot ki thi hoc sinh gidi mét em cd thé tham
gia thi nhiéu mdn. Biét rang cd 20 em thi todn, 14 em thi
van, 10 em thi ngoai ngi, 6 em vea thi todn vita thi ngoai
ngtt, & emn vira thi vin vita thi ngoai ngit, 2 em viza thi van
vita thi todn va chi c6 mét em thi cd ba mon ndi trén. Hdi

rdng cé bao nhiéu em tham gia ki thi hoc sinh gidi?

> 1.2.2. Cho tdp hop X = {3;-5;+/2}. Nhiing tdp hop con
cia tip hop X ld nhing tdp hop ndo?

> 1.2.3. Hdy tinh sé tdp con hai phin @t cda tdp hop X cd

n > 2 phdn tu cho trudec.

§ 1.3. Cac phép toan vai tap hop
1) Giao cua hai tip hop A va B cho trudc 1a tdp hop chia tat

ca nhirng phan tir vira thudc A vira thudc B.
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Chuong 1. Tdp hop vd dnh za

Giao cia A va B duoc ki hidu 3
ANB (phin gach chéo trong hinh 2).
Trong trudng hap AN B = § thi ta
néi rang A va B |a hai tdp hop roi

nhat.

Hinh 2

> Vi du 1: K7 hidu A 14 tdp hop tdt cd cde 56 chin vd B ld
tdp hop tat cd cde s6 ld boi cia 3. Khi d6 ANB la tdt cd cdc
56 la boi cua 6. '

Phép giao cic tap hop dugc m& réng cho mot ho Z tuy y

cdc tip hop. Giao cia cdc tip hop A; v6i 1 € I duoc ki hiéu la

N{A;li € T} hodc ﬂAi.

2) Hop cua hai tip hop A va B, dugc ki higu la AU B, 1a tap
hop chira tat ca nhitng phin t&r cua A va tit ca nhilng phan tir

ctia B {phan gach chéo trong hinh 3).

> Vidu 2: K7 hiéu A lé tdp hop tat
cd cdc 6t nhién chdn va B la tdp
hop tat cd cdc sé tu nhién ié. Khi
dé AUB la tdp hop tat cd cdc sé

tu nhién.
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§ 1.3. C'dc phép todn véi tdp hop

Phép hop cic tip hgp dugc ma rdng cho mdt ho T tuy y
cdc tip hop. Hop cua cic tip hop A; véii € T duoc ki higu 13

U{Asli € T} hodc [ ] As.
I
3) Tich Décac cia hai tip hop A va B Ia t3p hop
AxB={{(a,b)la € A,be B}

Vi du nhu mit phing toa d6 Décac |3 tich Décac cia cic tap
hop A=B=R. ' o

y Khi A = B, thay vi viét
@b A x B, ta cé the viét A2, ching

han ta v3n néi cd mit phing I3
khéng gian R? (H. 4).

Hinh 4

Ciing nhu d8i véi hop v3 giao cic t3p hop. Khai niém tich

Décac duge mé rdng cho trudmg hop nhiu tip hop.

BAI TAP

‘> 1.3.1. Chibng minh cdc ddng thitc:
1) ANB=BnA
2) AUB=BUA.
3) (ANB)UC=(AUC)N(BUC).

10

VnMath.Com



Chuong 1. Tdp hop vd dnh za

4} (AuB)NC=(ANC)U(BNC).
> 1.3.2. Tinh 36 phin ti cia A X B néu A cé n vad B cdm
phdn tu.
> 1.3.8. Mdi diém trén mdt phdng dugc t6 bdi mét trong hai
mau zanh hodc dé. Ching minh rdng ton tai mét hinh chi
nhdt €6 bon dinh dugc t6 bdi mdt mdu.
> 1.3.4. Trén mdt phdng toa dé Idy ndm di€m cd cd hai toa
46 ld cdc 56 nguyén. Chitng minh rdng ton tei hai di€m trong
ching sao cho trung diém cia doan thdng ndi ching cd cd hai

toa d6 la s0 nguyén.

§ 1.4. Quan hé

Mét quan hé Q giita A v3 B 13 mdt tp con Q cia A X B.
Véi (a:b) € Q ta vAn vidt aQb. Vi du cho A= B [a tip hop
nhifng ngudi hoc sinh trong mét 1&p. Xét Q1 fa m&i quan hé
ho hang v Qj 13 m&i quan hé quen biét gilra A va B thi ta c6

Q1 C Qo

Mét quan hé Q trong tap A cho truéc dugc goi 1a quan hé

tuong diwong ndu nhu né thoa min nhiing diéu kién sau:
1) aQa v&i moi a € A,

2) Néu a Qb thi Qa, va

11
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§ 1.5. Anh za

3) Néu a Qb va bQc thi aQc.

> Vi du 3: Quan hé bing nhau trong tdp s6 thuc ld quan hé

tuong duong.

Trai lai, quan h& quen biét trong tip hop con ngudi trén

tréi dat 6 hai tinh chat 1) va 2) nhung khdng 6 tinh chat bic

cau (tinh chit 3) cho nén khéng phai 13 quan hé tuong duong,

D€ th3y rdng quan hé sau trong tap sO ty nhién (3 quan hé
turong duong.

> Vi du 4: Quan hé "aQb néu tich ab la 36 chinh phuong
(binh phuong ding cida mét s6 ty nhién)” la quan hé tuong
dvong trong tdp s6 tu nhién,

Ro rang m6t quan hé tuong duong @ chia tip A cho truéc
thanh cdc tip, gdm cic phin tir tuong duong véi nhau theo
quan hé Q, duoc goi la phdn hoach cia A theo quan hé Q.

§ 1.5. Anh xa

Mbt quan hé [ C A x B duoc goi 1a mdt dnh za f tor A
vao B (viét 1d f: A — B) néu f cd tinh chat:

1) Va € A,3b € B|(a,b) € f, va
2) (a,lzl), (a,b2) € f = b1 = ba.

12
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Chuong 1. Tdp hop va dnh za

Thay vi viét (a,b) € f ta vAn viét b= f(a) va goi b 1a dnh

cua ¢ va ¢ 13 tao dnh cla b trong dnh xa f: A — B.

Anh xa thudng duoc sir dung thudng xuyén trong cudc song
hon |2 ta tudng. Vi du khi @énh s8 nha la ta thyc higén mdt dnh
xa tir tap hop cic ngdi nha can dénh s8 vao tap hop céc chi s&

nha.

Anhxa f: A — B duoc goi 3 don dnh néu ngodi tinh cht
1) va 2) f thda man thém tinh chat:

3) fla1) = flaz) = a1 = a2.

R& rang trong vi du danh s8 nha néi trén, yéu ciu cudc séng
doi héi viéc d4nh s8 nha phai [a mot don dnh (d€ khdi xdy ra
nham |3n khi giri thu chidng han), diéu ma nhiéu khi khdng duoc
thoa man trong thuc té.

Toan dnh 13 mdt dnh xa f: A — B thoa m3n 1) va 2) va:

)VbeB,daec A: b= f(a)

M5t su phan phat hét keo trong tdi cho cic em bé sao cho
em bé nao ciing c¢6 phin 13 mdt vi du vé toan anh (tir tap hop
nhitng céi keo trong tii vao tip hop cic em bé cé mit).

M5t dnh xa vira 1a don anh lai vira 13 toan dnh duoc goi
la mdt song dnh. M6t song snh f: A — B s& thoa man tit
ci b8n didu kién 1) - 4) k& trén. Trong vi du v@ ph3n phit
keo k& trén, todn 4nh s& tro thanh song dnh n€u mGi em bé

duoc phat ddng mét cii keo. Khi f: A — B la song dnh, thi
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- § 1.6. Dém dugc vd khong dém duoc

ta cé thé thiét I3p 4nh xa nguoc f~! : B = A theo quan hé: -

b)) =a e fla)=b

Anhxa f: A — B duoc goi I mét ham s&'khi B 13 mdt tap
5 trén khoang (—1,1).

hop s6. M6t vi du 13 ham s8 y = ;

Cho truécdnhxa f: A5 Bvag: B - C. Tichcha f va

g duoc ki hiéu 13
g.f: A->C,

voi g. f(a) = g{f(e)) cho moi a € A.

BAI TAP

> 1.5.1. Co bao nhiéu dnh za khdc nhau tir mot tap A cédn

phan td vao tdp hop B cd 2 phin it ?

§ 1.6. Dém dugc va khéng dém duoc

D& thiy ring hai tip hop hiru han ¢6 cling mét s8 Ilurong
phan tir khi va chi khi tn tai mdt song dnh tir tip hop nay vao
t3p hop kia. Nhung khéng phai lic nao ciing ton tai song dnh
gira hai tdp hop vd han.

& Vi du 5: Ta chitng minh rdng khéng ton tai mét song dnh

gitta tdp si tw nhién N va ldp 86 thie trong khodng (0,1).

14
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Chuong 1. Tap hop va dnh za

That vay gid sir ton tai song anh f: N — (0,1). Ta ki hiéu
f(i) = 0, a;,aiy--.ai,.... Taxdy dung a =0,a,03...0n... 530 cho

n & {an,;0;9}. Réranga € (0,1)vaVie N:a#a;, v Il.{

Nhu vay t3p v han ciing khéng phat lic nao cling "nhicw”
nhu nhau. Vi tip s8 tuy nhiégn N duoc sinh ra trong qué trinh
d&m cho nén moi tip trong Gng véi né qua mdt song anh dugc
goi |a tap dém duqc. Con nhirng tap vd han khdng tuong ng
dugc véi tip s8 tu nhién qua mdt song dnh ducoc goi la tdp
khéng dém dugc. Tap diém trong khoang (0, 1) va tat nhién la
tip 5 thuc R la nhitng tip hap khéng dém duoc.

BAI TAP

> 1.6.1. Hay =iy dung mot song dnh f: (0,1) — R.

> 1.6.2. Cho trudc M la mét tdp hgp gom m phdn k. Hay
tinh 6 cde phin tid cila P(M), vdi P(M) ld tdp heop cde tdp
con cua M.

> 1.6.3. Cho trudc M la mét tép hop tiy §. Hay ching minh
réng khéng ton tai song dnh tit M vao P(M) - ¢ ddy P(M)

la tdp hop cdc tdp con cia M.

15
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§ 1.7. Quy nap todn hoc

§ 1.7. Quy nap todn hoc
Tap hop cdc s8 tu nhign N tuy 14 mat tip v6 han, nhung
n€u ta bit ddu qué trinh d8m bit d3u tir s8 0 thi s8 tu nhién

bat ki nio ciing cé lic duoc dém téi.

Digu dé c6 nghia néu ki€m tra xem céc s6 clia tap s8 tu
nhién cé phai ludn ¢ mét tinh chit A cho trudc thi ta cé thé
ti€n hanh mét qud trinh ki€m tra "doc theo” thit tu s3p x€p tu
nhién cua s& tu nhién nhu qué trinh d&m & trén d3 néi.

Tuy nhién vi ngudi ta khong thé tu thuc hién qué trinh kigm
tra nhir v3y cho v8 han buéc, cho nén phai cé mét quy trinh "ty
dong héa" cho qua trinh nay.

Trudc hét ta phai kiém tra xem gid tri d3u tién cla tap hop
N c6 thoa man tinh chdt A hay khéng. Tiép d4 chiing ta gia
dinb rang s8 tu nhién n ndo d6 thoa man tinh chit A va ching
minh dugc ring su cdng nhin ndy cho ta co s& @& ching minh
ring s8 n + 1 ciing ¢ tinh chit A thi "ty d6ng" ménh d8 A
dugc thoa man cho moi s8 tur nhién.

Cdch chitng minh nhu trén duoc goi 3 chitng minh quy nap
toan hoc.

Mot khing dinh T(n) thda mdn:

1) T'(0) ding, va

2) T{n + 1) ding néu nhu T(n) ding,
thi T'(n) ding cho moin € N.
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Chuong 1. Tdp hop va dnh za

D&t khi ta c6 thé tin dung ca nhing gid tri T(n — 1),
T(n —2), ..., T(1) vao vigc ching minh khing dinh T'(n + 1).

Téc 13 ta cé thé ching minh theo mé hinh sau:

Mot khing dink T'(n) thda man:

1) T(0) ding, va

2) T(n + 1) ding néu nhu T(k) ding cho moi k < n,
thi T'(n) ding cho moin € N.

Vi nhigu khi do y&u c3u bai todn chi cin phai ching minh

T(n) cho n > ng nao d6 ma théi.

Mt khing dinh T(n) théa mén:

1) T(ng) ding, va

2) T(n + 1) ding néu nhu T(n) ding véin 2 n,

thi T(n) ding cho moi n € N van 2 ng.

> Vi du 6: Tim ng nhd nhdt sao cho Yn > ng, chit 3¢ tdn
ciing ciha 6 T(n) = 22" & chi s6 6.

Véin =1 thi T'(1) tan cing 13 4. Véi n = 2 thi T(2) tan ciing
13 6. Gia sir riing véi » > 2 ndo d6 thi T'(n) tin cing I3 6. Khi
d6T(n+1) = 22" = 222 = T(n)? tin cling bdi tin cling
coa 62 13 6. Vay T(n) = 2% tn cling boi chir s6 6 cho moi
n > 2. Gid tri cdn tim [a ng = 2. &

17
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§ 1.7. Quy nap todn hoc

Luu ¥ ring nguyén If quy nap ton hoc tuong duong véi
kh3ng dinh sau d3y cho cdc tap con khdng réng clia tap hop cic
s8 tu nhign N.

Moi tdp con khing réng cia tip hop cde sé tu nhién N déu
cd phdin tid nhd nhdt.

BAI TAP

> 1.7.1. Sy, ld 56 cdc mién do n dudng thdng déi mét khong
song song va khong cé ba duong thdng ndo trong chiing dong
quy tao ra trén mdt phing. Chitng minh rdng

_n{n+1)

Sp=———-"+1.
5 +

> 1.7.2. Trén mdt phdng c6 n dudng thidng déi mét khong
song song vd khong c6 ba dudng thdng ndo trong ching dong
quy. Nhing dudng thdng ndy cdt mdt phing thank nhiing
phdn mdt phing, trong d6 ¢6 mét s6 trong ching ld nhifng da
gidc loi. Hay tinh 56 da gidc duoc tao thanh.

> 1.7.8. Chiing minh rdng t¢ n + 1 s6 bdt ki trong 2n s§
nguyén duong ddu tién luén cé thé tim dugc hai s la boi

cda nhau.

> 1.7.4. Chitng minh bdt ddng thitc 227 > p, cho s& nguyén

to thi n.

18
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Chuong 2
Khai niém co ban veé do thi

§ 2.1. Cac vi du vé do thi

Trong doi s8ng chiing ta phai giai quy&t nhigu van dé ma
ta ¢6 thé coi mot dudng cong 12 canh v d3u mdt cla ching
duoc coi 1 dinh cia canh. D& 1am rd diéu nay ching ta c6 thé

xem xét nhirng vi du sau day.
Truomg
= 2 -

P e Gy

s =

mt O o iy

Ay —t

Hz‘nh 5

> Vi du 1: Hiy zde dinh mét con duong di b¢ ti nha téi

triecrmg t67 wu nhdt (hicu theo nghia khodng cdch ngdn nhat).
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§ 2.1. Cdc v du vé do thi

Khi giai quy&t bai todn ndy ban phai quan sit trén ban do,
bo qua @8 rong hep cia cic dudng phd va chi con chi y téi
dd dai cua cdc con dudng ciing nhu cic d3u mdt giao théng dé
phét hién médt con dudng ngin nhat (H. 5). Trong van dé tim
dudmg di ngdn nhit ndy chiing ta @3 coi cic phd 13 cic canh v
cdc d3u mit giao théng (cdc ngd tu ching han) I3 cic dinh cla

cac canh.

Trong nhidu vin d8 phai giai quy&t khic clia i s6ng d6i
Iic ta cdn bo qua y&u t8 d8 dai clia cic canh clia hé théng canh

va dinh trong mé hinh, nhu trong vi du sau chi r8.

> Vi du 2: Hdy vé so do mang giao thong cong cong cia mét
thanh phd (H. 6) .
T | Py i
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e

(22

rA

¢ )
— 0] Y £ ~
, R ““"“?.::.E e

A~ Karcanal-Nag)
- I Babsnbarger¥ 2 - m
4 .F (27 =

3 o gonel 1 Zippen

,,}‘? wa Rovwag 80

X Meiding Sidbehnbol 5

:“W ewu-mdu»a (g Kapierplatz Zen

> ME + m Ostbahn 4

vrscl Eriopar Sirnie ] i WIIWE

Parioktusiraiie [ SRR Kisdering

5= S TP, S \

Hinh 6
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Chuong 2. Khdi niém co bdn vé do thi

Trong hinh 6 13 ban @3 giao théng cdng cbng thanh phS
Wien (thu d8 nudc Ao). Trong vin d& néu & trén 15 rang ta sé
b6 qua y&u t8 @6 dai cic tuyén duong ma chi con quan tam dén
yéu t8 tuy&n dudng di nhu th€ ndo, tir b&n nao téi bén nao.
Trong vin @8 nay céc bén 13 céc dinh cdn canh 13 cdc tuyén
dudmg di qua ching hojc xudt phét tir cdc bén. Nhung nhigu
khi chiing ta khéng d& phat hién yéu t8 canh va dinh trong bai
toan ching ta phai giai quyét.

> Vi du 3: Hdy phdan nhém hoc tap trong lép sao cho nhing

ngudi trong cung mot nhém la ban than cda nhau.

O day khong cdn nhitng dudng di cho s3n. Nhung ta cé
thé nhan thdy céc dinh trong so @8 cin 13p 13 nhiing em hoc
sinh trong 16p.

Trong so @5 bigu dién ta ndi
nhitng c3p hai em hoc sinh v8n van
I3 ban than cia nhau lai bing mdt

doan thing (hodc bing mét dudng

cong ciing duoc).

Hinh 7

Bing cich d6 ta s& c6 mot so dd gdm céc dinh (cdc em
hoc sinh) va cdc canh (cdc duong ndi hai em chi khi hai em nay
13 ban than cua nhau trong 16p). Trong hinh 7 la mét vi du véi

n = 10 em hoc sinh.

Nhirng md hinh quy v& cic tip dinh va cdc canh ndi cic
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§ 2.2. Dinh nghia d5 thi

dinh 13 nhilng d8 thi. Khéng chi trong doi sdng ma d3c biét
trong khoa hoc ching ta thudng xuyén gip nhiing d5 thi.

> Vidu 4: Céng thitc hda hoc cida CeHg (H. 8).

He, o H
H H
o4 e

Hy oH

Hinh 8

> Vidu 5: 7 cdy cdu ¢ thanh phé Konigsberg nam 1736.

VnMath.Com

Hinh 9
Trong vi du ndy, nhitng ngudi dan cla thanh phd Konigs-
berg dat cdu hoi ligu c6 thé di mét vong qua 7 cy ciu (H. 9)
sao cho méi cdy cdu chi di qua ddng mét [Bn ma théi? N&u nhu

coi moi cdy cBu 13 mdt canh cha d3 thi véi dinh 13 cac hon dio
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Chuong 2. Khdi niém co bdn vé do thi

v3 hai b sdng thi bai todn dugc %t ra |3 cé thé v& 45 th tuong
ng b¥ng mdt nét bat hay khdng? Bai todn nay duoc ngudi din
thanh ph& Konigsberg dit ra tir nhirng n3m 1736 va duoc Euler
giai quyét tron ven. Tir ddy tro di, nhirng dudng mét nét trong

Ii thuyét d5 thi duoc mang tén cua dng.

§ 2.2. Dinh nghia 30 thi

[P TEE——

Hinh 10

Trong cic vi du k& trén, cic canh cla d6 thi d8u 1a cdc

dudng khéng 6 huéng. Nhitng 38 thi nhu viy dugc goi 12 do

23

VnMath.Com



§ 2.2. Dinh nghia d6 ths

thi v6 hudng. Nhung d6i khi ta g3p nhitng vin d8 ma khi xac
l3p d8 thi tuong (g ta bubc phai xéc dinh mét huéng di cho
né. Ching han trong vi du 1, néu ban [a ngudi di xe dap thi ban
phai luu y dén y&u t8 13 ¢d the cé nhitng con dudng mdt chizu
(duoc dinh ddu bing miii tén trén hinh 10).

Khi bidu dign d5 thi ¢6 hudng thi nguyén tic ciing vin gidng
nhur biéu di&n d5 thi canh khéng c6 huéng. Riéng 38i v6i nhitng
canh ¢6 hudng ta ddnh ddu miii t&n theo chigu canh dé bidu thi
huéng di cua né.

AANAAN

Hinh 11

Trong hinh 11 13 mét s8 d5 thi ¢ huéng véi 4 dinh. Diém
chung nhau cta tit ca cic vi du m3 chiing ta xem xét (3 ching
chi ¢6 hiru han dinh. Nhimng a8 thi chi ¢6 hitu han dinh duoc
goi 13 d5 thi hiru han.

Hinh 12
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Chuong 2. Khdi niém co bin vé do thi

Trong hinh 12 13 mdt 5 thi c6 canh kép bén tréi v khuyén
& giira. Diém khéc bigt giita vi du 3 va hai vidy 4 va 5 la: MBi
csp dinh cla @0 thi & vi du 3 chi c6 khéng qud mot canh ndi
con d@d thi trong vi du 4 va vi du 5 ¢d nhifng c3p dinh ma giira
chiing <6 nhigu hon mdt canh ni (chdng han ndi hai dinh I va
I trong hinh 9 13 hai canh 5 va 6). Ciing 6 tinh hu8ng 13 mot
dinh duoc ndi véi chinh né boi mét canh nao dé ma ta goi la
khuyén (H. 12).

Véi d3c diém nay db thi hifu han duoc chia thanh hai loai
co ban 13 d6 thi don vi db thi kép. D8 thi don thi khéng ¢
khuyén v3 gitra hai dinh cua ndé c6 khong qud mot canh ndi
chiing, con trong d6 thi kép thi hodc cd khuyén hodc ton tai hai

dinh ndo dé ma giira chiing ¢4 it nhat hai canh ndi.

Chinh xdc v& m3t toin hoc dd thi dugc dinh nghia nhu sau:
Dinh nghia: M3t b:,é G = (X, E) gom hai tép hop X va E
dugc goi la mét do thi hitu han néw:

1) X vi E lg hai tdp hitu han, va

9) Cho mdi phin it e € E ton tai mot cdp hat phdn b

v,y € X van € N sao choe = (z,y,n) (canh cd hudng) hodc
e = {z,y,n} (canh vé hudng).

S8 n trong bidu dién canh e = (z,y,n) hodce = {z,y,n}

ding @8 dénh s8 canh kép hodc cic khuyén xudt phat cung tir

mét dinh. Trong trudng hop 8 thi khdng <6 canh kép thi thay -
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§ 2.2, Dinh nghia d5 thi

vi viét canh (z,y,n) (hoic {z,y, n}) ta cé thé viét don gian:
canh (x,3) (hofc {z,y}).

Trong trudng hop tat ca céc canh cla G d8u 13 canh v&
huéng thi G duoc goi 13 d6 thi v6 hudng (H. 13). Trong hinh
13 ta ¢4 mGt s8 d3 thi don vd hudng 4 dinh.

Néu e = {z,y,n} 13 canh cla G thi z,y duoc goi 13 dinh
cua canh e.

Trong trudng hop tat ca cic canh cda G d8u 1a canh cé
hudng thi G duoc goi 13 d6 thi c6 hudng.

Hinh 13

NEu e = (z,y,n) 13 mdt canh cla G thi z duoc goi I3 dinh
xudt phat cdn y dugc goi |3 dinh két thic cia e.

Trong hinh 14, ban doc ¢ mét
do thi G = (X, E) cb tip dinh X véi
cac dinh «, b, c,d va tip canh £ véi cic
canh {a,b}, {b,d, 1}, {b,d, 2} {b,c, 1},
{b,¢,2}, {b,e}, {e,e,1}, {e,e,2},
{e,e, 3}, {e,e,4} va {e,e,5}.
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Chuong 2. Khdi niém co bdn vé do thi

D5 thi G ¢6 ca canh v8 huéng ciing nhu canh c6 huéng
dugc goi 13 d5 thi hén hop. Nhu dd ndi & phan trudc, do thi
6 thé bitu didn trén mit phing - Céc dinh cla né dugc biéu
di&n thanh cac diém (duoc t6 d3m nét holc dugc khuyén tron),
cic canh ctia né dugc bi€u didn thanh cic doan thing hodc cac
cung, hojc 1a cic dudng lign tuc ndi cic dinh cla ds thi. Cac
canh ¢6 huéng dugc chi huéng bang cdc miii tén.

O day chiing ta phai luu ¥ ring mét d thi ¢6 thé ¢ nhigu
cich bidu difn khic nhau trén mit phing. Di khi su nhan biét
hai biéu dién phing khic nhau ¢6 cho tuong ing mét dd thi hay
khong 1a digu rat khé.

Hinh 15

Ch¥ng han, hai céch biéu di&n khdc nhau cua @6 thi Petersen
duoc thé hién trong hinh 15.

Cdc do thi dde biét:
- DB thi rbng: X =U = 0.

- Db thi digm: X cé 1 phin ta, U = 0.
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. Cdc khdi niém co bdn

BAI TAP
> 2.2.1. Ban cd nhdn zét gi vE sy khdc biét cia cdc d5 thi
bicu dién:
1) Su quen bi€t gita n ngudi v6i nhau,
2) Dudng gico théng néin thanh phé,

3) Duong phé van ngd .

§ 2.3. Cac khai niém co ban
Trong phin ndy ta t8ng k&t cic khai niém co ban gitip ching
ta c6 thé theo ddi cudn sich duoc d& dang hon.

VnMath.Com

Ta néi canh v& huéng hoic ¢6 huéng w ké véi dinh z clia
do thi néu z 13 dinh d3u holc dinh cudi cla w. Hai dinh = vi
y duoc néi 1a k€ nhau néu ching duoc ndi véi nhau bdi mét
canh. Trong trudng hop nay ta ciing néi ching 13 ldng gigng
cua nhau.

Trong d6 thi G cho truéc ta ndi ring bic cia mét dinh v
trong G |3 tdng s8 canh k& v vi s8 khuyén cé dinh 13 v (cac
khuyén s& dugc tinh gip d6i). Ta ki hiéu bic cia v trong G béi
de(v), va trong trudng hop khéng xdy ra nhim (5n ta c6 thé
viét don gian hon la d(v).
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Chuong 2. Khdi niém co bdn vé do thi

S8 cic canh hofc khuyén cé hudng xuat phat tir v duoc ki
hidu 13 d*(v), s8 cdc canh va khuyén nhan v 1am dinh cudi dugc
ki hiéu bing d~(v). Ta d& thdy rdng d*(v) +d™(v) = d(v).
Trong hinh 16 ta ¢6 d¥(v) =3 vad™(v) = L.

Hinh 16

Bic |6n nhit cia G |3 max{d(v) : v dinh cia G} va ki hidu
I3 A(G). Bac nhd nhit cda G 13 min{d(v) : v dinh cua G} va
duoc ki hidu 13 §(G). Mat dinh duoc goi la dinh cd lip néu bic

ctia né bing 0, va dugc goi 13 dinh treo néu bic cua né I3 1.

D5 thi G; duoc goi 13 d6 thi con cha do thi Gy néu tip
dinh va tap canh cla G tuong tng la tap con cua tap dinh va

tap canh cua Gy.

% Mat 38 thi duoc goi la do thi déu bdc

ve AN r n8u moi dinh cla né c6 bic r. Trong
hinh 17 ta c6 mdt dd thi déu bac 4, vi moi

\.  _/ dinh cla d5 thi ndy c6 bic 1 4.

Hinh 17
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§ 2.3, Cdc khdi niém co bdn

M&t d3y n canh ki, ks, ... k, duoc goi |3 day canh k€ tiép
néu khong ¢6 canh nao xuit hién hai f3n va dinh cudi clia canh
bat ki |a dinh d3u cda canh tiép theo. Mét diy canh ké tiép
dugc goi la dudng néu nhu khong cé dinh nao duoc di qua hai
lan. Trong hinh 18, nhitng canh dugc t6 ddm la mét con duong
di tir P téi Q.

Mat con duong W véi cac canh &y, ks, ..., k,, va cac dinh

P, Py, ..., Py duoc ki higu nhu sau
W = (P, ky, Pa, ko, Ps, ..., kn, Pay1).

Cac dinh P, va P,y la cac dinh d3u va dinh cudi cia W, con
cdc dinh P; (2 < i < n) dugc goi 12 dinh trong clia W. Mot
con duong ma dinh dau dinh cudi tring nhau duoc goi 13 chu
trinh. D3c biét cac khuyén 13 cic chu trinh ¢6 do dai 1. Cac
con duong c6 do dai khéng nho hon 2 déu ¢6 dinh d3u v3 cudi

phan biét nhau.

L Q
Hinh 18
Truong hop G la d6 thi don ta ¢ thé ki hiéu con duong

W thong qua day dinh clia né nhu sau:
W = (P]_, Pg, eeay Pn+l)-
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Chuong 2. Khdi niém co bdn vé db thi

Dé dai chia W 1 8 cAc canh ¢ cia W va dugc ki higu 1a £(W):
(W) =gq.
Mat dinh duoc coi 13 mbt con dudng véi dd dai 0.

Mat d3y canh dugc goi 13 ddy canh don néu ta bo hudng

cac canh (n€u cd) thi né tro thanh mdt con dudng.

D5 thi G duoc goi 13 lién thong néu hai dinh bat ki cua

" né duoc ndi bai mdt diy canh don. Cac dd thi dugc gidi thigu

trong cac hinh tir trudc téi nay d8u la d6 thi lién théng.
Y !

Nhung ta c6 thé thdy d& dang 13 c6 nhigu d0 thi khdng phai
[ @5 thi lién théng. Ching han d0 thi bidu dién ban dd giao
théng ctia nhigu thanh phd khic nhau khdng phai lic nao ciing
13 @5 thi lién thdng. DB thi duoc bieu dign trong hinh 19 khong
phai 13 dd thi lién thdng.

Hinh 19

Néu ta dinh nghfa trong mét dd thi G cho trudc quan hé
Q nhu sau: Hai dinh @ va b ¢6 mdi quan hé Q khi ¢ va b dugc
ndi v&i nhau bdi mdt diy canh don. R3 rang Q la mdt quan hé

tuong duong.
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- § 2.2 Cde khdi niém co bdn

Quan hé tuong duong nay sé chia tap dinh cua d5 thi ra cac
do thi con fién théng ma ta goi 13 cdc thdnh phdn lién thing cda
(. Trong hinh 19, d56 thi duoc biéu di€n trén hinh ¢6 hai thanh
phin lién théng. S8 cic thanh phin lién théng.cia G duoc ki
higu 13 w(G).

Mét d8 thi ¢ duoc goi la p-lién théng néu nhu G lién thdng
va vAn con |3 d8 thi lién théng néu nhu ta bd di it hon p dinh
tly y cling véi cic canh k& véi cdc dinh ndy. -

M®Gi thanh ph3n lién théng cla dd thi trong hinh 19 |13 48
thi 2-lién thong, vi khi ta bo di mét dinh tly y cda né, d6 thi thu
duoc van la d5 thi lién théng. Ngodi ra d& thiy chdng khong
phai |3 cac d6 thi 3-lién thong.

Hinh 20

M@&t dd thi ¢ duoc goi [a p-lién thong canh néu nhy G lién
thdng va van con 13 d5 thi lién théng néu nhu ta bo di it hon p
canh tlly y. Moi thanh phin lién thong cua db thi trong hinh 19
13 @0 thi 2-lién thong canh, vi khi ta bo di mét canh tly y cua
nd, do thi thu duoc van 13 d5 thi lién thong. Do thi ndy khéng
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Chuong 2. Khdi niém co bdn vé do thi

ohai I3 @ thi 3-lién thang canh. RG rang mdt @ thi k-lién théng
cling sé k-lién théng canh. MGt dd thi G ¢é bc nho nhit 1a &
thi nhigu I3m chi ¢é thé §-lién théng ma thdi. Mdt dinh cua mgt
@5 thj lien théng duoc goi la dénh nait néu dd thi thu dugc sau

khi b6 dinh nay di khéng con lién thdng.

Trong @5 thi G, khodng cdch giita hai dinh a va b cha d6
thi, duoc ki higu 13 de(a,b) hodc don gian chi 13 d(a,b), 1a s6
canh ctia con dudng it canh nhat ndi a va b. Chang han khoang
cich giita hai dinh P va Q trong hinh 20 la 4. Néu khdng c6 con
dudng ndo ndi 2 va b trong G thi ta d3t d(e,b) = co. Dudng
kinh cia G, ma ta ki hiéu 1a d((), |4 khoang cdch lon nhat cé
thé gilta cic dinh cia G. Dudng kinh cta d3 thi G trong hinh
19 13 co. N&u bo chidu cla cic canh thi dudng kinh cia mdi

thanh phan lién thdng ctia dd thi trong hinh 19 ndy sé 1a 3 va 4.

D& thi don vé hudng cé n dinh va dudng kinh 1 duoc goi
I3 46 thi day di n dinh v3 duoc ki hidu la K,,. Ta con ki hidu
ds thi @3y du v&i tap dinh S 13 < 9 >. Trong hinh 21 ta cd mét
d5 thi d3y a4 5 dinh.

D5 thi rBng 13 db thi d3y du 0
dinh. D5 thi diém 13 d5 th day du
1 dinh. V&i n > 2, hai dinh tuy ¥y

cla @8 thj d3y dd K,, cé canh ndi.

Hinh 21
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§ 2.3. Cdc khdi niém co bdn

D5 thi G duoc goi 12 phdn ki cia @B thi don vé huéng G
n€u né cé ciing tap dinh nhu G v hai dinh clia né duoc ndi boi
mét canth khi va chi khi hai dinh nay khéng dugc néi boi canh
nao trong G. Phan bl cua mot dd thi d3y dit n > 1 s& 13 mét
dd thi gdm c6 n dinh ¢6 13p (H. 21).

N&u S 13 tdp con cla tip dinh cla
B dd thi G cho truéc thy do thi sink ra bdi
S, duoc ki higu 2 G < § >, 13 @3 thi

A thi con sinh bai t3p dinh S chinh 1 dB thi
thanh phan cta G véi tap dinh S.
Hinh 22
D8 thi sinh b&i mdt tap s diém bt ki trong mét d6 thi day
du K, [a dd thi @3y du K,. Trong hinh 22, dd thi sinh boi tap
dinh {A, B,(C} 6 céc canh duoc td ddm.

Cho truéc hai dd thi don vd huéng
Gl = (Xl,El) va G2 = (XQ,,EQ). Ta nél
Gy va Gy roi nhaunéu X, N X, = 0.

Hinh 23

D3 thi (/y * 5 1a @3 thi 6 tap dinh 13 hop cha hai tap dinh
cua G; va G va tap canh |3 hop clia hai tip canh hai @5 thi
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Chuong 2. Khdi niém co bdn vé do thi

ndy va dugc b sung thém bdi cac canh ndi tit ca cdc dinh cua

dd thi G1 vdi tat ca cdc dinh cia d8 thi Gs.

Hinh 23 bigu dién tich clia hai d0 thi d8u bic 3 roi nhau;
canh cua m8i d5 thi deu bac 3 nay dugc bigu dién nhu mdt cung
clia mét hinh trdn. M6t 16p rat quan trong cdc d6 thi la lép cac
46 thi phing. Mt d6 thi duoc goi 13 d0 thi phing néu né cb
thé biéu dién duoc trén mit phing sao cho khéng cé hai dudong
biu dién canh nao cit nhau. Nhu ban doc cé the tu kiém tra,
ph3n {¢n cac do fhi chiing ta d3 |am quen |3 dd thi phing. Ban
doc c6 thé thir € thiy ring d5 thi d8u bic 5 khéng biéu dién
phing duoc. Ciing nhu vay d thi trong hinh 23 khdng phai la
dd thi phing. Db thi phing khdng phai chi fa d6i tuong nghién
ctru cla If thuy&t @5 thi ma con |3 vin d& thy vi trong i thuy€t
t6-pd. Trong nhitng vin dé nghién ctru v& d6 thi phing c6 bai
todn 4 mau 1a bai todn da tirng 13m dau d3u ¢ic nha todn hoc
trong hon mdt thé ki, m3 ta sé ndi ki hon v& né trong chuong
d5 thi phing. Bii todn 4 mau cé mét quan hé hét sirc mat
thi€t d8i vdi bai todn chu trinh Hamilton (dugc gidi thigu trong
chuong "Dudng Euler v chu trinh Hamilton"). Tuy bai todn 4
mau chinh thirc duoc giai quy&t vao ndm 1975 boi hai nha todn
hoc My, nhung vi 151 gidi cta ho qud dai (quing 200 trang gidy
ciing v&i mét chuong trinh mdy tinh dién tir nhim kiém tra xem
¢ bd sét trudng hop ndo khdng), ndn thé gidi vin hy vong tim
duoc mdt 1&i giadi don gian cho bai todn nay. Mét trong nhiing

vin d8 thd vi ¢b vai trd |f thuyét quan trong cling nhu thuong
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§ 2.3. Cdc khdi niém co bdn

gdp trong bai todn thuc t& [3 bai todn ngui du lich, véi yéu ciu
tim mdt hanh trinh du lich t8i uu qua cdc thanh phd cho trudc
sao cho mdi thanh ph& qua diing mét [5n rdi tré Ve noi xuft

phdt sao cho phi ton di lai 13 ft nhat.

BAI TAP

> 2.3.1. Chitng minh rdng trong mét do thi G iy § téng 4t
cd cde bdc cia cdc dinh trong G luén bing hai lin s6 canh
cua nd.

> 2.3.2. Chitng minh Irong mét do thi tiy v sé cde dinh 6

bac 16 86 1é ludn la mét 36 chin.

> 2.3.3. Chiéng minh rdng s6 cdc mdit la da gide 6 Ié dink
cue mot khéi da dién 155 tiy § ld mot sé chin.

> 2.3.4. Chiing minh rdng trong mét dd thi don vé hudng
thy f ludn tén ter hai dinh cd bdc bing nhau.

> 2.3.5. V@i nhitng gid tri nguyén duong n ndo thi ton tar do
thi déu don bdc ba cé n dinh.

> 2.8.6. Chiing minh rdng véi moi gid tri nguyén n > 3 cho
trie¢e ludn ton tei mot do thi don vé hudng n dinh sao cho

khéng ton tai trong ching ba dinh ¢6 cing badc.
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Chuong 3
Cay va bui

§ 3.1. Cay va cay bidu dién

Mbt cdy la mdt 38 thi don vd hudng khdng cb chu trinh véi
it nhat mét dinh. Ciy d3 dugc nghién ciru rit sém bai Cayley
va nhiu nha todn hoc khic, vi ching déng mdt vai trd quan

trong trong Ii thuy€t mang.

L X

Hinh 24
Trong hinh 24 13 bieu di&n phing cla 4 ciy khic nhau.
Trong li thuy&t vé& ciy thi nhitng dinh treo (dinh c¢6 bic 1a 1)
déng mdt vai trd quan trong. Trudc hét ta chirng minh su ton
tai clia cdc dinh treo trong cdy véi #t nhat hai dinh.

Binh Ii 3.1.1. Mdt cdy bdt ki vdi it nhdt hai dinh luén cd it
nhdt hai dinh treo.
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§ 3.1. Cay va cdy bi€u dién

Chitng minh. Trong cdy chi ¢ hitu han con dudng. Ta xét
W = (P, P,,.., P) 1a mdt con dudng cé nhiéu canh nhit. Khi
dé k # 1, do cly cd it nhdt hai dinh. Hai dinh cudi cha W, P,
va Py, 16 rang |a dinh treo. Gia st nguoc lai, P, khéng |3 dinh
treo thi P, dugc ndi véi dinh Q # P> nao d6. Khi dé6 Q = B
véi i # 2, do W ¢ nhigu canh nh3t, nhung khi dé ta s& thu
dugc mét chu trinh
K =(P,P,...Pi,P),

trdi véi gia thuy&t ban d3u 13 d5 thi d3 cho 13 ciy. &

Ta ciing ¢6 thé ching minh bing mét cich khic khéng sir
dung su ¢dng nhan hién nhién 13 trong dd thi tlly ¥ chi ¢é hitu

han con dudng.

Chitng minh. Gia st ngugc lai 13 ton tai mdt cdy G véi khdng
it hon 2 dinh va chi ¢é khéng qua 1 dinh treo. Ta chon P 13
dinh treo cla G, con néu G khdng ¢ dinh treo nao thi chon P
Ia dinh tiy y. Xuat phit tir P ta @i doc theo cic canh, sao cho
moi canh chi di qua ding mdt f3n. Do &5 thi 13 ciy khéng cb
chu trinh, nén ta khéng di téi dinh nao d3 di qua. Do cé hitu
han dinh, nén qud trinh phai két thic tai Q # P nao dé, va Q
rd rang c6 bic 1. ¢

Dua trén su tdn tai cic dinh treo ta ¢é thé tinh duoc 8
canh clia ciy b4t k.

Pinh If 3.1.2. Mdt cdy ¢é n dinh cé dingn — 1 canh.
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Chuong 8. Cdy va bui

Chitng 1ninh. Bing quy nap theo s6 dinh n cla cay.
Véi n =1 rd rang cay véi 1 dinh khdng cé canh nao.
Gia str cay tuy y vé&i n dinh ¢é ding n — 1 canh.

Xét G 1a mét cdy ¢6 n + 1 dinh. Theo dinh If trén, G <6
it nhit mat dinh treo P ndo 36, Xét G — {P}. Vi P Ia dinh
treo, nén GG — {P} 13 mdt db thi lién théng. Gia sir nguoc lai
I3 G — {P} cb it nhat hai thanh phan lién thong G; va G2 nao
d6. Do G lién théng, cho nén c6 mdt con duong ndi G, véi Ga
trong G. R& rang con dudng nay phai di qua /7 va nhan P lam
diém trong cla né. VAy P ¢ bic it nhit 13 2, miu thuln véi
diéu P |3 dinh treo trong G.

Do G khéng ¢o chu trinh, cho nén G — {P} khdng ¢6 chu
trinh. Vay G — {P} la mdt cdy cé n dinh. Theo gia thi€t quy
nap thi G — {P} cé ding n — 1 canh. Viy G <é n canh, vi P
c6 bac |a 1 trong G. ¢

M5t cdy duoc goi 13 cdy biéu dién clha d5 thi cho trudc
néu né va d6 thi cho trudc cé cung tap dinh. M6t dd thi cho
trude <6 thé ¢é nhigu ciy biéu dién khac nhau. Ching han, ta
thu duogc tir @8 thi 3y dd K3 mdt ciy bidu dién bing cich b

di mdt canh tiy y nén K3 c6 3 cay bigu dién khac nhau.

Dinh 1i 3.1.3. M¢t dé thi v6 hudng G cho trudc cd mot cdy

bi€u dién khi va chi khi nd la d6 th: lién thong.
[ q
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§ 9.1. Cay va cdy bicu dién

Chitng minh. Néu G kh8ng lign thdng thi rd rang khéng c6 @b
thi con li€n théng nao chira hét cdc dinh cba né, va d3c bigt 13

né khdng cé cay biéu di€n.

Nguoc lai, néu G 13 cdy lign théng thi ta thir tim xem @5
thi cé chu trinh khéng. Néu né khdng cé chu trinh ndo thi ban
than né 1a mdt cdy theo dinh nghia. Nguoc lai, néu G ¢ chu
trinh, ta ¢é thé xéa bét mdt canh n3m trén chu trinh ndy dé thu
dugc mdt do thi lién théng méi ma s8 chu trinh cua né giam di
it nhit [a mét. Cut 1am ti€p nhu vay, sau hifu han budc ta thu
duoc mdt dd thi con clia G lién thdng khéng ¢é chu trinh, tic
la thu duoc mét cay bigu didn cla né. S

Pinh 1i 3.1.4. Mét dd thi lién thong cé n dinh van—1 canh
la cay.

Chieng minh. Theo dinh i trén, dd thi cho truéc ¢é ciy biéu
dién. Do né c¢é n—1 canh, bing diing s8 canh cla cay bidu di&n

1 e ~ ~ s 2 By s A -n - -
cua né, cho nén rd rang nd trung véi ciy biéu dién né. &

Binh If 3.1.5. Trong mdi cdy G cho trude, gitta hai dinh P

vd Q ctia nd chi ¢é ding mét con dudng néi duy nhdt.

Chigng minh. Vi G |3 @8 thi lién théng cho nén tdn tai mdt con
dudng ndi P véi Q trong G. Vi G khéng ¢é chu trinh, nén d&

thdy ring khéng cd con dudng thir hai nao ndi P véi Q ca. O
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Chuong 3. Cdy va bui

BAI TAP

> 3.1.1. Chitng minh rdng néu thém mét canh bdt ki vao mot
cdy cho trude ndi hai dinh P vd Q cda cay, to s€ thu duoc

mét do thi vdi ding mét chu trinh.

p - g £ - o 4 ~ -
p 3.1.2. Chitng minh rdng diéu kién can vd dd dé cde 86

nguyén duong dy, da, ..., dn la bic cia cde dinh trong mét

céy cé n dinh la Zdi = 2n ~ 2.
=]
> 3.1.3. Ton tai hay khéng mét d6 thi don vé hudng cé hai

cdy bidu dién khing cd canh chung?

> 3.1.4. Cho truéc mét do thi lién théng cdn dinh val > n—1
canh. Ching minh rdng ton tai l — n + 1 canh sao cho chu

trinh bdt ki cila G chita it nhat mét trong cde canh nay.

- p 3.1.5. Chitng minh ring néu W la mét do thi ¢d nhiéu canh

nhdt trong mét cay G, thi khi bo hét tat cd dinh treo cta G
ta thu duoc mot cay G*, vd phdn con lgi cia W, trong G* la

mot con duong cé nhieu canh nhat.

> 3.1.6. Chitng mink réng trong céy tiy § luén ton tai mét

dinh ndm trén moi con dudng ¢d s6 canh nhiéu nhit.

& 3.1.7. Chitng minh rdng so do bi€u dien céng thite hda hoc

cia CpHaonys la mot cdy.
> 3.1.8. Chitng minh rang mét do thi vo hudng lién thong va
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§ 9.2. Bui

tdt cd cdc canh cda né déu ld cdu (canh ma khi bé nd di thi
do thi thu dugc khong con la d6 thi lién théng nia) la mét

cay.

§ 3.2. Bui
MGt @8 thi md mdi mdt thanh ph3n lién théng cla nd I3

mot cady duoc goi la bui.

N

LN

VnMath.Com

Hinh 25
Hinh 25 biéu didn mbt bui véi 3 thanh phin lién théng.
Tir dinh | vé s8 canh clia mdt cay chiing ta cé thé tinh
duoc s8 canh cla mét bui:
Dinh li 3.2.1. Mt bui véi n dinh vd ¢ thanh phan lién thong
co ding n — ¢ cenh.

Mat db thi lién théng vd hudng lubn cé thé bo bét canh dé

tro thanh mdt cdy. Ménh d& dao lai dinh If trén cling ding.
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Chuong 3. Cdy va bui

Dinh Ii 3.2.2. Néu mét do thi don vé hudng véi n dinh vé
¢ thanh phin lién théng cé n — c canh, thi nd li mdt bui.

Chitng minh. Gia sir cdc thanh ph3n lién thong cua dd thi d3
cho ¢6 ny, na, ..., ng dinh. M&i thanh phan lién théng thir ¢ v&i
n; dinh clia @5 thi @3 cho ¢4 thé bo bét canh d& tro thanh mét

ciy, cho né‘n s8 canh cua né it nhat 13 n; — 1. D thi da cho ¢é
it nhat Z . — 1) = n — ¢ canh. D3ng thic chi xay ra khi moi

thanh phan lién thdng cla né la mdt cdy. Vay d6 thi da cho 13

bui. ¢

BAI TAP
> 3.2.1. Chizng minh rdng mét do thi don vé hudng khong
cé chu trinh véin dinh va n — 1 canh la mot cdy.

> 3.2.2. Néu G lo mét dd thi lién théng vd B, mét do thi con
ctia G, la mot bui, thi B la d6 thi con cia mét cdy bi€u dién

nao dé cia G.

> 3.2.3. Chitng minh rdng mét do thi don vé hudng véi n

dinh va | canh c6 @t nhdt n —  thanh phdn lién thing.
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§ 3.8, Cay biéu dién t6i wu cia mét do thi cho trude

§ 3.3. Cay biéu dién t8i uu cha mét 36 thi cho truéc

Mb6t trong nhiing bai todn thudng gip trong thuc t& I3 bai
todn mic mdt mang dién hodic mang cung cp nuéc (89 thi bigu
di€n nd r& rang 13 mét ciy). Ta phai ndi day dién cho n gia
dinh, va dudng ddy khéng phai ¢ thé dugc phép mic tiy y.
Tho dién v& cho ta mdt so d5 tit ca dudng diy cb thé mic
duoc trong thuc t€ Nhu vy ta dugc cung cip mdt so dd A

~ . s L ~ r . - I ~ g
mét d5 thi cé n dinh va cic canh ndi ching duoc gin mét s8

bi€u di€n d6 dai thyc t&€ cua né. Bai todn d3t ra khdng chi tim

mét cy bi€u di€n cho d6 thi nay, m3 cdn 13 mét ciy cé t8ng 46
dai thue t&€ nho nhat.

Hinh 26

VE phuong dign If thuyét bai todn duoc phat bigu nhu sau:
Vin dé tim cay bidu difn t6i wu cia mét db thi lién théng
cho trude.

Cho truéc mét 46 thi don lién théng G. MBi canh k cla d5 thi
duoc gin véi mot s§ thuc duong £(k), goi 13 dé dai clia canh k
~ (H. 26). Ta phai xac dinh mét ciy bidu dién B cla G sao cho
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Chuong 3. Cdy va bui

t8ng d6 dai cdc canh cba né, dugc ki hiéu (3 £(B), 1a nho nhit.

Sau d3y ta lam quen v&i mdt phuong phip c6 the cho 1a

xac dinh cdy bigu dién t8i uvu cua G.

Dinh 1i 3.3.1. Néu d¢ dai cde canh cia mgt do thy don vo
hwéng d6i mot khdc nhau thi G 6 ding mét ciy bi€u dién
o1 w. '

Thu3t todn sau ddy cho ta xdc dinh cdy bi€u dién t8i uu
ctia G va ciing 13 mét chiing minh cho su duy nh3t cua cdy toi
Lru.

Thuat todn: Ta xdy dung mot diy cdc cdy Iy, Hy,..., o,.
0) H, |3 d5 thj cé dang mét dinh (dugc chon mbt cich tiy ¥).

1) Hy1 dugc xdy dung tir H, bdng c4ch thém canh cé d5 dai
nhé nhat, ki hiéu 13 kg, ndi Hy véi cic dinh khong thudc Hy.

Khi @6 H,, 13 cly bigu dién t8i uu cla G.

Chiing mink. DE& thiy ring H, |3 mét d6 thi lién thoéng ¢
ding n dinh va n — 1 canh.

Theo dinh I 3.1.4 thi H,, I3 cdy, va do H, chda tit cd n
dinh cia @5 thi G, cho nén H, 13 ciy bidu dign cia G. Biy gio
ta s& chimg minh r¥ng H, 13 cdy biéu di€n t&i vu. Gia sir nguoc
lai 13 I, khdng phai 13 cly t&i uu cha G, va H* + H, 13 cly
t8i yu clla G - mdt ciy bieu didn t8i uu ludn ton tai do G o
hiru han cdy biéu dién. Do H* # H,, va Hg C H* cho nén 16n
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§ 3.9 Ciy bi€u dién t6i wu cda mdt d5 thi cho trude

tai & < n— 1 sao cho Hy C H*, nhung Hyy ¢ H*. Nhu vay
canh hy khéng thude H*.

Ta thém hy, vao H*, s& thu duoc mét
dd thi véi chu trinh (H. 27), goi 13 K. Do

Hi.+1 khdng cé chu trinh, cho nén cé canh

h N -, ~ N a ~
k h nao d6 n¥m trén K m3 khdng thude H*.

Hinh 27

Trong nhitng canh khéng thudc Hy. ton tai it nhdt mdt
canh, ki hiéu 13 1*, k& véi mét dinh cua Hy,, do mét trong hai
dinh cla hy thudc Hy, va canh khéng thudc H, va cich dinh
cua Hy, (doc theo K) mét s& it dinh nhit s& c6 mdt dinh thudc
Hy.

Ta thiy ring mot trong hai dinh clia A* khdng thudc Hy,
néu khdng, thém canh niy vio H, ta c¢é mdt chu trinh, vi chu

trinh n3y n3m trong I* 13 digu v Ii.

Theo thudt toan xdc dinh H; (i = 1,2,...,n) thi h* ¢6 36
dai I6n hon cla hy. By gio trong d8 thi H* U {h;} ta bo canh
h* va thu dugc mdt cdy (lién théng, cé n dinh vi ding n — 1
canh). R rang ciy ndy c6é d8 dai nhd hon H*, mau thuin véi
gid thi€t H* 13 cdy biu dién t8i ru cia G. Mau thuin nay
chtrng to H,, 13 cdy bieu didn t8i vu cla G. &

Trong trLrErng hop d8 thi cho trudc cé nhitng canh ¢4 d6 dai

bang nhau thi ciy biéu di€n t8i wu khong con duy nhit, nhung
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Chuong 3. Cdy va bui

@& xdc dinh mot cdy nhu vy ta vin c6 thé ding thuit todn
trén. Khi d6 ta phai luu ¥ ring trong m&i budc cua thujt todn,
khi dinh vi canh phai chon khdng xdc dinh duy nhat thi ta cé
thé chon tuy y mét trong cac kha n3ng c6 thé. Thudt todn s&
cho ta dugc mét nghiérﬁ 3n tim. B3ng cach xét tit ca cdc kha

ndng xdy ra, ta s& thu dugc tit ca cdc nghiém can tim.

Trudmg hop d3c bidt 36 dai tit ca cic canh bang nhau thi
cay biéu difn bat ki cia do thi di cho ciing 1a mdt cay t8i uu.

Hinh 28

Cay t8i uu thuong dugc tim khi cdc canh cé d6 dai diing
thuc té (H. 28).

BAI TAP
> 3.8.1. Chitng minh rdng trong mét do thi tiy § tdt cd cdc

cdu ciia db thi ld canh cila cdy bi€u dién 67 wu cda do thi dd
cho.
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§ 3.8. Cly bi€u din 16i wu cia mét d5 thi cho trude

> 8.3.2. Cho n diém trén mdt phdng cé khodng cdch gitfa
cdc diém déi mot khde nhau. N6i méi diém véi diém glin né
nhdt. Bdng cdch d6 ching ta thu dugc mét do thi G. Ching
minh rdng G la mét bui ma bac cda mdi dink khéong ién hon
b,

> 3.3.3.
4 X
1 3 Hay tim mot cdy bidu dién
4 1
2 ; 3 t6% wu cho d6 thi ducoc bi€u dién
: trong hinh 29,
Hinh 29

b 3.3.4. Cho n diém trén mdt phdng. Ta ndi cdc cdp hai
diém cda hé n diém ndy bing cdc doan thdng. Chitng minh
rdng cdy biéu dién tdi wu (cde cank cf d6 da diing thiwe t€)

khong cd hai canh ndo cdt nhau,

> 3.3.5. Ching minh rdng cé ding n™~2 cdy biéu dién khdc
nhau cua do thy day di K.
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Chuong 4
Dudong Euler
va chu trinh Hamilton

§ 4.1. Lich sir phat sinh
Trong phin ndy ching ta chi khao sit dd thi v6 hudng.
D% thi ma chiing ta khao sit c6 thé c¢6 khuy@n hodc canh kép.
Chdng ta quan tim & d3y hai vAn d@ duogc hai nha todn hoc 1&n
I3 Euler v Hamilton d& xuit.
Cau hoi d3u, don gian hon ciu hoi con lai,

c6 thé d3 duoc cdc ban biét téi trong doi séng.

1

Cho truéc mét dd thi G v6 huéng, cdu hoi &
day Ia liéu tBn tai trong G mét diy canh k€ ti€p

di qua t3t ca canh cla G hay khong?

Hinh 30
~ Cau héi tuong tu nhu vay 13 ligu ta <6 thé vE dugc mét
hinh trén m3t phing (H. 30) bing dudng mdt nét hay khdng?

Mét diy canh k& ti€p di qua tat ca cac canh cua d6 thi cho
truéc duoc goi 13 duong mét nét Buler . NEu dinh d3u v dinh
cu8i cia dudrng mdt nét nay khdng triing nhau th ta goi né la

diweng mét nét Buler khing khép kin . Con néu dinh d3u va
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§ 4.1. Lich sit phdt sink

dinh cu@i cua dudng mét nét nay tring nhau thi ta goi né |a
duong ot nét Euler khép kin,

Van d& dudng mét nét Euler d3 duoc gidi quydt mdt cich
tron ven. Trong chuong sau chiing ta s& Iam quen véi didu kién
can va dd d& tn tai dudng mdt nét Euler trong d5 thj v huéng
cho trudec.

Hinh 51 _

Sy that, van d& dudng Euler xust phat tir vin d2 7 ciy cau
thanh ph& Kénigsberg (H. 31). Ngudi dan thanh phS nay dit
cdu hoi liéu c6 the di qua ca 7 ciy ciu ndy vd mbi cay cau chi
di qua ding mét 13n hay khéng?

X ¥

Con van dé tha hai ma ching
ta d& c3p téi & d3y cho téi nay vin
con 13 mdt vAn d8 chua duoc giai
quy&t hodn todn. Vdn 48 nay duoc
goi tén 13 vin d@ chu trinh Hamil-
ton.

Hinh 32
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Chuong 4. Dudng Euler va chu trinh Hamilton

V&n @8 chu trinh Hamilton 13 vAn d& xdc dinh xem trong
mét d5 thi cho trudc lidu ¢é the tdn tai mdt chu trinh chira tit ca
cac dinh cla d5 thi d3 cho (ma ta goi tén la chu trinh Hamilton)
hay khong 7

Lich sir phét sinh van d& chu trinh Hamilton tir mdt tro choi
ctia Hamilton dua ra tir ndm 1859: xac dinh duong di theo canh
cia mdt thip nhi dign d8u (H. 32) sao cho ta cé thé di qua tat
ca cac dinh, m&i dinh di qua ddng mdt [3n rdi trg lai dinh ban
dau.

Trong thuc t€, ta thudng phai giai

50[55 48] 33223112 5 . . ..
41[3a]51158 136 12330 quy&t van dé chu trinh Hamilton dudi

60|49 |40/47 | 3221 | 4 |11 nhitng dang khac nhau. Chdng han, ta
35[4257(52 | 7 | 14[29 (24

56161}46{39 ) 20{25{10
43136|53/64 {1518 [17(28

6255|3845 |26 [19] 2
s o3 1 - . ’ .
37[44]63]54] 1 [ 16]27]18 fan rdi tro lai vi tri ban dau.

hoi lidu ¢6 thé din mdt con m3 di trén

(7]

ban c& sao cho m&i & di qua ding mét

N

Hinh 33

D3y 13 bai todn xsc dinh chu trinh Hamilton trong mét d6
thi tuong Gng (mdt 1&i giai dugc dua ra trong hinh 33).

D5 thi ndy c6 64 dinh 13 64 6 ban c& va 2 8 dugc ndi véi
nhau b&i mét canh néu tir 8 nay cé thé téi dugc & kia boi mét
budc di cia con ma. D8 thi trong hinh 34 khéng ¢ chu trinh
Hamilton X (do K phai di qua ca 2 canh chia cdc dinh bac 2, K
di qua 3 [3n dinh bic 6, v& Ii). Gan giii v&i khai niém chu trinh

Hamilton 13 khai niém duéng Hamilton.
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§ 4.2. Duong mét nét Euler

MG&t con dudng trong mdt d6 thi cho
trudc duoc goi la dudong Hamillon néu
nhu né chira tit ca cdc dinh cla d6 thi.
Trong 88 thi G (H. 34) ta d& kiém tra va
tim dugc dudng Hamilton trong G.

Hinh 34

Digu kién can d& ton tai dudng Euler ciing nhur chu trinh
Hamilton 13 @6 thi phai lién thdng. Riéng trong van d& chu trinh
Hamilton, ta chi can khao sit cic d3 thi don I3 du.

Van d& dudng Euler va chu trinh Hamilton ciing duoc dua
ra cho d6 thi ¢é hudng. Trong Iép cdc @ thi cé hudng, bai todn

cha Euler ciing d3 duoc giai quy8t triét d&.

§ 4.2. Duong mot nét Euler

Trong mdt thoi gian rat dai, khong ai gidi quy&t duoc bai
todn 7 cdy ciu cla thanh phd Konigsberg. Khi Euler xem xét
bai todn nay, &ng d3 tim ra duoc c3u tra |5i khi bit ngd 13
khéng th& di qua t3t cd cic cly ciu sao cho mdi ciy ciu chi di
qua ding mdt fan. N&u nhu.d8 thi G (H. 31) ¢ dudng mét nét
Euler thi G chi c6 thé ¢ nhigu 1Im 13 hai dinh bic & ma thdi,

mau thuin véi viéc G ¢é 4 dinh bic lé.
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Chuong 4. Duirng Buler va chu trinh Hamilton

Nguoc lai cling ding. Néu mdt d6 thi vo hudng cb khong
qua 2 dinh bac & thi né s& ¢6 duong mét nét Euler . Nhung k&t

ludn nay khéng phai dé chitng minh.

Dinh Ii 4.2.1. D5 thi vé huéng G = (X,U) cd mot dudng
mgt nét Euler khép kin khi va chi khi G lién thong va khong
co dinh bdc lé.

Chatng minh. Truéc hét ta thiy digu kign can la hign nhign.
Néu (& ¢é dudng Euler khép kin thi G 13 do thi lién thong, va ré
rang néu k 13 s8 1an di qua mdt dinh P clia G thi bac cha P la
2k.

Bay gio ta ching minh digu nguoc lai 1a néu G 1a @6 th]
lign théng khdng ¢6 dinh bic le thi trong G ¢ duong Euler khép
kin. Trudc hét ta cé bo de:

B3 d&. Trong do thi khing cd dinh bdc 1é, thi t& mot dinh
P tuy ¢ ¢ bdc lén hon 0 luén ton tai mét dudng mot nét
khép kin Tudt phdt t& P.

Ta c6 thé d& dang chirng minh b3 d& bling cach xét dung

mét nét cé nhigu canh nhit xuit phét tir P. RS rang néu dinh
cudi 15 Q # P thi tir Q cdn c6 it nhit mt canh k khéng ndm
trén dudng mdt nét nay, vi mdi [an di t&i @ trén con dudng mot
nét nay, so canh @3 sir dung ludn 13 mdt 3 & (mai lan di qua
() ¢é hai canh cta @ dugc su dung). Ta cd thé bd sung thém &

~ A ~ ~ ~ » [ ~ o a e
vio dé duoc mét dudng mét nét dai hon la digu va Ii.
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§ 4.2. Duong mot nét Euler

Bay gio ta xét dudrng mdt nét khép kin I cé nhidu canh
nhat. Ta chitng minh r3ng d3y |3 dudng mét nét Euler . That
vdy gia st nguoc lai [3 cdn ¢é it nhit mét canh k n3o d6 khdng
nam trén dudng mdt nét khép kin ndy. Do su lign théng cla G
cé thé gia thiét ring k cé mét dinh P n¥m trén H (H. 35). Xét
d® thi sinh ra khi loai bd t3t ¢ cic canh cla H ra khoi (. D&
thdy d6 thi nay khéng ¢ dinh bic 1, vi mdi dinh mat di mét

s& chan canh.

Hinh 35

Theo b6 d& t6n tai mdt dudng Euler khép kin K xudt phat
tr P. Hop cua I va K ta mét dudng Euler khép kin nhigu canh
hon trong G, v6 Ii. &

V& su ton tai dudng Euler md&, ta ¢6 dinh Ii sau.

Dinh i 4.2.2. D5 thi v6 hudng G = (X,U) ¢6 mét duing
mét nét Buler khiong khép kin khi va chd khi G lién théng va
cd ding hai dinh bic 1é,
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Chuong 4. Dudong Euler va chu trinh Hamalton

Chatng minh. Gia st G c6 mdt dudng mdt nét Euler khdng khép
kin v&i P va Q [3 hai dinh @3u v2 cudi cua dudng mdt nét nay
th G I3 mot @B thi lién thong va khi ta ndi P véi Q bsi mdt

canh méi thi ta dugc mdt dudng mdt nét Euler khép kin.

Hinh 36

Theo dinh I 4.2.1 moi dinh cta d0 thi thém canh (£, Q)
ndy c6 béc chin. Sau khi bé canh méi thém vao (P, Q) nay, moi
dinh khic véi P va Q trong G c6 bc chdn, cdn P va Q cé bac

le.

Dao lai, gia str G 13 mdt dd thi ¢6 diing hai dinh P va Q 1a
hai @inh bac l6. Xét d5 thi G + (P,Q) 1a & thi thu duoc tir G
khi thém canh (P, Q) ndi P véi Q. Khi d6 db thi thu duoc 2 85
thi lién théng khéng cé dinh bac lé ndo. Theo dinh ly 4.2.1 do thi
G + (P, Q) c¢6 mdt dudng Euler khép kin. Sau khi bo canh méi
tham vio, d5 thi ban d3u G chira dudng mét nét Euler khdng
khép kin véi hai dinh @3u va cudi I3 P va Q (H. 36). &
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§ 4.3. Chu trinh Hamilton

BAI TAP

> 4.2.1, Chﬁng minh rdng didu kién cdn vda dd dé€ vé dugc
mgt do thi lién thong G bdi k nét la G cd khong qud 2k dink
bdc lé.

> 4.2.2. Mdi dinh cda d0 thi lién thong G cé bac chén
d(P) > 0. Mdi canh cda d5 thi dugc t6 bdi mét trong k
mau. Ki hi¢u s6 canh sudt phdt tir P ¢6 mdui (1 <i < k)
boi d;(P). Biét ring 21_1 :(P) = d(P), cho moi dinh P cia
do thi G,

Chitng mink rang khi dé ton tai mot duong Euler E
khép kin sno cho tai moi dinh P cda d5 thi cank di vio P
va canh di ra khdi P doc theo E khdc mau nhau khi va ch khi
d;(P) < zd(P) cho moi mau i va moi dinh P cla d5 thi.

> 4.2.3. Chitng minh rdng ta c6 thé t6 mau cdc canh cia mét
do thi lién théng G bdi hai mau Tanh dé sao cho 36 canh d¢
vd 56 cenh Tanh zudt phdt tai méi dinh cia d5 thi luén bing
nhau khi va chi khi G cé 36" chdn canh vd bdc cda mdi dinh
ctia G la sd chin.

> 4.2.4. Gid sit d6 thi G c¢6 duong mét nét Buler khép kin.
Chitng minh rdng G cé mét hé thing cdc chu trink sao cho

canh tiy § cda G nam ding trén mét trong cdc chu trinh nay.
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Chuong 4. Dudong Buler va chu trinh Hamilton

§ 4.3. Chu trinh Hamilton

V4n @& chu trinh Hamilton cho d&n nay van chua duoc giai
quy&t tron ven nhu vin d& dudng mét nét Euler. C6 thé ndi vin
@8 chu trinh Hamilton @3 trd thanh mét van d8 trung tdm cla
li thuy&t @5 thi va @3 c6 &t nhidu cbng trinh nghién ciru v& van
da chu trinh Hamilton néi rigng va cdc chu trinh ndi chung. Mot
kh&i lrong 16n cac cdng trinh dugc cong bd |a cic diéu kién du
dé tdn tai chu trinh Hamilton trong cdc @0 thi dic biét.

Sau day 13 mét s8 két qua nghién cifu V& su ton tai chu
trinh Hamilton trong dd thi. Dinh Ii d3u tién v& su ton tai chu

trinh Hamilton 13 cla Dirac, dugc chirng minh tir nam 1952.

Dinh Ii 4.3.1. Cho trudc mét do thi don G gom n dinh.
Néu bdc cida mdi dink cia G khong nhé hon % thi G ¢é mdt
chu trinh Hamailion.

Dinh Ii cia Dirac 13 truong hop riéng cua dinh i Ore dugc
chifrng minh trong nam 1960.

Dinh li 4.3.2. Néu téng bdc cia hai dinh khing k€ nhau bt
ki P va Q trong mét do thi don G véin dinh théa min bat

ddng thitc:
d(P) +d(Q) 2 n,

thi G ¢d mot chu trinh Hamilton.

Chitng minh. Cho truéc mét cich s3p x€p n dinh theo mdt
thir tu vong trdon K = (Py, Py,..., P), ta ndi ring mdt c3p
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§ 4.3. Chu trinh Hamilton

(Pi, Piy1) tao nén mét 18 héng trong cich sip x€p ndy n€u P
va P11 khong k& nhau.

Trong tit ci cich sip x&p ¢
the, xét K = (Py,...,P,) 13 cich
Py  sipx&pcéit 18 héng nhit. Ta khing
P dinh ring cich sip x&p ndy thoa
man yéu cdu d3u bai, rang K khéng

cé 18 héng nio.

Hinh 37
That vay, gia su K c& it nhit mdt I8 héng, gid s 13 P, va
P,,. Néu P; k& véi P, thi dinh P, khéng k& véi Py, néu khéng
thi
(PLPy... PPy Pisy),

s€ 13 mét céch s3p x€p mdi ¢b it I8 hdng hon K, 13 didu vb I,
Nhu vy, ta ¢6 d(P,) dinh khidc v&i P, va khong k& nhau véi

P, suy ra d(P) +d(P,) <n—1, miu thuin v&i gia thi€t d3u
bai cho (H. 37). ¢

Dinh Ii Ore |3 truong hop riéng cia dinh Ii sau day, duoc
Pésa chirng minh vao nim 1962.

Pinh li 4.3.3. G la mét d5 thi don véin dink (n > 3). Gid
5% v6i Mot s6 1 < k < 2—5—1- fa c¢d khéng qud k — 1 dinh ¢é

hic khéng I6n hon k, vad trong truong hop n ld s6 1é, ta 6
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Chuong 4. Duong Buler va chu trinh Hamilton

khing qud 'n,_E_l dinh cé bdc khéng vuel qud n—E—l Khi d6

G ¢é mét chu trinh Hamilton.

Chatng minh. Ta ching minh b3ng phan ching. Gia sir G khong
¢6 chu trinh Hamilton. Ta c6 thé gia st ring néu thém mét canh
b3t ki ndi hai dinh khéng k& nhau trong G' thi d thi thu duoc
s& c6 chu trinh Hamilton - @6 thi G nhu thé duoc goi |a ¢6 tinh

chdt cuc dai.

Néu khéng, bang cich thém vao
( cic canh ndi cic cip dinh khéng
k& nhau, l0c ndo d6 ta s8¢ thu duoc

mdt dd thi khéng cé chu trinh Hamil-

ton ¢é tinh chat cuc dai nhu md ta

1 A . ~ ~ g ' ~ -1
¢ trén va ro rang van thoa man gia

P, thi€t cla bai toan d3 cho.

Py

Hinh 38

Do ¢4 tinh chit cuc dai, nén dé th3y giita hai dinh tily y
khéng k& nhau cta dd thi luén 6 mbt dudng Hamilton ndi hai
dinh nay (H. 38). C6 thé thiy dé 13 dudng Hamilton thu dwoc
tir chu trinh Hamilton xu3t hién khi thém vio canh ndi hai dinh

khéng ké nhau nay.

Ki hiéu (P, P, ..., P,) 1a mét dudng Hamilton (khdng khép
kin) trong G. Cho k = 2,3,...,n— 1, ta ¢6 : néu Py dwoc ndi

véi P boi mét canh thi P,_; khéng dugc ndi véi P, boi canh
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§ 4.3. Chu trink Hamilton

nao ca, néu khdng thi

(P11P21 ---:»Pk—ly Pn;Pn—l, ---1Pk+1:PkyP1)
la m&t chu trinh Hamilton. Tir d6 ta ¢é

d(P1} +d(F) <n - L

Trong G’ mdi dinh bic khdng nho hon —1_)— k& véi tit ca cic
dinh bic khong nhé hon 2 - That vay, gia sir c6 dinh bic khéng
nhé hon & —2— khdng k& v&i dinh bac khdng nhd hon R 7 khong
mat tinh tong quét gia sir dinh P, véi d(P) > ——2— khéng ké
véi dinh P, c6 bic d(P,) » & 7. Gia sir (P1, P3,..., P,) 1a dudng
Hamilton n8i P, véi P,. Ki hidu cic lang giéng cha P, I3 P,
Py .. . B, v6i s = d(P;). Khi d6 P, khéng ke véi P, _,,
P,;z_l, cee P,;a_l, va ta b

5 <dP)<(n—1-s)=(n—-1-d(P)),

suy ra |3
1

5 <dP)S(-1-9)=(n-1-dP) < "1,

13 digu vo I,

Trong G t8n tai nhirng dinh ¢ bac < & —2— néu khdng G
¢6 chu trinh Hamilton theo dinh i 4.3.1 cua Dirac. Ki hiéu A I3
bdc cao nhat trong cic dinh clia G c6 bic nhd hon Fvaplass

céc dinh ¢ bac nhd hon % 5. Khi @6 theo gia thiét cia dinh i,
tacdp< AL ﬂ—z—l Ta s& chiing minh ring p < A < —2—1
Ki hiéu ¢ 13 s8 cdc dinh ¢d bic Ién hon A, ta 6

T

qmnwp2n—A>n—g=§>A.
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Chuong 4. Duong Euler va chu trinh Hamilton

Giad sir Q, |3 mdt dinh cé bac A, trong n — A > A dinh b
bac I1én hon % tn tai it nhdt mot dinh, goi 1a Q.. khéng k&
v6i Q1. Khi 6 bac cia @, khong thé b Bl dugc, néu
khéng Q. phai k& v&i Q,, nhu trén d3 ching minh. Do dé ta cé
d(@Q) =A< 251

Theo gia thigt cia dinh Ii, s8 dinh khéng vuot qud A sé
nho hon A, do A < n——i—l Tacép < A.

Xét dudng Hamilton (Q1,Qz,..., Qn) ndi Q1 V6i Q. Ki
hidu cic ling gigng cla Q) 1B Q;, Q. .. . Qi VO
s:= A = d(Q1). Khi d6 6 mdt trong cic dinh Q1. Qiz—1,
o Qi1 801 13 Qig—y €6 bAC d(Qig—1) > A, v do @6 it nhit
15 d(Qip—1) 2 L. Ta @3 chitng minh & trén 13 khi 86 Qi,—1
phai k& véi Q. Ta thu duoc chu trinh Hamilton

(Q1Q2---Qig—1QnQn-1-..Qip),

13 diéu v6 Ii. Miu thuin ndy két thdc chirng minh cﬁa ta. O
Luu y ring dinh Ii Pésa ch3t ché theo nghia néu bét gia

thigt di chat it 13 ta cd thé tim duoc d3 thi thdéa méan diéu kién

dua ra ma khéng cé chu trinh Hamilton.
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§ 4.3, Chu trinh Hamilton

BAI TAP

o 4.3.1. Hdy tirn nhing vi du chitng té ring ta khéng thé
gidm b6t di€u kién cho trude trong dink If cia Pésa vé su

ton tai chu trinh Hamilton trong do thi.

> 4.3.2. Hay chitng minh rdng méi d5 thi [lF]—lién thong
vdt n dinh cé mot chu trinh Hamilton vd ton tgi do thi
51 tien thong khing c6 chu trinh Hamilton.

> 4.3.3. Ching minh dinh If Dirac biang cdch st dung dinh I
Pdsu.

v 4.3.4. Ching minh dinh If Ore bang cdch st dung dink I
Pésa.

> 4.3.5. Chitng minh mét dé thi don G véin dinh va s6 canh
khéng nhd hon (";') + 2 luén c6 mét chu trinh Hamilton va
chi ra do thi don véin dinh va (”El) + 1 canh khiong cé chu

trinh Hamilion.
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Chuong 5
Phan hoach dd thi thanh cac do

thi déu

§ 5.1. Phan tich do thi thanh cic thanh t6 bac hai

Trong chuong nay ta dinh nghia mdt thanh t6 bdc t cla
mdt @5 thi G = (X, E) cho trudc I3 mdt d5 thi déu F bic t cb
tap dinh [3 X vA t3p canh 13 tap con cla E. N&u F 13 db thi
déu bic 1 thi ta goi F |a thanh t8 bic nhat cua G, con khi F |3
do thi d8u bac 2 thi ta goi F 13 thanh t& bic 2 cua G.

Hinh 39

Trong hinh 39, cic canh duoc t& d3m cta d0 thi Petersen

bén trai cho ta mat thanh t8 b3c 2, vA cic canh td d3m bén phai
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§ 5.1. Phdn tich do thi thdnh cdc thanh {6 bdc hai

cho ta mdt thanh t&8 bic 1 cua dd thi Petersen. Nhitng canh vé
dam trong hinh 39 cho ta th3y dd thi Petersen 13 hgp cua mdt
thanh 8 bac 1 vi mat thanh 18 bic 2.

N&u dd thi G = (X, E) c6 mdt s6 m cic thanh t8 bic ¢ I3
P =(X,E), F, =(X,E,), ..., F,, = (X, E,;). v6i tinh chat:
cic tdp Fi, E; ... 12 mét phin hoach cia tip canh E (tic I3
ENE; =0vaEiUEU...UE, = E), thita néi ring G phan
tich duoc thanh cdc thanh 8 bac ¢.

Su phan tich @6 thi cho trudc thanh cic thanh t& cé mdt
vai tro quan trong trong toan hoc ciing nhu trong cic nganh
khoa hoc (ng dung khac. Tutte, nha todn hoc ndi tiéng ngudi
Canada, d3 chitng minh duoc du kién can va di dé ¢b thé
nhan biét khi ndo mdt dd thi cho trudc ¢6 mét thanh t& bac 1.
Tir dinh I cla Tutte, ta ¢6 thé chitng minh lai nhiéu két qua
quen bi€t khic trong If thuy&t d5 thi vé sur tdn tai mdt thanh t8
bac 1 trong mdt dd thi cho truéc. Tuy nhién, ching minh cla
Tutte 13 ching minh rit khd, cho nén ta sé trinh bay két qua

cua Tutte & cudi chuong ma khdng ching minh.

K&t qua kha cin ban d3u tién vé sir ton tai thanh t&§ trong
d6 thi cho trude 1a cic két qua cua Petersen tir nhitng n3m 1891
cho @0 thi d8u bic 3. Nhung van d& phin tich d8 thi cho truéc
thanh cac thanh t8 13 mdt vin d8 khd, ma ban doc cé thé thiy
ngay la véi thanh t8 bic 2 vin d8 nay ciing d3 13 vin dé khéng

d& dang, vi m6i chu trinh Hamilton ciing 12 mét thanh t8 bic 2.
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Chwong 5. Phan hoach do thi thanh cdc dd thi déu

Trudc hét chiing ta ¢é dinh |f sau d3y vé viéc phan tich do
thi d8u bac 4 thanh cic thanh t& bic 2.

Dinh If 5.1.1. Mt @5 thi deu bdc 4 ¢ thé phin tich thanh

tich cia hat thanh té bdc 2.

Chitng minh. Chi c3n ching minh khing dinh clia b3i todn cho
db thi lién théng 13 du. Gid sir G 15 @ thi d8u bac 4. Khi 36
G c6 mot dudng Euler khép kin K. Goi n 1 58 dinh cla G, thi
K ¢6 2n canh, v3 do d6 cic canh ndy cé thé 6 xanh do xen ké
doc K. Khi d6 tip canh cla G dugc chia thanh hai |ép theo
mau cla ching, v canh @3ng mau tao thinh mét thanh t8 bic
2 clia G. Mét két qua ti€p theo |2 dinh Ii v& sur phan tich dd thi

deu thanh tich cia cic thinh t& bac hai.
Pinh li 5.1.2. Méi d6 thi déu bdc chin phdn tich dvoc thanh
tich cia cdc thanh t6 bac hai.
Dinh 1f nay 13 trudng hop rigng cia dinh If sau diy.
Dinh 1If 5.1.3. Néu mdi dinh cia d6 thi G ké véi nhiéu nhdt

ld 2g canh the tdt cd cdc canh cida G c6 thé chia thanh g l6p,

sao cho méi dinh ke véi nhigu ldm la 2 canh cda mét 16p.

Chitng minh. Ta chiing minh dinh Ii bing quy nap theo s8 canh

cta G véi g cd dinh.

Khing dinh dinh If hi€n nhién ding cho trudng hop G khéng

cé canh ndo ca.
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§ 5.1. Phdn tich do thi thanh cdc thanh td bdc hai

Gia sur dinh |f ddng cho trudng hgp G ¢é khdng qui m
(m = 0) canh. Biy gid ta xét G 13 d5 thi cé ding m + 1 canh.
Gid s k= (P, Q) 13 mdt canh cia do thi. Do thi G' =G —k ¢6
dlng m canh, va do d6 ¢6 thé chia chiing vao g Iép‘ml, K2y voee)
Ko 530 cho mdi dinh chi k& vt nhigu 18m 2 canh cda cling mdt
I&p. Dinh P chi k& v&i nhigu 13m 13 2g — 1 canh cua G'. Theo
nguyén i Dirichlet thi tdn tai mét I6p #, (1 < p < g) ¢6 diing
mdt canh k& v&i P. Tuong tu tdn tai kq ¢ ddng mdt canh ké
véi Q. NEu p = g thi ta b8 sung thém canh k vio I6p «,. Con
néu p # ¢ thi ta xét d3 thi G” tao bdi canh k va cic canh cla
Kp Va g (tinh ca dinh cla ching). Trong G” mbi dinh k& v6i
khong qué 4 dinh, Trong d6 thi G, nhu d3 biét, s& dinh bic le
|3 s&8 chn, va ta ¢ thé chia ching thanh cic cip vi b8 sung
thém [&n lugt cdc canh vao sao cho @6 thi thu duoc G 13 @5
thi bic 4. D5 thi G” phan tich dugc thanh tich cla hai thanh
t6 bac 2. Céc canh cua G” cling thudc mot thanh td bac 2 trong
G'" cho ta mdt phan I&p thda m3n yéu ciu dinh Ii. Phan iép
nay cho ta g tp hop cic canh clia G ma mdi dinh clia G K& véi

; o5 r b ~ rd 3 o
nhigu Iam 2 canh cia cung mdt I6p ma théi.

BAI TAP

b 5.1.1. Chitng minh rang dé thi Petersen (H. 39) khéng phédn
tich duoc thanh 3 thanh (0 bdc nhdl.
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Chuong 5. Phdn hoach do thi thanh cdc d§ thi dew

> 5.1.2. Cho truéc mgt dé thi déu bdc 3 cé thé phdn tich
dugc thanh mot thanh 6 bdc 1 va mét thanh té bac 2. Ta to
mau cdc canh thudc thanh t6 bic 1 mau dé vd cdc canhk thude
thanh t6 bdc 2 madu zanh. Chiing minh rdng ton tai mét chu
trinh cd cde canh dan mdu sao cho bang cdch déi man cde
canh trén chu trinh nay, ta ¢d mét cdch khdc dé phain tich d6
thi da cho thanh maot thanh t6 bdc 1 va mét thanh té bdc £.

> 5.1.3. Nguoi ta nhét 6 con gd vdo 3 cdi long, cit £ con
chung mot long. Sau méi ngay ngudd ta lai nhét lai nhu véy
sao cho 2 con ga bdt ki ndo cing chi duoc nhét chung mot

long khong qud mét ngay.

a) Chitng minh rdng ta luén nhét duoc 6 con ga it nhdt la 3
ngdy theo quy tdc trén.

b) C6 cdch nhét ndao ma ta khéng nhét duoc 6 con ga ndy qud

3 ngay khong?

¢) C6 cdch nhét ndo dé ta nhdt dugc 6 con ga ndy qud 3 ngay
khong¥?

@) C6 cdch nhot nao dé ta chi nhét dugc 6 con ga nay ding
4 ngay khong?

> 5.1.4. Ngudi ta cin tuyén 3 ngudi phién dich cho 6 ngogi
ngi. C6 7 nguoi phién dich du tuyén, méi nguoi trong ho
bi€t ding 2 ngoai ngi zét tuyén vd 2 ngudi bit ki trong ho

biét khong qud mét ngoai ngit chung. Véi mdi ngogi ngis
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§ 5.2. Phan tich d5 thi ddy di thanh cdc thanh té bdc nhdt

trong 56 6 ngoai ngtt nay déu cé thé tim trong 7 ngudi phién
dich ndy 2 nguoi biét né. Hoi cd thé tim duge 3 ngudi phién
dich cho 6 ngoai ngit zét tuyén hay khong?

> 5.1.5. Ngudi ta nhét 2000 con ga vao 1000 cdi long, cit 2
con chung mét Ibng. Sau moéi ngdy ngudi ta lai nhét lai nhu
vdy sao cho 2 cori gd bdt ki chi duoc nhét chung mét long

khiéng qud mat ngdy.

a) Chitng minh rdng ngudi ta khong thé nhét ching qud 1999
ngay theo cdch nhu vay.

b) Hay chi ra mét thit ty nhét dé ngudi ta cé thé nhét chiing
dugc 1999 ngdy theo quy tdc trén hay khéng?

§ 5.2. Phan tich @6 thi @y a4 thanh cac thanh t& bac nhit

Hinh 40 (D5 thi d3y @4 9 dinh)
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Chuong 5. Phin hoach do thi thanh cde do thi déu

M6t truong hop d3c bigt clia do thi deu |a d6 thi day du
(H. 40). T3t nhién digu kién cin d& cd thé phan tich d6 thi day
du thanh céc thanh t8 bic nhit 13 d6 thi phai 6 8 chin dinh.

Dao fai, day ciing I3 diéu kién du.

Dinh li 5.2.1. D6 thi ddy dd véi 2n dink phén tich dugc
thanh 2n — 1 thanh t& bgc 1.

Chiing minh. Ta cé thé chirng minh dinh If bing phuong phép

hinh hoc nhu sau:

clia @ thi d3y a0 Ky, thanh 2n— 1 dinh
P, P, ..., Pop.| cua mét 2n — l-giac
déu, con dinh Py, 13 dinh cua hinh chop
deu nhan P, Py,..Py,_, lam ddy . Bay

gi& ta chon mdt canh day bat ki va chon

tat ca cac duong chéo song song v&i né.
Hinh 41

Tiép theo ta chon thém mét canh bén, néi dinh con lai
khéng nam trén canh hoic dudng chéo duoc chon véi dinh cua
hinh chop. Canh ddy va cac duong chéo cung véi canh bén duroc
chon d5i mét khdng ¢ dinh chung va |3 mét thanh té bac 1 cua
do thi day du Ko, cia ta. Nhu vdy, itng véi 2n— 1 canh cua da
gidc deu P Py..Py_: 13 2n — 1 thanh t8 bic 1 d6i mot khong
¢6 canh chung. Trong hinh 41 ta danh s6 cac canh cua d6 thi

cung thudéc mot thanh t6 bai cing mot so. G
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§ 5.9. Phdn tich dd thi hedng phdn thanh cde thanh t6

§ 5.3. Phan tich d@6 thi le&ng phin thanh cic thanh to

D5 thi luéng phan 1 @ thi G = (X,Y; E) ma tap dinh ¢
mdt phan hoach thanh hai tip hop X,Y sao cho tip canh E chi
noi hai dinh khdng cling mét tap hop.

Ta c6 thé thiy d& dang hai tinh chit sau cla db thi luéng

phan:

1) Mot dd thi con cia d6 thi ludng phdan la mdt do thi hudng
phdn.

2) D6 thi hedng phin khing cé khuyén.

Trong cudc séng, 6 rit nhidu vi du v& @b thi ludng phan.
Ching han dd thj biéu di&n quan hé yéu duong khic gisi 13 a5
thi lu&ng phin. Mét tinh chit co ban d& nhin biét @b thi luéng
phan |3 dinh i sau day.

Binh Ii 5.3.1. Mjt do thi G la d6 thi heéng phin khi va chi

khi ot chu trinh tiy § cda nd ¢6 dé dai chan.

Chitng minh. Gia sir G = (X,Y; E) I mot do thi ludng phin.
Khi d6 doc theo chu trinh bat ki ciia G cic dinh thudc X va Y
[3n fugt dan nhau. Do dé khi trd vé dinh xuit phst, th ta di
qua mdt s0 chin céc dinh, tic 13 s8 canh cia chu trinh 13 s8
chin.

Dao lai, gia sir G 13 @6 thi ma tit ca cac chu trinh cia né

c6 d6 dai chdn. Ta s& chitng minh ring t&t cA cic thanh phin
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Chuwong 5. Phan hoach d6 thi thanh cde d6 thi déu

lian théng cta G 13 @5 thi ludng phan. Khi d6, G s& 13 d5 thi

ludng phan.

That vay gia st G1 13 m&t thanh phan lién théng cua G va
P, 13 mot dinh cla G,. Véi mbi dinh P cia G ta chon mét
dudng W n8i Py véi P. NEu W c6 d8 dai (s8 canh) chin thi
P thubc tip X, con néu W cé d6 dai lé thi P thudc tdp Y. Su
phan loai cdc dinh cia G khéng phu thudc vao cdch chon W.
That vy, néu cb hai con dudng W d5 dai chdn vd W' cé d6
dai le ndi Py véi P thi G s& c6 chu trinh cé d6 dai le, 13 digu
m3u thuin véi gia thigt ban d3u 13 G chi ¢é chu trinh ¢6 d8 dai

chan.

Véi cich phin loai nay, cdc dinh cua G hodc thudc X holc
thudc Y. Gia str cé hai dinh P va @ k& nhau trong Gy, thi ching
khong thé ciing thudc mét tip hop, néu khéng tir Py ta cb thé
di t6i P 15 t6i Q boi canh (P, Q) va trd v& Py véi mét dudng
di 1é canh, |3 diBu khdng thé cé trong (G chi ¢6 chu trinh véi
s8 chin canh. Nhu viy d5 thi thu duoc 13 d5 thi ludng phan
G=(X,Y E). o

~ Dinh Ii sau ddy clia Konig kh3ng dinh su phan tich duoc
cdc do thi ludng phan deu.

Dinbh I 5.3.2. Moi do thi ludng phin déu bdc g lubn phan
tich dugc thanh g thanh t6 bdc 1.

Dinh I ndy duoc suy ra dé dang tir dinh If sau day cia Konig:
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§ 5.3 Phdn tich do thi hedng phan thanh cde thanh t6

Pinh Ii 5.3.3. Mot do thi liong phin G = (X,Y; E) v6i
| X| =Y c6 mét thanh t6 bdc nhdt néu véi moi k < |X|, hap
cde tdp ldng gieng cia k dinh bdt ki cia X cd it nhdt k phin

t.

Ching minh. Ta ching minh qui nap theo | X|. R& rang k&t
judn cla bai todn hi€n nhién ding cho [X| = 1. Gia sir két
ludn ding cho ng: moi @8 thi ludng phan G = (X,Y; E) véi
| X| = Y| € ng ludn c& mbt thanh t& bic nhit néu hop cic tap
ldng gigng cua k dinh bat ki cla X cé it nhat k ph3n ti. Ta xét
do thi ludng phan G = (X,Y; E) véi | X| = |Y| = ny + 1 thoa
min diéu kién: Hop cic tip ldng gieng cla k dinh bt ki cia X

cé it nhat k phin tir. Ta xét hai trudng hop cé thé xay ra:

| a) Ton tai ky < ngo vd mdt tip hop

con X' C X ¢ kg phin tir sao cho

(4334 TR A4 1] cia X ¢6 ding ko phan tir.

Hinh 42

Trong trudng hop nay goi Y' 13 hop cla céc tp lang gigng
cia cic dinh cia X'. C4c dd thi ludng phan &' = (X', Y'; E")
va G = (XY B 6 X = X = X', Y =Y — Y vA cic
canh cua d8 thi G n8i cic dinh cla t3p tuong (ng sé thda min
gia thi€t cba dinh li. Ta 4p dung gia thi€t qui nap vio G' va G”

va thu dugc mét thanh t8 bic nhit cla dd thi G.

b) Hep cha céc tip lang giéng cia &k < mp dinh bit ki cia X B
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Chuong 5. Phan hoach d6 thi thanh cdc do thi déu

tap hop ¢é it nhat k + 1 phan tir. Trong trudng hop nay chon
mot dinh p € X va mdt lang gigng cua p 1a dinh ¢ € Y tly v.
Ro rang khi bo dinh p va ¢ ra khoi d6 thi G thi ta thu duoc 86
thi &/ thoa man yéu ciu cia d3u bdi. Ta cé thé 4p dung gid
thi€t qui nap vio G’ va thu dugc mdt thanh t&8 bic nhit cua G
b3ng cich bd sung vio thanh t3 bic nhat cla G’ canh (p,q). ¢

BAI TAP

> 5.3.1. Ching minh rdng mét do thi déu bdc hai phin tich
dugc thanh hai thanh 6 bdc nhdt khi vd chi khi nd la do th

ledng phdn.

> 5.3.2. Chitng minh rdng moi @6 thi Hamilton ¢6 $6 chdn

dinh déu cé mét thanh t6 bac nhdt.

> 5.3.3. (6 mét to gidy ma méi mdt duoc chia thanh 2000
phin cé dién tich bang nhau. Trén mdtl thi nhdt ngudi ta t6
mau cdc phdn dé bing 2000 mau khdc nhau. Ching minh cd
thé té6 mau cdc phan ¢ mdit thi hai bang 2000 mdu ndy sao
cho cdc phin cing mau ¢ hai mdt c6 "diém chung” (tic la
c6 thé Tuyén mot cdi kim qua to gidy sao cho I0 thing ndm

¢ cd hai phdn cing mdu).

> 5.83.4. C6 2000 hép bi bdng nhau dwoc son bdi 2000 mau

khdc nhau. Mdi hop chita diy mét s6 hugng bi gidng hét nhau,
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§ 5.3. Phan tich do thi luéng phdn thinh cdc thanh t6

va bi trong moi hép ¢d mau gidng mau hép dung nd. Mot em
bé dem dé tdt cd cdc.hép bi ra chot va sau d6 lai cdt bi vdo
dday mét hdp, nhung khéng dé 1 t¢i mau sdc cdc vién bi trong
hép con dong mau nhau nita khéng. Ching minh rdng ta cd
thé 1@y 1 trong mbi hép ra mét hon bi dé cé 2000 vién bi
man khdc nhau. '

> 5.3.5. (6 n nguoi dan ong va n nguei dan ba. Mdi éng
quen ding k bd (k > 1), mdi bd quen ding k 6ng. Ching
minh rdng cd thé ghép n cdp nhdy (mdi dng véi mét ba) sao
cho hai ngudi cing mét cdp quen biét nhau.

r 5.3.6. Tai mdi dinh cila mét 2000-gide déu cd mot vién séi.
Hainguoi A va B choi trd choi. A ld ngudi bat diu, ho lin
heot thay nhaeu, ai dén luot phdi chon bdc di ding 3 vién.
Dén khi con lai 2 vién thi B thdng néu 2 vién ndy ndm trén 2
dinh lién tiép nhau, va A thdng néu 2 vién con lai nay khéng
ndm trén 2 dinh lién tiép nhau. Hoi rdng ai cd thé thing va

phdi choi nhu thé nao?

> 5.3.7. Trén ban'co chiu Au8 x 8 ¢ vuéng., hai nguot A
va B chot mot tro choi nhu sau. A bat dau vdi viéc ddt con
md lén mét 6 nao d6 cia ban ¢, Sau d6 la dén luot B, va
ho lin heot thay nhau: Ai dén heot phdi ddn con ma di mél
budec trén ban co nhu cdch di cia con ma theo lugt co Chdu
Gu. Bi€t rang ludt choi la khong duoc ddt con ma lén 6 ndo

né da@ di qua. Héi rdng ai thing va phdi choi nhu thé nao¥?

74

4
2

A
a A.Q

VnMath.Com

& 5



Chuong 5. Phdn hoach d6 thi thanh cde do thi déu

§ 5.4. Thanh t& bac nhat trong d6 thi déu bac ba

Theo dinh Ii quen biét, s8 dinh bic lé trong mdt dd thi phai
I3 mdt s8 ch3n. Do @6 moi @5 thi d8u bic 3 d8u ¢é mét s chin
dinh. D3y 13 mét didu kién c3n cho sy tdn tai thanh t8 bic nhit
trong @5 thi. Nhung d& thiy ring khdng phai 13 moi dd thi déu
bic 3 nio cling ¢b thanh t8 bac nhit (H. 43).

Hinh 43

Petersen d3 nghién clru cac dB thi d8u bac 3 cé thé phan
tich duoc thanh cic thanh té bét nhat. Ta goi mdt canh e cua
mét do thi G 13 cdu néu nhu né khdng ndm trén chu trinh nio
cua d0 thi G ca. Trong trudng hop e {3 cu cua d6 thi G thi 86
thi G — e thu duoc khi bo canh e ra khoi d6 thi, ma giir nguyén
dinh d3u va dinh cudi cua canh e ndy, & cé it nhat hai thanh
phan lién théng. M&i thanh phin chda dinh ddu hodc dinh cudi
cua e duoc goi 13 b coa d8 thy G. Petersen d3 ching minh
trong nam 1891 dinh |i sau.

Dinh I 5.4.1. M6t d5 thi déu bdc 8 khéng cd ciu cé it nhdt

mot thanh té bdc nhdt.

D2 chirng minh dinh 17 nay, ta'sé duwa ra mdt phép todn tdch

“canh k cua d6 thi nhu sau:
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§ 5.4. Thanh t6 bdc nhdt trong d5 thi déu bdc ba

Cho truéc mét db thi G deu bic 3 vi k = (A4, B) 3 mét
canh cua G, khdng I3 canh kép va ciing khéng |2 khuyén. Goi
A; va B; (i=1,2) |a cic dinh ké véi A vd B mdt cich tuong
ing (H. 44). :

Hinh 44

Céc dinh Ay, Az, B, By khdng nh3t thi€t phai d6i mét phan

VnMath.Com

biét. A, va B) ciing nhu Az va By ¢6 thé duoc ndi véi nhau &
trong GG boi canh don ho3c canh kép.

> :
S ¢

Hinh 45

—
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Chuong 5. Phan hoach do thi thanh cdc do thi déu

Ta x6a 5 canh (A1, A), (A2, A), (B1, B)(B2, B), (A, B) va
thém vao @5 thi thu duoc cic canh (A1, By) va (A2, By) dé
duoc mét d5 thi G¥ d8u bic 3 (H. 45). Tuong tu, néu khdng
phai I3 thém vio cic canh (Ay, BL) va (Ag, By) ma 13 céc canh
(A1, By) va (Aq, By) ta thu dugc mdt g5 thj deu bac ba G4.

Ta néi ring cac d6 thi G¥ va G& thu duoc tir G bing céch
tich canh k. V&i m&i canh k ta c6-hai cich tich né ra khoi d6
thi (& - trong trudng hop dinh A; va B; tring nhau ching han
thi canh n8i (A;, By) 1a mdt khuyén. Ban doc c6 thé tu khao
. sat céc trudng hop tring nhau khic cé thé xay ra véi bd 4 dinh
A1, As, By va By,

Frink chirng minh k&t qua sau d3y c6 thé sir dung d& chiing
minh dinh I cla Petersen:

Pinh 1i 5.4.2. Cho truée G la mét do thi lién théng déu bdc
3 khéng cd cdu va k la mét canh don cia d6 thi G. Khi dé
mét trong hai d6 thi G¥ hodc G5 la mét db thi lién théng déu

bdc 3 va khéng cd cdu.

Chitng minh. Trudc hét chiing ta chiing minh nhiing khng dinh

sau day:

1) Mét do thi déu bdc 3 khong cd cdu s€ khong cé khuyén.
Digu nay c6 thé thay d& ding, bdi vi mot dd thi déu bic 3

c6 mdt khuyén 13 canh k n3o @4, thi canh k& véi k phai la mgt

cau, mau thuin véi gia thiét cda 1).
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§ 5.4. Thinh 3 bic nhdt trong d5 thi déu béc ba

2) Néu k = (A, B) ld mgt canh cia do thi lién théng G déu
bdc 3 khéng cd cdu, va néu G¥ khong lién théng thi G¥ 6 hai
thanh phan lién thong, mot thanh phin lién théng chita canh
(A1, B1) vd thanh phin lién thong kia chita canh (Aa, By).

Vi (G lién thong nén véi mdi dinh P tly v lubn c6 mbt con
dudng ndi A véi P. Ta chon P khic A vd B. Vi mbi con
duong di tir P t&1 A phai di qua it nhat mdt trong cic dinh
Ay, Az, By, By nén trong G ciing nhur trong G¥ (udn tdn tai mét
con dudrng ndi P véi mdt trong cic dinh Ay, Ay, By, By. Ta
thém canh (A1, A2) vio @5 thi G. Khi @6 @ thi G* thu duoc
li€n théng, vi cic dinh A;, As, By, By lign thng v&i nhau trong
G*. Néu canh (A, A7) ndm trén mdt chu trinh trong G* thi ta
c6 the bé canh (A;, Ay) @8 thu duoc mdt @5 thi lién thong va
do d6 dd thi G¥ 12 d5 thi lién thdng. Trong trudng hop (A1, A;)
la mét cAu cia G* thi A; va Ay ndm trong hai thanh phin khic
nhau cia G khi bd canh (A, Ay) ra khdi G*. Khéng dinh 2)
dugc ching minh.

3) Néu k = (A, B) la mét canh cida d6 thi lién théng G déu
bdc 3 khdng cd cau, thi cde canh (A1, By) va (Az, Bo) khong
thé la cdu cda do thi G¥.

Ta chitng minh khing dinh nay bing phan chitng. Gia sir
(A;, By) la cau trong @5 thi G*. Do G khéng cé ciu, nén canh
- {A, A1) khdng phai 13 cdu va do d6 ton tai mdt dudng di W néi
A véi A; ma khdng @i qua canh (A,A1). Do W din téi A, cho
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Chuong 5. Phan hoach do thi thanh cdc d5 thi déu

nén W phai di qua it nhdt mdt trong cdc dinh A;, B, By. Néu
tir A; doc theo W ta @i qua B truéc cic diém khac trong s6
di€m Aj, B, thi phan dudng cla W tir vi tri A} t&i B; cling
véi canh (A), B1) tao thanh mdt chu trinh trong G¥.

AIX B . ’B‘
«
.
AZ” B Me B,
" Hinh 46

Vi ta gid dinh ring (A,, B,) 13 cau trong G nén didu nay
khéng xdy ra. Do @6 néu di doc W bit d3u tir A téi A thi
truéc hét ta phai gip dinh Ay hoic By. Suy ra ring trong
G* — (AL, By) — (A3, By) ¢ mbt con duding tir A; t6i Ay hodc
tir A, t&i By nhu trong hinh 46 v hinh 47 bigu dién.

™ A
A, (.131
—*5, .’
\ ".
. . -
/\ ‘.i
Ay 2 ®a, .;. B,
Hinh 47
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§ 5.4. Thanh té bdc nhdt trong d6 thi déu bdc ba

Tuong tu, ta ciing 6 két ludn giéng nhu vy d8i v6i B;
la phai ¢6 mét con dudng ndi By véi Ay hodc véi By & trong
dd thi G¥ ~ (A1, By) — (A2, By). Trong m8i trudng hop xay ra
ta ludn c6 mdt con dudng ndi A; v&i B; (cd thé phai 3i qua
canh (A3, Ba) néu cn thi€t) ma khdng can sir dung d&n canh
(A1, B1). Nhur vy canh (A;, B;) khong thé 1a c3u trong @b thi
Gt. Tuong tu thi (Aj, B;) khdng thé 13 ciu trong db th| G¥
duoc. ‘

4) Néu k = (A, B) la mét canh cda d5 thi lién théng G deu
bic 3 khéng 6 cdu, va k* = (P,Q) ld cGu trong d5 thi G¥, thi
mét bo ciia k* chiéa canh (Ay, By), con bo kia thi chita canh
(A‘z, B?)‘

*

Theo 3) thi k* # (A1, B)) va k* # (A3, B;). Do d6 k*
la m&t canh trong @8 thi G§. Do db thi G khéng c6 ciu, canh
k* ndm trong mét chu trinh C ndo d6 & trong G. N&u nhue C
khéng chifa dinh nio trong s8 dinh A}, Ay, By, B, thi C 13 mét
chu trinh trong G* va canh k* n¥m trén né khéng thé 13 Gu
cua d0 thi G¥ duoc.
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Chiong 5. Phdan hoach 0 thi thanh cde do thi déu

Do d4 chu trinh C phai chira it nhit mét dinh cua A;, As,
By, By. Ta gia sir 13 néu b3t dau tir dinh P @i doc trén chu
trinh C va khdng di qua k* ta bit gdp dinh A; trudc tién trong
s6 cac dinh Ay, Ay, By, By (H. 48). N&u ciing di nhu vay trén
C, nhung bit d3u tir Q, thi ta khdng thé gip dinh A, hoic
B, trudc tién trong s8 cic dinh Ay, A, By, By, vi néu khéng,
k* khéng thé 1a ciu trong d5 thi G¥ dugc. Cho nén néu ciing
di nhu v3y trén C, nhung bit d3u tir @, thi ta phai g3p dinh
Ay hodc B trudc tién trong s& cac dinh Ay, Ag, By, Ba. Canh
(Ag, By) va canh (A), By) khéng thé thudc cling mét by d8i véi
cau k* trong G¥ duac.

Gid st G 13 d3 thi lién thdng d8u bic 3 khéng ¢ ciu va
k = (A, B) 1 mét canh clia G. Theo 3), trong G¥ tdn tai mét
chu trinh Cy chita canh (A;, B;) va m&t chu trinh C; chita canh
(As, B2). Ta khing dinh rang:
5) Néuw G khéng lién thong hodc cd cau, thi cde chu trinh Cy
va Cy khong cé dinh chung.

RS rang néu G¥ khéng lién théng thi Cy va C; n3m trong
cac thanh phin lién théng khic nhau clia G¥ theo 2). Con néu
G 6 ciu k* nao d6 thi C; vd C ndm vé& cic bo khic nhau

chia c3u k* trong G* va ciing khdng thé ¢ dinh chung duoc.

Luu ¥ ring cic khing dinh 2), 3), 4) va 5) ciing ding mot
cdch tuong tu cho d8 thi G§.
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§ 5.4. Thanh té bdc nhat trong do thi déu bdc ba

6) Néu Gt khong lién théng hodc ¢d ciu thi G5 lién thong va

khong cé cau.

Ta c6 thé thay thé cic canh (A;, B;) va (A, By) béi céc
canh (A;, B2) va (A3, B1). Nhu thé phan con lai cta cic chy
trinh Cy v3 C; cung véi hai canh thém vio ndy sé tao nén mét
chu trinh C trong 88 thi G5. N&u nhu G% khéng lién théng holic
- ¢6 cdu thi véi mGi cdp hai chu trinh C] chira canh (A;, By) va
C% chita canh (Ay, By),céc chu trinh ndy khéng 6 dinh chung
trong @5 thi G5 nhu 33 ching minh trong 5) (H. 49).

Hinh 49

Nhung ta c6 th& chon C' = C} = C} va do d6 theo ménh -

dé tuong tu nhu 5) cho @6 thi G5 thi C khéng cé dinh chung
v6i C {5 diéu v6 li. M3u thudn ndy két thic chitng minh cla
dinh If Erink. o

B3y gio chiing ta khao st mdt dd thi G déu bac 3 cé mot

thanh t& bac nhit. Trong cdc phin tiép theo ta t& mau cdc canh
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Chuong 5. Phin hoach do thy thanh cdc do thi déu

ctia thanh t8 bac nhit nay b&i mau do va céc canh khéng thudc
thanh t8 bic nhat ndy boi mau xanh. RS rang |3 cdc canh mau
xanh 13p thanh cic chu trinh khéng ¢é dinh chung véi nhau ma
ta van goi 1a mét thanh t& bic hai. Nhu vay 86 thi G duoc phan
tich thanh tich clia mét thanh t8 bic nhit v3 mét thanh t8 bac
hai. M&8i dinh cla d% thi G k& véi ding mdt canh d6 va hai
canh xanh. Mét chu trinh C cia G duoc goi la dan mdu né€u
nhir cic canh k& nhau cda C khdc mau nhau. Néu ta d8i mau
tit ca cdc canh cla mdt chu trinh dan miu xanh thanh do6 va do
thanh xanh, thi ta s& thu duoc mét thanh t8 bic nhit méi gdm
t4t ci cdc canh mau d6. Cic canh xanh v d6 méi ady cho ta
mdt cich phin tich khic clia G thanh tich clia mét thanh t8 bac
nh3t va mdt thanh t& bic hai. D& chirng minh dinh |7 Petersen,

ta can phai chitng minh dinh [i ti€p theo:

Pinh Ii 5.4.3. Néu mdt do thi G déu bdc 3 khdng c¢d cdu
dirge phan tich thanh tich cia mét thanh t6 bic nhdt va mét
thanh td" bdc hai thi moi canh cia G ndm trén mét chu trinh

dan mau.

Chatng minh. Ta chirng minh bing phan ching. Gia sir ring ton
tai do thi déu bac ba khdng ¢é cdu phan tich duoc thanh tich
cua thanh t& bic nhat vd mdt thanh t& bac hai nhung <6 chia
nhirng canh khéng nam trén chu trinh dan mau nao ca, trong s&
nhitng d6 thi nhur vy gia sir G |3 d5 thi it dinh nhat khéng thoa
man dinh Ii ciia ta. R rang khi d6 G lién thdng do gia thi€t vé
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§ 5.4. Thanh td bdc nhdt trong do thi déu bdc ba

s8 it nh3t cdc dinh cia G. Tiép d6 ta khing dinh r3ng G 1 d5
thi don.

B - B D oD
B
|
C _ |
A
A C e

Hinh 50

That vdy, do G khéng ¢ ciu cho nén nhu d3 biét G khéng
c6 khuyén. Gia str ring G ¢6 mdt canh kép (A, B) (H. 50) va
C va D 13 céc lang giéng k& v&i A va B boi canh thit ba.

i 4l

IIinh 51

VnMath.Com

NEu nhr A = C va B = D thi G 13 dd thj c6 ddng hai dinh
A vd B va ba canh kép néi hai dinh nay véi nhau. Khi dé o
rang G thoa man dinh lf cha ta, v6 |i. Doviy A2 Cva B #D.
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Chirong 5. Phdn hoach d0 thi thanh cdc do thi déu

Trudmg hop C = D ciing khéng thé xay ra, vi néu thé thi

canh thi ba cua C 13 cdu trong G, v Ii.,

Do d6 cic dinh 4, B, C va D d6i mét khac nhau, Ta cé thé
bo dinh A v B va n8i C véi D béi mdt canh thay the. Bang
cich @6 ta thu dugc mét 35 thi méi G* ¢6 it dinh hon G.

Vi d5 thi G* ta c6 thé chuyén t& mau clia G sang G*
mdt cich tuong dng nhu trong hinh 51. Luu y r3ng 13 rang G*
khéng 6 ciu, do G khéng ¢é cdu. Do su t8i thi€u cla G, dd
thi G* théa min dinh i 5.4.3 v m8i canh clia G* ndm trén mdt

chu trinh dan mau.

Hinh 52

D& dang kidm tra trén hinh 52 ring mdi canh cla G n3m
trén mdt chu trinh dan mau tuong Gng, mau thuan véi digu ma
ta gia thiét. Vay G khéng cé canh kép va do d6 I3 dd thi don.

Ta khing dinh ring G khong cé mdt tam gidc véi mét canh
td d6. Thit viy, nfu G cé mdt tam gidc A véi mét canh do,
thi ta ¢6 thé thu nho tam gidc A nay thinh mét dinh duy nhat.
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§ 5.4. Thanh té bdc nhdt trong do thi déu bdc ba

D8 thi G* thu dugc boi cidch d6 ¢ cic canh t6 do I3p thanh
mdt thanh t& bic nhat va rd rang |a khong cé cAu. Do G* ¢ it
dinh hon G, cho nén mdi canh ctia G* nim trén mdt chu trinh
dan mau. Ta kiém tra d& ding ring diéu ndy ciing duoc thoa
man cho m&i dinh clia G, m3u thuin véi gia thi€t ban d5u cla

ta. Do vay G khong cé tam gidc nao cé mét canh mau do ca.

Bay gid ta ching to r3ng mdi canh cla G n3m trén mét
chu trinh dan mau. Truéc tién ta chitng minh digu nay cho canh
xanh. Gia sir k* = (A;,C) |2 mdt canh mau xanh tly y. Canh
xanh thi hai xudt phat tir Ay duoc ki hiéu 12 (A5, A). Canh
xanh con lai k& véi A dugc ki hidu 13 (A, A1) va canh dd xu3t
phét tir A duoc ki hidu 13 (A, B). Cic canh xanh cua B duoc
ki hidu 13 (B, B.) va (B, By) (H. 53).

Hinh 53

Vi G 13 d6 thi don v3 khdng ¢ tam gidc nao ¢ mdt canh
d6, cho nén cic dinh A, B, A, Ag, By va By d8i mot phan biét.
Ngoai ra ciing cé the thiy d& dang 13 B £ C.
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Chuong 5. Phdn hoach d0 thi thanh cdc do tht deéu

By gid ta tich canh k = (A, B) nhu cich vin 1am @& thu
duoc hojc 36 thj G¥ hodc G% d8u bic 3 va khéng cé cau. Gia sir
khéng mat tinh t8ng quat ring G¥ 13 5 thi lién thdng d8u bic 3
khéng c6 cau. Trong @0 thi G¥ ta t6 mau cic canh (A,, B)) va
(Az, Bz) miu xanh, cdn cic canh cii 88 nguyén mau. D thi G%
r5 rang c¢6 cac canh mau do I3p thanh mdt thanh t8 bic nhat.
Do G% c6 it dinh hon G, cho nén k* ndm trén mdt chu trinh dan
mau C nao 6. Vi (A3,C) va (A, B2) |a cdc canh mau xanh,
cho nén (A, By) khong ndm trén C. Néu C khéng chifa canh
(Ay, By) thi chu trinh C ciing |2 chu trinh dan mau trong G¥.

Néu C chida canh (A), B)) thi ta thay th& canh ndy boi
(A1,A), (A, B) va (B, B;), va ta thu duoc mét chu trinh dan
mau trong G chira canh & da chon.

B3y gid ta ching minh ring mbi canh 86 k = (A, B) tly y.

cling n3m trén mét chu trinh dan mau ndo d6. Goi canh xanh
xudt phét tir A 1a k*. Ta bigt ring canh ndy phai ndm trén mot
chu trinh C dan mau nao 84. R3 rang C ciing phai chita canh
k, vi cic canh cia C dan mau xanh do véi nhau. Viy tém lai la
mdi canh cia G nam trén mot chu trinh dan mau nao d6, mau

thuin véi gia thiét ban d3u v& G. Dinh Ii duoc chimg minh. &

Bay gitr ta chdng minh dinh I Petersen nhu sau:

Chitng minh. Ta ching minh bing phan ching. Gia st dinh [
Pertersen khong ding.
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§ 5.4. Thanh t6 bac nhdt trong do thi déu bic ba

Khi d6 ton tai nhitng d5 thi deu bic 3 khéng ¢é ciu va
khéng cé thanh t8 bic nhit. Trong nhitng do thi nhu vy xét
G |3 d3 thi déu bic 3 khéng c6 cau va khdng cé thanh t8 bic
nhit véi s8 canh it nhit. Do sur t8i thiéu cla G, nén 15 rang 13
G phai 13 35 thi lién théng.

A A, A Az A Ay
o x| 4 dl |4
B B B B, B, B,
M 7 o)
Hinh 54

Ngoai ra G phai ¢6 mét canh don k = (A, B) n3o @6, néu
khéng thi G chi ¢ céc canh kép va do G 13 d5 thi déu bac 3,
cho nén G c6 ding 2 dinh A vd B va 3 canh ndi A véi B ma
thdi. Trong trudng hop ndy ta sé chi ra dugc d& dang ring G

cé thanh t8 bic nhit, mau thuln véi gia sir ban dau v G.

Khong mat tinh téng quat gia sir ring do thi G¥ 13 dd thi
d&u bic 3 lién thdng va khéng cé cau. Do G* ¢é it canh hon G,
cho nén G¥* c6 mdt thanh t8, va ta t& mau cic canh cua thanh
t8 bac nhat cda G* d6 va cdc canh con lai mau xanh. Mau cua
canh (A}, By) va (A, By) méi thém vao cua G¥ c6 thé c6 ba

tinh hudng nhu duoc trinh bay trong hinh 54.
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Chuong 5. Phan hoach dd thi thanh cdc do thi déu

Trong trudng hop a) va b) (xem hinh 54) thi ta c6 cich t&
mau cac canh chua ¢é mau cla d6 thi G nhu trong hinh 55. RS
rang khi d6 cic canh d6 trong dd thi G 13p thanh mét thanh t&

bac nhit.

Hinh 55

Trong trudng hgp ) (H. 54) con lai (hai canh (A;, By) va
(As, By) dBu mau d9), ta dua trudng hop ndy vE trugng hop a)

hodc b) bing cich sau: Do G¥ lién thong d8u bic 3 va c6 thanh -

t8 bic nh3t, cho nén m8i canh cla né nim trén mdt chu trinh
dan mau ndo d6. Nhu vay canh d6 (4,, By) ndm trén mdt chu
trinh C dan mau ndo d6 ma bing cich d8i mau cic canh cla C
tr 36 thanh xanh va xanh thanh d6, ta thu duoc mét thanh t8

bic nhat méi cua G¥ ma trong d6 canh (A4,, B1) mau xanh.

Véi cich td mau méi ndy ta cd hodc truding hop a) hodc
trudng hop b) 13 cic trudng hop d3 dugc gidi quyét. Viy G
ludn cé mét thanh t8 bic nhit 13 dieu mau thuin véi gia dinh

ban d3u vé G. Dinh |i dvoc chitng minh xong. ¢
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§ 5.4. Thanh 6 bdc nhdt trong d5 thi déu bdc ba
BAI TAP

> 5.4.1. Chitng minh do thi Petersen khong thé phin tich
dugc thanh tich cia 3 thanh t6 bdc nhdt.

> 5.4.2. Chitng minh rdng di€u kién cén va did dé mot do
thi G déu bdc 3 6 thé phdn tich thanh tich cia 3 thanh t§
bdc nhdt khi va chi khi G phdn tich duogc thanh tich cda mét
thanh td bdc nhdt véi mét thanh t6 bdc hai md dé dai mdi
chu trinh cia né la mét 6 chdn.

> 5.4.3. Chitng minh rang do6 thi déu bdc 3 ¢ 6 dinh phdn
tich duoc thanh tich cua ba thanh t6 bdc 1.

> 5.4.4. Chitng minh mdi dd thy lién théng déu bdc 3 ma tdt
¢d cdc cdu cia nd ndm trén mét duong di ndo dé cd thanh
t¢ bdc nhdt.
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Chuong 6

Loi giai

>1.1.1 M={2nneN,n>0}.
>1.1.2 M= {(a,y)ly € R}.
> 1.2.1

' v
N P\ Ta bidu thi t4p hop céc em thi
‘P cadc mon toin, vin va ngoal ngu
b - béi T, V va N. Cac tap hop ndy
duoc bidu dién trén mét phing bai
cac duong khép kin.
Hinh 56

Trong bigu db trong hinh 56 ta dién cac sé liéu di cho
va tinh dwoc d& dang céc s tuwong mg trong cc mién duge

chia. T'dng s6 hoc sinh tham gia ki thi hoc sinh gidi 13 32 em.

>1.2.2 Céc tap con cia X 13 9, {3}, {-5}, {v2}, {3,-5},
{3,v2}, {-5,v2} va X.

> 1.2.3 S8 tap con hai phin tif cia X 13 (5).

>1.3.1 Ta chitng minh ding thc
(AnB)uUC =(AUC)N(BUC),
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Chuong 6. Loi gidi

cdc dang thie khic dwoc ching minh twong ty. DE ching
minh diéu nay ta chitng minh

(ANB)UC C (AUC)N(BUC), (1)
va :
(ANB)UC D (AUC)N(BUC). (2)
Dé chirng minh (1) ta xét = € (ANB) UC tiy 3. Khi d6 hoic
T € (AN B) hodc r € C. Dé thiy trong cd hai treong hop ta
deu cé z € (AUC) N (BUC), va do dé ta c6 (1). Tuong tu
nhu vy ta cé (2).

> 1.3.2 S8 phan ti can tinh 1a nm.

> 1.3.3

Hinh 57
Xét hinh chir nhat ¢6 kich thudc 2 x 8 6 vusng (H. 57).

Do ¢6 9 ¢4t tat ca cho nén cb 2 c6t ma cic dinh dwoc t6
mau giong hét nhau, vi trén méi ¢ét ¢ nhieu nhat 2% céch
to mau khdc nhau (moi dinh cé 2 cdch t6 mau va ¢ 3 dinh
trén moi ¢ot). Trén hai cdt cé cich t6 miu gidng hét nhau
nay phai ¢é hai dinh duge t6 cling mau xanh hoac dd theo
nguyén tac Dirichlet. Hai dinh dwoc t6 cing mau nay ciing
hai dinh twong dng véi né trén cot kia lap thanh hinh chit

nhéat ¢6 4 dinh cling mau.
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Chuong 6. Lot gidi

> 1.3.4
y Xét tinh chén 1é cia toa
d6 ctia mdi di€m cé hai
toa do nguyén, ta thay chi
O * c6 tdt cd 2 x 2 = 4 kha
nang phan biét (H. 58).
Hinh 58 |

Vay trong 5 di€m c6 cd hai toa d6 déu ]a s6 nguyén ludén
ton tai 2 diém ma toa dd cla ching cé cing tinh chin 1&, suy
ra trung diém cta hai di€m niy cé toa d6 nguyén.
> 1.5.1 Cé thé coi B = {0;1}. Ta cho img moi 4nh xa f tir
A vao B vé&i tap cdc tao anh clda 1. DE thay phép tuong ing
ndy la song 4nh. VAy s& 4nh xa can tim 13 85 tép con cda A,
nhu da biét 1a 2™.

> 1.6.1
% Anh xa can tim dwgc xay dung
§ x B . , . -
? = bang phuong phap hinh hoc. De
N VA thay rang tich cdc phép anh xa 1-1
o " (song 4nh) ciing 12 dnh xa 1-1.
Hinh 59

Bing tich cac phép chifu ta ¢ dwge song anh cin tim.
Chon doan thing AB c6 d6 dai 1 va bi€u thi anh xa nhw
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Chuong 6. Lot gidi

trong hinh 59. Anh xa nay rd rang la 4nh xa 1-1. Ta c6 thé

. T
tinh dugc dang chinh tic cdané 1a f(z) = ————,
yc dang @) = =

> 1.6.2 Gid st M = {z1;22;...;Zm}. Xét 4nh xa cho tng
mbi t4p con M cla M véi mot day (a1, aq, ..., an) v6i

@ = 1 e M
v 0 :B,'¢M.

Su tuong (ng nay ro rang 13 mdt song 4nh, vi vay ta cé s
cdc phan ti cda P(M) l1a 2™,
> 1.6.3 Ta ching minh phdn ching. Gid s ton tai song
anh f: M — P(M). Dit

My = {z]z ¢ f(2)}.
Goi o 12 tao 4nh cda My: f(zo) = Mp. Khi d6 ta thdy hai
gid thiét zq € My hay z¢ ¢ Mp déu din dén vo 1.

> 1.7.1

Hinh 60
Ta chiing minh céng thic truy hoi:
Sn+1 =5+ (’n + 1).
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Chuong 6. Lot gidi

That vay, n dudmg thing da cho cdt dudng thing thit n+ 1
tai n giao diém. Céac diém cdt nay chia dudng thing thi
n 4+ 1 thanh n 4+ 1 doan th:%ng hodc tia. M6i khodng (doan
thang hoidc tia) ndy chia mién chita né thanh hai mién, cho
nén s mién ting 1én dung » + 1 (H. 60). Céng thitc truy hai
duoc chitng minh.

Do dé ta cé 86 mién chn tinh la;

Sn=n+ Sp_1

=n+n—-1)+..+2+2
_ n{n+1)

1.
5 +

>1.7.2  Ap dung két qua bai toan trén, ta biét s§ phin mat
phing thu duwge la ”(ﬂ—;'ll +1. Bay gitr ta dem phd mit phing
bédi mot hinh tron dd 16n sao cho hinh tron nay phu tat ca
cac da gidc thu duge. S8 dudmg cho truédc 13 n, ching cit

hinh tron va ta thu dugce 2n tia xuat phét tir ching, nhu la

tia nang mit troi trong hinh vé cla cic em nhd. S6 phan (1a

nhitng hinh khong bi chin) thu dwoc & ngoai hinh tron lén
nay va 2n tia la 2n. Vay s6 da gisc 1oi cla ta la 2% 41— op,

> 1.7.3 Chirng minh khing dinh cia bai todn bing plurong
phap quy nap theo n.

Véin = 1 két ludn clia baj todn hién nhién ding.
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Chuong 6. Lot gidi

Gia st két ludn cia bai todn ding cho n— 1, tirc 13 trong
n s6 cia tap hop {1;2;...;2(n — 1)} ludn c6 2 s8 1a bdi cla
nhau. Bay gi¢ ta sé chitng minh rdng khing dinh cda bai
todn ciing ding cho n. Ta chitng minh bang phdn ching.

Gia sir ngirgc lai rang ton tai mot tap con cé n+1 56 cla
tap hop {1;2;...;2n}, ma ta ki hiéu 12 X. Ta ching td tir tip
hop X 1udn c¢6 thé thu diroc mét tap con X’ gom n phin ti
“cia {1;2;...;2(n — 1)} sao cho trong X’ khong cé 2 s8 13 boi
cia nhau. Ta xét nhitng truomg hop cé thé xdy ra:

1) X khéng chita 2n — 1 va 2n.

Trong trudmg hop nay ta bd di mot s tuy y trong X
va thu duoc tap hop X' 1a mét tdp con ¢é6 n phan tir cia
{1;2;...;2(n — 1)} va khong chita 2 s8 ndo 1a bdi cia nhau,

2) X chita 2n — 1 va khéng chia 2n.

Trong triuong hop nay ta thu duge tap hop X' tit X
bang cach bd di phan ti 2n — 1.

3) X khdng chita 2n — 1 nhung chira 2n.

Trong trudng hop nay ta bd di 2n va thu duoce tir X tép
X'.
4) X chtta 2n — 1 va 2n.
Do trong X khong cé 2 s ndo 1a bdi cda nhau, cho nén

X khéng chita uéc s nao cia n. Bd di tir tip hop X céc s6
2n va 2n-— 1 va thém vao tidp thu dugce sé n, ta thu dugce tap
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Chuong 6. Loi gidi

hop X' 13 mét tap con ¢6 n phin ti cla {1;2;..;2(n—1)} va

khéng chita 2 s6 nao 1a bdi cia nhau.

Trong ca bon trudmg hgp xdy ra, ludn toén tai tip hop X/
la mot tap con c¢6 » phan tir cia {1;2;...;2(n — 1)} va khong
chita 2 s6 nao 14 boi cia nhau. Diéu ndy mau thuin véi gid
thiét quy nap, cho nén didu ta gid st 1a sai, khdng dinh bai
toan duge chirng minh.

> 1.7.4 Hién nhién ta c6 bat ddng thirc

P1P2---Pn + 12 Pria.

Do 46 khi chiriig minh quy nap, ta d& dang suy ra duoc két
luAn cda baj todn.

> 2.2.1 1) D5 thi bi€u dién su quen biét gifta n ngwdi vai
nhau 14 do thi don (gitta hai dinh ¢6 khong qua mét canh) va
v6 huémg (canh khong cé hudng).

2) D5 thi bieu didn dwong giao théng ndi n thinh phd 1a dd
thi vd huéng nhung c6 thé khéng phai 1a d6 thi don.

3) Db thi biéu dién dudng phé va n nga 6w ¢6 thé c6 hudng
va cb thé khéng phdi db thi don .

> 2.3.1 Téng cac bac cla cic dinh trong G gip d6i s6 canh

ctia G vi trong téng nay mdi canh duge tinh 2 lan.

> 2.3.2 Do téng céc bac cla cac dinh trong G 14 s8 chin

theo bai trén nén s cac dinh bac 18 14 s chin.
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Chuong 6. Loi gidi

> 2.3.3

Hinh 61

- Taxay dung mot d6 thicé cac
dinh 1&4 mit cita khéi da dién 16i va
hai dinh cda 46 thi nay dugc néi
bdi mét canh néu hai mat tu:o:ng

ng cé chung canh.

Khi d6 theo bai trén sd dinh 1& cta 45 thi nay 1a s8 chén,
nén sd mit c6 18 dinh cda khéi da dién 16i cho truéde 1A s6

chin (H. 61).

> 2.3.4 Gia st 46 thi ¢6 n dinh vad bic cda ching la

n—12a 2 ay > ..

> a, > 0. Néua; (i = 1,2,...,n)

déi mdt khac nhau thi ta phdicé a; =i—1 (i = 1,2,...,n),

v6 li, vi dinh ¢6 bic a, = n — 1 phdi dugc ndi véi tdt cd céac.

dinh khéc va do d6 a; # 0.

> 2.3.5

Do s6 dinh bic )& cida mét do6
thi tudn 13 s chiin, cho nén n phai

13 s6 chin. Néu dd thi 13 do thi

déu bac 3 thin > 4.
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Chuong 6. Lot gidi

Nguoc lai, néu n chan va n > 4, ta s& xdy dung mot do

thi don va deu bac 3 nhu sau.

Ta ldy n diém trén mot dwomg tron. Ta ndi cdc dinh d8i
dién bdng mot canh. Bing céch d6 ta thu duge mot do thi
déu béc 3 va 1a d6 thi don nhar hinh 62 bidu dién.

.pl :
Gp] Pnyg
[ — ]

G3 Gn+1

- 2.3.6

. Hinh 63
Ta xdy dung mét diy cic do thi G, thda man yéu ciu
dau bai nhu sau (IH. 63).

Voin = 3, d6 thi G3 ¢6 3 dinh Py, P> vd P3 v&i mot
canh duy nhat va G, 41 = Gy * { P11} duoe xdy dung tir G,
bang cach thém vao mdt dinh méi P,y vi cic canh ndi né
vl tat cd cac dinh cda G,. D& thay ring khi dé do thi G,
coO bac la

0=d(P) <d(P) =d(P3) <d(P) <..<d(P,)=n-1,
va hién nhién thda man yéu ciu diu bai.

> 3.1.1 Neéu P = @ thi khang dinh 14 hién nhién. Né&u
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P # Q thi canh mdi ndy va con dudng ndi P véi Q trong ciy

da cho sé tao nén chu trinh.

Gi& st ta thu dugc khong phai mot ma hai chu trinh, thi
r rang 1 chiing phai chita canh méi thém vao. Béng céch bd
canh md&i nay di, thi phin con lai cda hai chu trinh nay cho

ta hai dudng khédc nhau ndi P véi @ trong cay da cho, vé li.
> 8.1.2 Néu dy, dy, ..., d, 13 bic cia cac dinh cda cia mot
cidy n dinh thi E d; = 2n — 2, do cay c6 diing n — 1 canh.

i=1
Nguoec lai, ta chttng minh bing quy nap theo n ring néu

> " d; =2n— 2 thi luén ton tai mot cay ¢ n dinh véi bic cic

=]
dinh 1& dy, dy, ..., do.

V&in = 1 khang dinh hién nhién diing.

Gia stt v&i mdi bd n s8 tu nhién dy, da, ..., d,, ludn ton
tai mot cdy G, c¢6 n dinh sao cho di, dp, ..., dn 14 béc céc
dinh cta G,,.

Xét mot bo n+ 1 sd tu nhién dy, dy, ..., dn, dpyy VOL

n+1
E d; = 2n. DE tién chitng minh ta cé thé gid st khong mét
=1
tinh t6ng quat ring d; > dp > ... 2 dp 2 dnp.
n+1
Do 3 di = n, ta c6 dnyy = 1 vh dy > 2. Xét ddy

t==1
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di=dy~1,d;=d; (Vi>2). Tacé ) d;=2n~2 Theogid
=1 -

thi€t quy nap ton tai mot cay G, gom n dinh va ¢6 cdc dinb
Py, ..., P, véi F; c6 bac 1a d]. Ta thém vao G, dinh P,y va
canh noi P; vai P,.;. D6 thi thu duge 13 db thi lién thong
cd n+1 dinh va n canh 13 mot ciay. C6 thé dé dang kiém tra
thay bac cia dinh P; 13 d;.

> 3.1.3

Hinh 64
Ton tai. Do thi diy dd Ky (H. 64) ¢6 hai cdy biu dién
khong ¢é canh chung.

>3.1.4

Nl

TN Y

Hinh 65
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Bing phuong phap bd din cic canh nidm trén cdc chu
trinh, ta thu duge mét cdy biéu dién cila dd thi da cho. Do
cay biéu dién c¢é n — 1 canh va d8 thi ban dau c6 ! canh, cho
nén sau [ — n + 1 budc ta thu dirge ciy biéu dign. Céc canh
duoc chon ¢6 tinh chit 13 chu trinh tiy ¥ chita it nhat mot
trong cdc canh nay (H. 65).

>3.1.5 Cid st rang W’ 1a mét con dudng tuy ¥ trong G. Ta
xét mdt con dudrng W* nhitu canh nhit c6 thé chita W'. Dé
thay rang cac dinh ddu va cudi cda W* 1a dinh treo. Trong
G* hai con dudmg W vd W* déu bi xén di ding hai dinh dau
va cudi cda ching. Tir d6 suy ra, phan con lai cda W trong

G c6 s3 canh khéng {t hon phan con lai cda W' trong G*.

>3.1.6 Tir cay G ban dau ta bd di tit ca cdc dinh treo cla
né dé thu duoc cay méi By. Tir cdy B; ta bd di tit cd dinh
treo clia né va thu duoc cdy By, ... Qua trinh két thic khi
ta thu dwge cay By ¢6 mdt dinh duy nhét hodic mét canh duy
nhat (H. 66).

Hinh 66
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Theo bai trén, trong mdi cdy méi thu duoc, mot con
dudmg dai nhat van s& 13 con dudng dai nhit trong cdy méi
thu duge. Va do d6 cic con dudng cé nhigu canh nhit s8
chita canh hodc dinh duy nhdt cda cidy Bi nay.

- 3.1.7

#H ]H
e

>,
<

Hinh 67

Db thi G bi€u dién cong thirc héa hoc 13 db thi lién thong,
Ta chi cén chitng t& G khong cé chu trinh 13 dd (H. 67). Gid
sir nguoc lai 13 G ¢6 mét chu trinh C. Do hydré chi c6 hoa
tri 1, cho nén céc dinh ndm trén C 13 cic nguyén t cacbon.
Xét cay bieu din B cia G. Ta c6 thé thém cic dinh méi vao
G va ndi ching véi cac dinh cda G sao cho céc dinh cia G
¢6 bac nhu cil trong G va cdc dinh méi thém vao chi ¢6 bic
1. Khi nay do thi B* thu duoc rd rang 14 mét cay, vi né lién
théng va khong ¢6 chu trinh. B4 hét dinh treo cda B*, ta thu
duge ciy véi n dinh, 14 bi€u dién cda » nguyén tit cacbon.
Tdng héa tri cia né 1a 4n, con téng cic canh cla cay nay la
2n—2, chonén 5 cdc dinh treo cia B* 13 4n—(2n—2) = 2n+2.
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Do (¢ ¢6 it nhat mét chu trinh, cho nén B ¢6 it hon G it nhat
mét canh, hay 1a ta phai thém vao it nhat mét dinh méi. Vay
56 dinh treo ban dau cia G - s6 cac nguyén t hydrd - it hon
2n+ 2, vo li. Vay G khong co chu trinh, tirc la mot cay.

>3.1.8 D& thiy khi a6 dd thi 1a dd thi don, vi khuyén va
canh kép khong thé 1a cau. Ngoai ra do thi da cho khéng c6
chu trinh, vi khéng ¢6 cAu nao nim trén chu trinh cd. Vay do

thi cho trudc la mot cay.

> 3.2.1 Do khong cé chu trinh, nén do thi da cho 1a mot
bui. Goi ¢ la 58 thanh phan cia né thi bui ¢é n — ¢ canh. Suy

ra ¢ = 1 do bui ¢6 n — 1 canh, vy do thi 1a mgt cay.

> 3.2.2  Ap dung thuit todn bd din céc canh ndm trén chu
trinh d& thu duoc mot cdy biéu dién cda d6 thi cho trude,
ta ¢6 nhéan xét 13 trén mot chu trinh luén ¢é mét canh khoéng
thudc bui B, néu khong B sé c6 mot chu trinh 13 dieu vé li.
Nhur vay khi chon canh nim trén chu trinh d€ loai di, ta luén
c6 thé chon canh khong thube B, va cay bi€u dién thu dwgc
clia do thi da cho s& chira B.

> 3.2.3  Goi ¢la s§ thanh phin lién théng cia do thi da cho.
Cay biu dién clia cc thanh phan lién thong cia dd thi cho
trude hop thanh mét bui ¢ n dinh, do d6 ¢6 n— ¢ canh. Ta

c6i>n—cvadodéczmn~1
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> 3.3.1

Hinh 68

Khéang dinh cda bai toadn khéng chi diing cho cay tdi wu
ma con ding cho cay tuy y. Gid st k 14 mét ciu cla d6 thi
cho truée thi & 14 con dudng duy nhat ndi hai dinh cia né.
Trong ciy biéu dién B cia d6 thi chiing ta biét ring hai dinh
nay duoc néi véi nhau bdi mdt con dudmg W nao dé. Purong
nhién W cling 1a con dudng ndi hai dinh cia k trong d6 thi
cho trude. Suy ra W trung véi k. Vay k thuoe B (H. 68).

> 3.3.2 Trudc hét ta chimg td G khéng cé chu trinh. Gid
st nguoc lai 14 G ¢6 mot chu trinh X nao dé.

D Khéng mét tinh tdng quat gid st
e ™\, ABla canh c6 db dai 16n nhdt trong
A ; tdt cd cac canh cla K. Goi C va D 1a

\ . hai dinh k& véi A va B trong sé cac dinh
¢ thude XC.
Hinh 69
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Ta ¢6 AB > AC va AB > BD. Theo cach ndi cac dinh
cda ta: moi dinh chi néi véi dinh gan nd nhat, thi canh AB
khong thé dwee néi, vo H (H.69).

A
g
P Ag
Ag
P Aj
A4
Hinh 70

Bay gitr ta chitng minh rang cdc dlnh cda dé thi khong cé
bac khong nhé hon 6. Thue vay gid st ¢6 P ¢6 bac d(P) > 6,
va 6 lang giéng cia P 1a A), As, ..., Ag dwgce bo tri trén mat
phing theo chidu kim déng ho, khéng mat tinh téng quat gid
st A, 1a diém gan P nhat (H. 70).

Nhu vay trong cdc tam giac A;PA;4 (1=2,3,4,5) ta cb
A;A;y1 1o canh dai nhdt, do P la di€m gan véi A; nhit. Trong
tam gidc AgPA; va A) PA; canh AgA; va A A ciing la canh
dai nhat, do AgP < AgA, vi A\ P < AgP (A gan P nhdt),
va cling twong tr nhu vay la AsP < ApA; va A\ P < AgP.
Do d6, A;PA;;, > 60°. Ta ¢6 tdng cac goc quanh P 1én hon
360°, 1a diéu khong the xdy ra.
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| - 3.3.3

Hinh 71
Béing thuat toin x4c dinh cay tdi wu ching ta cé thé

nhanh chéng x4c dinh duroe moét cay téi wu (H. 71).

> 3.3.4 Ta phdi chitng minh rang cdy biéu dién téi wu cia

do thi K, khong cé hai canh ndo cit nhau.

VnMath.Com

Hinh 72

Ta ching minh bing phén ching. Gid sit nguoc lai ring
cay biéu dién t&i wu B ¢ hai canh AB cit CD (H. 72). B
AB, B — {AB} c6 hai thanh phin lién théng, va sau khi b
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CD, &b thi B—{AB,CD} c6 ba thanh phan lién théng. Theo
nguyén 1 Dirichlet thi hai trong bdn dinh A, B,C, D, khong
méat tinh tong quat gid st 1a B va D, thude cling mét thanh
phin lién thong, Khi d6 B* = B — {AB,CD}U{AD, BC} 1a
do thi lién thong.

Do B* 13 dd thi lién thong c¢6 n dinh va ding n — 1 canh,
cho nén B* 13 mot ciy. Mit khic do AB cit CD cho nén
AB+CD > AD + BC, B* ¢4 d6 dai nhd hon B, trai v6i gid
thiét B la cay toi wu.
> 3.3.5 Ta ching minh c6 ding n™? cdy khédc nhau véi cac
dinh 1, 2, ..., n. Do bai toan hién nhién ding cho truong hop

n =1 van = 2, cho nén ta ching minh cho n > 3.

Trudc hét ta chi ra mét cich tuong (ng mdt cdy c6 n

dinh nhu vay voi mot bd (41,42, - Jn-2)-

Hinh 73

Trong ciy d3 cho luén cé dinh treo. Trong tit cd dinh
treo, chon dinh cé chi s& nhé nhat, ki hiéu 14 4; va canh duy
nhit k& né 1a (i1, j;). Bo dinh ¢, va ta lai tim tit ca dinh treo

ctia cay mdi tao thanh mét dinh treo ¢é chi s8 i3 nhéd nhat va
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canh (ig, j2) cta né. Trong budc k ta c6 dinh treo g véi chi
$6 ix nhd nhatl va canh (ik, ji) ndi né. Cif theé, sau n—2 buwde

ta thu duoce bd (41, ..., Jn—2) va mot cay cé ding mét canh.

Chéng han cay c6 8 dinh trong hinh 73 dwgce cho twong

\rng véi bo (8,5,2,7,3,5).

Theo céch tuong ng nay, bd (J1, 2, ..., jn—2) dugc Xéc
dinh duy nhat. DE thdy phép Ung mot cay véi mot bo
(1,92, --s jn—2) 15 phép song anh, tir bd (71,72, ..y jn-2) cho
trede ta xay dung cay tuong frﬁg véi no.

Cho trude bd (51, ja, .-y jn—2). RO tang chi s6 i, khong
thude {ji;72; -} Jn—2} va la s nhé nhét trong tap
{1;2..5n} — {413 d2s i G2}y
do s8 k nao d6 nhé hon né va duge gin véi 2 dinh treo chi s6

a) < ay & duoc lay vao trong bo {j1;72; .. jn—2}. Nhu vay
i1 =min{l; 2 ..;n} — {ji;d2; i Fn-2}-
Tuong tu nhu vay
ig = min{l; 2;...;n} — {&1; 72; o Fn—2}-
Vachomoit <n—2taco
i = min{1;2; ...;n} — {d1599; . 915 Jes s Fn—2 )
Cay cta ta sé& phai ¢6 cde dinh 1, 2, ..., 1 va céc canh (44, j1),

(?-'Qr.jQ)J ey (in—-Q;jn—Q) va CE_j.Ilh (in—-l:’in)a i day ?:n-l va i’n
13 hai dinh duy nhét cia tap {1;2;...;n} — {31;82; ...} tn—2}
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P thi G thu durogc theo ciach xay dyng nay 1a d6 thi don
¢6 n dinh vad » — 1 canh. D& chiing minh ring G 13 mot cay,

ta chi ¢&n chitng minh né khong ¢6 chu trinh 13 dd.

Gia st nguoc lai 1a G ¢6 mot chu trinh K. Ta thém chiéu
mdi canh theo chigu (34,7:), vd (tn_1,%n), va thu duge t G
mot do thi c6 hudng, Ta dé dang thay:
a) Mdi dinh la dinh xudt phat cia nhigu nhat 13 mét canh.
binh i,, khéng 1a dinh xudt phat cia canh nao ca.

b) Khong c6 dinh cudi cda canh nao 1a dinh dau cia canh da
cb trude dé.

Bay gitr gid st G ¢6 mot chu trinh X va gid sir trong qué
trinh xay dung G, k* 14 canh d3u tién lam d6 thi thu dugc
¢6 chu trinh. Nhw vay dinh cudi P cia k* 13 dinh cda canh

k' dugc xdc dinh truédce dé nam trén K.

P

Q
Hinh 74

Theo b), dinh P 14 dinh cudi cia k'. K ¢o hai canh k* va
‘ . k' ¢6 dinh cubi chung thi phai c¢6 hai canh nio d6 c¢6 chung
dinh xuit phét Q (H. 74), mau thufn v6i a). Méau thuan nay

‘ ching t& G khéng c6 chu trinh va do d6 G 13 mét cay.
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Vay, cach xay dung (j1,J2,..., r—2) cho ta mét song anh
tir t&p hop céc cdy ¢ n dinh vio tap céc bd (4, a2, vy Jr2).
Do ¢6 n™~2 by khéc nhau, nén cé n"? ciy khic nhau cé n
dinh.

> 4.2.1 Gia sit do thi lién thong G cé khong qua 2k dinh
1&. Ta biét rang dd thi c6 mét s6 chdn céc dinh ma ta goi I3
2l < 2k dinh. Khi d6 ta c6 thé thém ! c¥p canh méi bing
cach chia 2/ dinh nay thanh ! cip va néi ting cip lai véi nhau.
D6 thi lién théng nhén dugce theo cich nay khéng ¢6 dinh bac
1¢, va theo dinh li d8 chitng minh thi né c6 mét duémg Euler
khép kin. Khi bd di cc canh duge thém vao, ta thu duoc
ding [ dudng mot nét Euler m& phd tdt cd cic canh cia 45
thi. '

Hinh 75

Déo lai, néu nhu c6 thé v& G béi k dudng mot nét, thi
ta ¢4 thé thidy d& dang riing tit ci cac dinh khac véi dinh
dau hodc cudi cia cdc dudng mdt nét ndy cé bac 1a chin, va
G ¢6 khong gua 2k dinh bac 1& (H. 75).
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> 4.2.2

‘Hinh 76

D2 thiy riing néu ton tai mét dudng mot nét Euler théa
man digu kién cia bai toan, thi véi mdi dinh P va mét canh
mau i ta ludn tim duoc moét canh khac mau ¢ mét cich tuwong
ttng 1-1 tai dinh P, cho nén hién nhién théa mén diéu kién
d;(P) < %d(P). Theo dinh 1i vé su ton tai dudmg Euler khép
kin, ton tai mét dudng Euler khép kin trong do thi G da cho.
Doc theo dudng mét nét Euler cho trude, ta goi mot vi tri
héng 14 mot dinh sao cho khi di qua dinh ndy, canh di vao va

canh di ra tai dinh d6 cting mau véi nhau (IL 76).

Ap dung phuong phép twong tu nhu trong chimg minh
cia dinh 1i vé ditu kién cin va dd cho sy ton tai duong Euler
khép kin. Ta xét dudong BEuler khép kin sao cho khi di doc
theo dudng mét nét Buler nay, ¢é it vi tri hdng nhét so véi
che dudme mot nét Euler khéc cda dd thi. Tir ditu kién cla
dau bai '

di(P) < %d(P),
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cho moi mau ¢ va moj dinh P cda d6 thi, ta dé dang thiét ké
mot dudng mot nét Euler khéc sao cho s8 vi tri hdng it hon
it nhét 13 1, mau thudn véi gia thiét duong Fuler ta xét c6 it
vi tri hdng nhat.

> 4.2.3 Néu ta ¢6 thé t6 mau cdc canh cla mét dd thi lién
théng G bdi hai mau xanh dé sao cho sd canh d6 va s& canh
xanh xudt phdt tai mdi dinh cda d5 thi luén bing nhau thi
béc clia mdi dinh 1 s8 chin (sG canh xanh va s3 canh dé tai
dinh 46 béng nhau), v d5 thi c¢6 chin canh (s6 canh xanh v
s6 canh d4 cla d5 thi bing nhau).

Hinh 77

Do lai, gid it 45 thi lién théng G cia ta cé chan canh va
bac cla cdc dinh 13 s6 chin, thi dd thi G' ¢6 mét dwdong mat
nét Euler khép kin H nao dé. Do G ¢6 chin canh, cho nén H
¢6 chin canh, va ta c6 thé td mau céc canh ciia H bing hai
mau xanh dd sao cho hai canh lién ti&p nhau trén H thi khac
méu nhau. Khi d6 canh di ra va canh di vao doc theo H tai

moi dinh khdc mau nhau va do d6 s canh mau xanh va mau

dd tai mdi dinh cda d5 thi G bing nhau (H. 77).
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> 4.2.4

Hinh 78

Gia st G ¢6 mot dudng mot nét Euler khép kin. Khi dé
ta c¢6 thé di doc con dudmg mot nét nady cho dén khi gip lai
mdt dinh @8 di qua. Béing cach d6 ta thu dugc céc chu trinh,
va chia dudmg mot nét khép kin cla ta thanh cic chu trinh
khong c6 canh chung. Khi d6 rd rang méi canh cia dd thi
ndm trén ddng moét chu trinh nay (H. 78).

- 4.3.1

Hinh 79 (K!_E__l,g;:_l véin =15.)

Ta ching to céc diéu kién duge néu trong dinh lf Posa
cho sur tdn tai chu trinh Hamilton 1 khong thé lam t6t hon

dugc nita.
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Cho trude n va mot s6 k < n—§~l ta sé chira mét d6 thj

G c6 n dinh va ¢6 k dinh ¢6 béc khéng 1én hon k va G khong
¢O chu trinh Hamilton. That vay, ta xét G| vi G» 14 hai db
thi ddy di ¢ k+1 va n—k dinh va ta ghép chiing lai ¢é ciing
mot dinh chung. D6 thi G thu dugce cé ding n dinh, bac thap
nhdt 14 k va ¢6 ding k dinh cé bac k. Rd rang G khéng ¢é
chu trinh Hamilton do G khong phai 1a d6 thi 2-lién thong.

Bay gio xét mét s6 n 6. DO thi ludng phan diy du

Ky w6 L dinh c6 bac noLl (H.79). Db thi nay -

khong c6 chu trinh Hamilton. Gid sir dd thi luting phan nay
¢6 chu trinh Hamilton €. Khi di doc theo €, ta lin luot di
tir cdc dinh ctia lp ndy téi cic dinh 16p kia theo thit tu ludn
phién va trd vé dinh dau tién. Do vay dé thdy sé dinh cda
hai 16p phéi bdng nhau 13 digu khéng thé théa méin duec,
N , 5 L, ndl e R — 1 Y : s T 1
do mot 1ép cla Kn_1 %52 ¢6 ==— dinh va 16p kia c6 ~'{—
dinh.
>4.3.2 Hién nhién m&i dd thi k-lién thong 6 bac nhé nhat

khong nhé hon k. Ap dung dinh If d4 chting minh, ta c6 két
qud d3au bai yéu ciu.

> 4.3.3 Hién nhién ring néu mot dd thi don G thda méan
gid thiét cla dinh li Dirac thi cling théa méan gid thidt ala
dinh }f Pésa, vi s6 dinh c6 bc khéng 16n hon 251 13 0,
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> 4.3.4 D& dang chi ra ring néu mot dd thi don G thoa
man gid thiét cda dinh If Ore thi ciing théa mén gid thiét cia
dinh i Pésa (H. 80).

Hinh 80

Néu n 14 88 1& va cé khoéng it hon n_—2i—_1 dinh c6 bac khong CE)
vugt qué B—'Qll, thi tt c4 cac dinh nay phai déi mét ke nhau ()
do t8ng bac cia hai trong ching khong vigt qud n—1. Vado - c
d6 bac cia mbi dinh nay it nhat khong nhé hon E—E—l, cho O
nén ding thirc phai x4y ra va mdi dinh con lai khong nim =
trong s6 cic dinh nay s& khong ke véi mét trong céc dinh nay. >

Cac dinh con lai c6 bac khong vuot qué n—E—-l la digu v li.

Bay gis ta xét mot s6 k < B5-L. Néu c6 k dinh c6 bac
khong vigt qué k, thi ching phai dai mét k& nhau do t6ng
céc bac cia hai dinh trong chiing khong vuot qué 2k <n—1,
v do d6 bac cla mdi dinh ndy khong nhd hon k — 1, nghia
14 m3i mot dinh trong ching k& vé&i nhigu ldm véi mét dinh
¢6 bac 16n hon k (H. 81).

Do d6 trong n — k > k dinh con lai, phai co mét dinh

khong k& véi tat ca cac dinh c6 bac khong vugt qué k nay va
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do d6 bac cia né khéng vugt qui n — k — 1, mau thudn vai
gid thi€t diu bai 1 tong bac cda né va cia mét dinh tiy v
trong céc dinh c¢é bac khéng vugt qua k khéng nhoé hon n.

Hinh 81

>4.3.5 Hiy chirardng gid thiét cda dinh lf Pésa duoc thda
man néu do thi G c6 it nhat (";1) + 2 canh (H. 82).

oF

Hinh 82

- That vay, néu G khong thda man gid thidt cda dinh I
Pésa thi tdn tai k < L sa0 cho G c6 k dinh 6 bac khong
vuot qud & < &i—i Khi dé s6 cdc canh k& véi it nhat mot

trong cac dinh nay khong vieot qui k2 va sd cac canh khon
Y E Il q 2
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k& véi dinh nado trong cic dinh nay khéng vuot qua ("Ek),
suy ra tong s6 cac canh khéng vugt qui k2 + (%) canh.
Mot dénh gia don gidn cho ta thdy sd nay khong virgt qui

(*7%) + 1, mau thuin véi gid thidt ban dau cla bai toan.

D5 thi G sinh ra béi d6 thi ddy dd ¢ n ~ 1 dinh K,
biing céch thém vao mét dinh méi va mot canh ndi dinh nay
vt mot dinh cia K, ;. Khidé G cé ding (";1) + 1 canh va
khong ¢6 chu trinh Hamilton.

> 5.1.1 D5 thi Petersen khong phén tich dwge thanh céc
thanh t3 bac 2, vi sau khi bd di mét thanh td bac 2, bac clia
b thi thu duoc ding bing L.

P& chirng minh ring dd thi Petersen
khéng phén tich dugc thanh tich cta 3
thanh t& bac nhat, ta gid st ngugc lai,
ring db thi Petersen c6 thé phan tich
duoc thanh 3 thanh t6 bic nhat.

Hinh 83

Ta tién hanh t6 mau cdc canh cia thanh t& thit nhit boi
mau d4 (trén hinh 83 duoc dénh s8 1) , cdc canh cla thanh
t& thit hai boi mau xanh (duge danh déu boi s8 2) va céc
canh cda thanh t6 thir ba bai mau vang nhu sau:

Xuét phét tir céc canh cda chu trinh d6 dai 5 cla do thi
(H. 83). Do trén chu trinh canh 5 khong thé c6 3 canh cing

mau, cho nén ching dugc t6 dd 3 mau. Trong s ba mau nay
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chi ¢6 dling mét mau t6 1 canh cla chu trinh, gid st d6 1a
méu dd, va hai mau con lai t6 dting 2 canh cia d5 thi mot
cdch dan mau nhau. Trong s6 cic canh con chira duoc té6 mau
c6 5 canh ke v&i mot dinh cda chu trinh. Ta s& phdi td 3
canh k& v&i nhimg dinh cda chu trinh khong nim trén canh
d4 bang mau db. Hai canh con lai tat nhién khong thé t6 a4,
do ching ké véi canh d6 cia chu trinh. Xét P 1a dinh khong
nim trén chu trinh cla mét trong hai canh con lai ndy, va gid
st khong maét tinh tdng quit ring canh ndi P vé4i chu trinh
dugce t6 mau xanh (trén hinh 83 dugc ghi 2). Hai canh k& véi
P khoéng néi t&i chu trinh déu k@ véi canh dd, nén khéng thé
t6 mau dé va mau xanh (cia canh ndi P véi chu trinh), nén

phéi t6 cling bdi mot mau con lai 13 mau 3), 13 digu vo li.
> 6.1.2 Trudc hét ta chirng minh b8 dé sau:

B& d&: Cho truéec mot dd thi déu bdc 3 ¢ thé phén tich
thanh mét thanh 16 bdc 1 va mét thanh t6 bdc 2. Ta t6 mdu
cde canh thudc thanh t6 bdc 1 mau dd vd cde canh thudc thinh
té bdc 2 mau sanh. Khi d6 ton tai mét chu trink cd cde canh

dan madu.

Ta bién d6 thi da cho thanh db thi khéng c6 dinh 18, va

tai moi dinh s6 canh xanh bing s8 canh dé bing cach ndi

thém dinh dau va dinh cudi cia méi canh d6 boi mot canh

mau dé.
Khi d6 theo bai tap da biét, ta ¢ thé v& dd thi bing mot
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dudng mét nét Buler khép kin sao cho céc canh trén duong
mdt nét nay dan mau. Xudt phat tir mot dinh, va di theo
duong mot nét khép kin ndy cho dén khi ta trd vé dinh nao
do6 da di qua. Lic ndy ta thu duge mét chu trinh ¢6 cdc canh

dan mau m3 khéng ¢6 canh nao 13p hai lan.

Hinh 84

Thay vao cac canh da thém vao do thi trén chu trinh
(néu c6) bdi céc canh tuong ng cla do thi, va ta thu duge

chu trinh nhu d&u bai yéu cau (H. 84).

Hinh 85

Ap dung b3 % trén, ta c6 mdt chu trinh c6 cie canh dan
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mau. RS rang néu ddi mau d6 cho mau xanh nhur d3u bai yéu
cau thi cic canh méi cia ta 361 mot khong ké nhau, va ching
béng s canh cia thanh t& bac nhit ban diu, cho nén mdi
dinh cta do thi ke v&i ft nhat mdt canh dé. Vay céc canh dd
mai lai 1a mot thanh t8 bac nhat.

Néu bd di céc canh dé méi nay, thi @6 thi thu duoc chi
c6 cac canh xanh va mdi dinh ¢6 bac ding bing 2. R3 rang
céc canh xanh nay ldp thanh mot thanh t6 bac hai cda dd thi
da cho (H. 85).

> 5.1.3

Hinh 86

Ta 14p mot do thi diy dd 6 6 dinh, mai dinh clia db thi
bigu thi cho mét con ga. Nhur vy bai todn trd thanh xac dinh
s6 cac thanh t8 bac nhit nhidu nhit ¢6 thé d6i mot khéng cb
canh chung cia d6 thi ddy di Kg da cho (H. 86).

a) Sau 2 ngay nhét ga, tuong mg vadi 2 thanh 6 bac
nhat khong c6 canh chung cda do thi day dd 6 dinh Kg da
cho. Sau khi bd di cde canh cda hai thanh t6 bac nhit nay ta

thu dwgc mot d6 thi G ma bac cda moi dinh 1a 3.
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Theo dinh li Dirac vé su ton tai cia chu trinh Hamilton,
do thi G ¢é mot chu trinh Hamilton va rd rang cédc canh khong
k& nhau cia chu trinh Hamilton nay lap thanh mét thanh t6
bac nhdt (H. 87). Nhu viy ta nhdt g duoc thém mot ngay

nira.

Hinh 87

b) C6 mot cich nhdt d€ sau 3 ngdy ta khong con cb thé
nhét cdc con ga theo diéu kién nhu vay. Trong d0 thi Kg chon
hai tam gidc khéng c¢é dinh chung (H. 88).

Hinh 88

Bd di 6 canh cia hai tam gidc nay, ta ¢6 mét do thi G

¢6 mdt chu trinh Hamilton va 3 dudng chéo ndi cdc cip dinh
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d6i dién cda chu trinh Hamilton ndy véi nhau.

D& thiy ring dd thi G 13 tich cia 3 thanh t3 bae nhat.
Nhu vay trong Kg ¢4 3 thanh t6 bac nhat ma sau khi bd cée
canh cda né di thi d6 thi thu duge 13 hai tam gidc roi nhau
va rd rang né khéng thé phan tich dwoc thanh tich cia hai
thanh t6 bac nhat.

Céch nhét céc con ga tuong Gng véi 3 thanh t6 bac nhat
nay chl kéo dai duoc ding 3 ngay ma thai.

¢) Dé thdy ton tai cAch nh&t kéo dai 5 ngay.

7N

Hinh 89

d)

RO rang la khéng c¢6 cAch ndo nhét cic con g kéo dai
dung 4 ngay. Béi vi néu bd cic canh cia 4 thanh t8 bac nhét
twong Ung trén do thi biéu dign Kg, ta thu duge mét db thi
ma bic cda moi dinh dung bing 1. R& rang 13 cac canh cia
do thi nay 14 mot thanh t8 bac nhit, va twong tng voi né 1a

cach nhét ga trong ngady thi nim (H. 89).
>5.1.4 Cau trd 101 1d ¢6. Trudc tién ta cé dd thi bicu didn
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14 d% thi ma mdi dinh tuong tng véi mot ngoai ngi, con canh
ndi hal dinh 13 canh biéu dién cho ngudi phién dich biét hai

ngoal ngir nay.

Bing cich biéu dién nay ta thu dugce do thi c6 6 dinh va
7 canh va bac cta mdi dinh it nhat 1a hai. Ta phai ching td
rang dd thi thu duoc ¢6 mot thanh t6 bac nhat.

Ki hiéu a; 1a bic cia dinh thit ¢ vA gid sit khong mét tinh

tong quat rang

2<a <ay a3 <ay <as <ag.

Do 3 a; = 14, cho nén <6 hai truomg hop xdy ra tuong Gng

voiag =4,a;, =2chomoi? < Shodclaag =a; =3 vaa; =2

cho moi ¢ < 4.

a) Trudmg hop ag = 4, a; = 2 cho moi 4 < 5 (H. 90).

inkh 90

Khong mét tinh tong quat gia st rang cic dinh ké véi
dinh ag 13 as,a4,a3 VA ay cOn a; ké vdi a5 va ag. Khi do
hai dinh con lai @3 va a3 phai k& v4i nhau. Khi dé cdc canh

(a1,as), (ag,as) va (a3,az) 1p thanh mot thanh t6 béc nhat.
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b) Trudng hop ag = a5 = 3 va a; = 2 cho moi i < 4 (IL. 91).
Néu tap ling giéng cia dinh ag va dinh as khong ¢6 dinh
chung thi dinh ag va dinh as phai ké nhau, néu khong sd
dinh cda d6 thi s€ khéng nhd hon 3+ 3+ 2 =8, vo li. Nhung
tdp ldng gidng cia dinh ag v dinh a5 khéng thé tring nhau
dugc. Trong truedmg hop ngugc lai, néu cht’mgf tring nhau thi
hai dinh con lai chi ¢6 thd k& véi nhau va béc cla ching chi
cé the 14 1 ma thdi. Ty theo s8 dinh chung cda hai tip lang

gieng nay 1a 1 hay 14 2 ma ta cd ba truéng hop sau day:

by) Tép lang giéng cia dinh ag va dinh a5 ¢6 chung nhau dving
mot dinh, gid st khong mét tinh téng quat 13 dinh ay.

Trong trudrng hop nay dinh ag va dinh as phdi ké nhau,

néu khong téng sd dinh cia ta 1a 7, vo 1i.

a

4
a Aas

Hinh 91

Goi dinh a3 va dinh as 14 hai lang giéng riéng cia dinh
as va dinh ag, dinh ag ké vdi dinh a3 va dinh a5 ké véi dinh
ay. Dinh con lai dinh a; phai ké véi dinh ag va dinh ey, do
béc cia dinh as,ap va dinh a; 14 2 (H. 91). Tép canh (as,as),
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(a4,as) vA (ag,61) 14p thanh mét thanh t6 bac nhit cua do
thi da cho. .

by) Tap lang gieng cia dinh ag va dinh a5 c6 chung nhau ding
hai dinh, goi 14 dinh a4 va dinh as (H. 92).

~ Khi dé dinh ag va dinh a5 khong thé ke nhau dugc, néu
khong hai dinh con lai chi ¢6 thé ndi voi nhau do ag = a5 = 3

Vi ay = a3 = 2, vA bac cia ching chi ¢6 thé 1a 1, vo Ii.

a a Nhu vay hai ldng giéng riéng
\ 5 cla dinh ag va as 14 ay va a;. Do
v bac cla chiing 13 2, cho nén chiing
phai durgc ndi voi nhau bdi mot

canh.

Hinh 92

Tap canh (ag,a4), (a5, as), (@2, a1) l4p thanh mot thanh

t6 bic nhat.

b3) Tap lang gieng cla ag va as khong trung nhau.

Hinh 93

Trong trudng hop nay, dinh ae va dinh as phdi k& voi
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nhau, néu khong s6 dinh cia d6 thi s2 13 khéng nhd hon
3+3+2 =8, voli. Goi ldng giéng cla ag 12 az va a4, cOn
lang giéng cda as 12 a; va a3. Chi c6 thé x4y ra hai trudng
hop 1a hodc a4 ké v&i az va a) ké véi ag, hodc a4 khéng ké véi
as va a; khong ké véi ag. Trong cd hai truedng hop déu dé
dang xac dinh dugce thanh t6 bac nhat. Chang han khi d6 thi
bi€u dién c6 thé nhur hinh 93, ta c6 3 canh té dam tao thanh
mét thanh t6 bac nhat. Tém lai, luén tim dwogc 3 ngudi phién
dich cho 6 ngoai ngir da cho.

> 5.1.5 .
a) Ro rang chi cé thé nhét mdi con khong qué 1999 ngay.
b) C6 mét cach nhét kéo dai 1999 ngay.

D€ ching minh khang dinh cda ta,
ta ap dung phuong phéap hinh hoc nhu
sau. Trudc hét ta biu ditn 2n—1 dinh
clia d5 thi diy d4 Ko, thinh 2n—1 dinh
Py, Py, ..., Pon—1 cia mét (2n — 1)-gidc
déu. Con dinh Py, la dinh cda hinh
chép déu nhan P;...P,; lam day.

Hinh 94

Biy gio ta chon mét canh day bat ki va chon tat ca
cac dudng chéo song song véi né (H. 94). Sau d6é ta chon

thém canh bén ndi dinh con lai khéng ném trén canh hoic
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dudng chéo duge chon nao vai dinh cda hinh chép. Canh va
céc dudang chéo cling véi canh bén dugc chon d6i mot khong
c6 dinh chung va 13 mot thanh t6 bac 1 cia do thi day du
K>, cua ta. Nhu viy, ng vdi 2n — 1 canh cia da gidc déu
PP;... Py, 1 1a 2n— 1 thanh t& bic 1 d6i mét khong ¢6 canh
chung. Trong hinh 94 ta ddnh sd cdc canh cia do thi cung

thudc mot thanh t6 bdi cung mot so.

Tém lai 14 ton tai mot cach nhdt 2000 con ga trong vong

1999 ngay thda man yéu ciu diu bai

> 5.3.1 Néu dd thi phén tich dugc thanh hai thanh t& béc
nhdt thi ta t& mau cic canh cda thanh t& thi nhat bdi mau
- dé va cdc canh cia thanh to thi hai bdi mau xanh. Khi dé
rd rang moi chu trinh cia db thj ¢6 s8 chin canh, vi cdc canh
xanh va dé dan mau nhau trén chu trinh nay. Theo dinh I
thi do thi phai 14 dd thi ludng phan. Ngoai ra cling dé thay
do thi phai 1a do thi déu bac 2 (H. 95a).

T
EEELL b &% b ) |
a) b)

RAAAIA 2L

Hinh 95
Déo lai, d5 thi d& cho 13 db thi ludng phan deu bac 2, thi
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theo dinh li Konig, ching ¢6 mot thanh t6 bic nhat. Liy cdc
canh thudce thanh 8 bic nhat nay khoi do thi thi cdc canh
con lai cia ching rd rang lap thanh mot thanh té bac nhit
thit hai (IT. 95b).

&) 5;3.2 Néu chu trinh Hamilton 1a Py P... Py thi cdc canh
PPy (i=1,2,..,k) 1a mét thanh t6 bac nhat (H. 96). Chn

v riang ditu nay chi ding voi chu trinh Hamilton ¢ 86 chin

Hinh 96

canh.

> 5.3.3

Hinh 87

R& rang 1a & phin tiy ¥ & mait trude cda to gidy lndn ¢
“diém chung” vai it nhat &k phan & mit sau vi dién tich cia

cic phin bang nhan. Tir d6 suy ra ton tal mot song 4dnh tir
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cac phan cia dién tich ¢6 mau v4i cde phin & mit sau trang
gidy theo quy tic c6 dié¢m chung”. Piéu nay suy duoc nhe
thiét 14p do thi lwdng phan ¢6 tap dinh thit nhat 13 cidc phan &
mét trirde va tap dinh th hai 14 tap cdc phan & mat thit hai
trang gidy. Tap canh dugc thiét lap theo tuong ftng ndi hai
dinh bdi mét canh néu hai phan tuong 1mg cé diém chung.
Po thi ludmg phén ndy thda min digu kién cia dinh 1i Konig,
duge chimg minh & muc 5.3, rang & dinh bat ki & mot 16p
phai k& voi {t nhét k dinh & tap thit hai, va do d6 16 ¢6 mot
thanh t& bac nhat (H. 97).

> 5.3.4

“Fap hep cde Lidp br
N

Y

d e aee »

i

Tap hap utiu hi

Hinh 98

Ta thiét 1dp d6 thi ludng phdu G = (X, Y F) vai X 1A
tap hop cdc hop va Y 1a tap hop mau. Mot dinh = € X dwoc
néi véi dinh ¢ € ¥ khi hop twong Gng c6 chita bi mau y. DE
chng minh ring dé thi ludng phan nay thoa mén dieu kién
cia dinh 1f Konig, dwoc ching minh & muc 5.3, ring k& dinh
bat ki & mot 1op k8 voi it nhat &k dinh & tap thit hai, va do

dé nd ¢d mot thanh 6 bac nhat (H. 98).
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> 5.3.5
Che b2 i%.

Hinh 99

Ta thiét 1ip d6 thi ludng phan G = (X,Y; F) voi X la
tap hop cdc 6ng va Y 14 tip hop cdc ba. Mot dinh z € X
duge ndi vai dinh ¥ € Y khi 6ng 2 twong dng quen ba y. DEé
ching minh i'ﬁllg do thi ludng phan ndy thda min dieu kién

ctia dinh 1i Kénig, duge ching minh & muc 5.3, rang moi dinh

bat ki & mot 16p thi ke véi dﬁrlg k dinh & tap thit hai, va do .

d6 né ¢6 mot thanh t8 bac nhdt (H. 99).

>5.3.6 Do thi diroc tao béi dinh va canh cta 2000-giac déu
c6é mot thanh t& bac nhat. Ta té dd cic canh cia thanh t6
bac nhat nay. Ngudi B thing véi chién thudt saw: B sé ludn
lay di cdc vién d4 & dinh cting mot canh dé (thude thanh t8
bac nhat nay) vai cdc vién da ma A 14y (trong trudmg hop
khong chi ¢o 1 vién nhir vy, thi B Yy di thém hail vien & dinh
dau va cudi cia mét canh dd). Nhu vay db thi thu duge van
c6 mot thanh t8 béc nhét, va do d6 B s& thang, vi hai vién

con lai s€ nam canh nhau.
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> 5.3.T7

50[59]48[33(22[31[12] 5 epfelesa[mels
41(34|51i58 |13| 6 |23(30 s q}\r.\\%
60(49140[47 [ 32[21] 4 [11 4o jafe [0 a)

354zl 57|52 |7 [ 142924 oo [d{®ale|die
56|61/46(39 [20]25[10] 3 ejele/®als/a]w
433653162 158 [17[28 o\® (ale [aye [a\e
64|55(38/45 |26 19 2 | 9 ARG
37(aal63]5a | 1 [ 1627118 ofe » o0 d[®

Hinh 100

Liri gidi tirong tu bai todn trén, Ta thiét 1ip mot do thi
vol cac dinh 12 cde 6 ban co, ¢dn hai 6 duwgc ndi vai nhau
bdi mot canh néu tir mot & nay t6i duge 6 kia béi mot bude
chin con ma. D6 thi nay ¢6 mdt chu trinh Hamilton, nhu vi
du trong chirong trede di chi ra, va do dé né c6 mét thanh

- 48 béc nhat (s6 canh cda dd thi 1 s8 chin). Bay git ta thiy
ro rang B ¢6 thé thing duoc A bing cach uon din con ma
di theo cdc canh cia thanh td biac nhdt nay, ngudi cudi cling
khong cé budc di 1a A (H. 100).

> 5.5.1 Co6 thé thiy chu trinh canh chin duy nhdt cda do
thi Petérsen c6 dd dai 6. Do 2 x 6 > 10, cho nén khong thé
phan tich d6 thi Petersen thanh cdc chu trinh d6 dai chin
duoc. Gid st d6 thi Petersen ¢é thé phan tich thanh duge
* tich cia ba thanh t& bac nhét, ta sé t6 mau cic canh cda
thanh t6 bac nhat thd nhit bédi mau dd, cic canh clda thanh

t4 bac nhat thit hai béi mau xanh v cdc canh cda thanh t8
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bac nhit thit ba béi mau vang. Khi dé bé di cdc canh mau .

dd, thi cdc dinh cda dd thi thu duge c¢é bac 13 hai va do dé
14 cdc chu trinh khong ¢6 dinh chung hgp thanh.

Hinh 101

Trén céc chu trinh nay, cic canh ciing mau khéng ke
nhau, cho nén céc chu trinh nay d8u 13 chu trinh ¢6 chin
canh, 1& didu vo6 li nhir ta da ching minh ngay & trén dau (H.
101).

> 5.4.2 Gid sir d6 thi G ¢6 thé phin tich thanh dugc tich

cia ba thanh t& bac nhit, ta s& t6 mau cic canh clda thanh to

‘bac nhit thit nhit cia G bdi mau dé, cdc canh cla thanh td

bac nhit thi hat ctia G bdi mau xanh va cic.canh cia thanh
t& bac nhit thi ba cda G béi mau vang. Khi dé bd di céc
canh mau dd, thi cic dinh cda d5 thi thu dugc ¢6 béc 14 hai
va do dé 13 cdc chu trinh khéng ¢6 dinh chung hep thanh.
Trén céc chu trinh ndy, cdc canh cing mau khéng k& nhau,
cho nén céc canh xanh va vang phai dan mau nhau va do dé

cdc chu trinh nay déu la chu trinh cé chan canh.
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Ao lai, néu G 13 tich ciia mét thanh t8 bac nhdt véi mot
thanh t8 bic hai c6 dd dai cic chu trinh 13 chin, thi thanh t3
bac hai nay phéan tich duge thanh tich cda hai thanh té bac
nhit bdng cach ta té mau cdc canh cla cic chu trinh d6 dai
ch&n cda n6 béi hai mau xanh va dé.

Hinh 102

Khi dé céc canh cing mau lap thanh mét thanh t8 bac
nhat va thanh t6 bic hai ndy dugc phan tich thanh tich cla
hai thanh t& bac nhit, nhu trong hinh 102 chi ra.

> 5.4.3 Mot do thi c6 6 dinh va d2u bac 3 s& c6 méot chu
trinh Hamilton. Ta t6 mau cic canh clia chu trinh Hamilton
nay bdi hai mau xanh va dd xen k& nhau sao cho khéng cé hai
canh cling mau nao ké nhau cd. Khi bd cic canh ciia chu trinh
Hamilton nay di, cic canh con lai s& 14p thanh mét thanh t6
béc nhat cda d6 thi da cho. Vay moi do thi déu béc 3 ¢6 6
dinh ludn phén tich thanh duge tich cia 3 thanh t& bac nhét.
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- 5.4.4

Hinh 103

Trudc hét ta thidy nhitng ciu nay khéng ¢6 dinh chung.
Néu ¢ hai ciu c¢6 chung dinh tai A thi canh thd ba cia A
cling s& 13 mét cau - néu khoéng thi né phai ndm trén mét chu
trinh di qua A va suy ra A c¢6 hai canh khoéng phai 1a cau,
méu thuin véi viéc A ¢6 bac 12 3 - lic nay dd thi ¢é 3 cdu

khong cling ndm trén mot dudng la disu vo If (H. 103).

Hinh 104

Db thi c6 diing mét chu k = (A, B) s€ c¢6 thanh t& bac
nhit. Truéc tién ta bé ciu k va cic dinh A va B réi ndi cac

‘dinh bac hai trong cung mot thanh phan lién théng thu duge

bdi mét canh méi (e6 2 canh moi duge thém vao nhu vay).
M&di thanh phin lién thong cia d6 thi thu dugce khong cé cau
va do d6 ¢6 thanh t& bac nhit. Ta cé thé gid s ring thanh
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t6 bac nhat nady khong chita canh méi, vi néu xay ra truong
hop nhu vay, ta cé thé xét mot chu trinh dan mau chita canh
nay va bing céch thay dai mau céc canh trén chu trinh dan
mau nay, ta s€ cé mot thanh t8 bic nhit khong chita canh méi
thém vao. Thém vao 2 thanh t8 bac nhét ndy cdu k = (A, B),
ta s&€ nhan duge mot thanh td bac nhét cho do thi ban diu
cia ta (H. 104).

SRR

Hinh 105

Bay gio gid st G 13 do thi ¢6 cdu k1 = (41, B1),
ky = (A3, By), ... , ks = (A¢, B;) ndm trén mét dudng thing
W nao do6 (H. 105) . Léi gidi-cda ta tiuwong tu nhu trén. Nhu
da nhan xét & trén thi A; # B;_;. Ta bd céc ciu ra khoi do
thi ¢ va thém vao cdc canh néi cic dinh bic 2 cho mdi thanh
phan lién thong. Khi dé mdi thanh phin lién thong khéng cé
cdu va déu 1a dd thi deu bac 3 nén cé thanh t8 bic nhit, ma
ta c6 thé gid sir khéng mét tinh tong quat 13 khong chita canh
‘méi thém vao ndo cd. Trong db thi G ban diu ta thém vio
cdc cdu ky, kg, ..., k; va ta thu dugc mét thanh t& bac nhdt
cia G.
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