
CHỦ ĐỀ 12: TÍCH CÓ HƯỚNG VÀ ỨNG DỤNG
1) Công thức định thức: 
[image: image1.wmf].
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2) Định nghĩa tích có hướng của 2 vectơ: Cho 2 vectơ: 
[image: image2.wmf](
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Khi đó tích có hướng của 2 vectơ 
[image: image3.wmf](
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ký hiệu: 
[image: image4.wmf],
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 là một vectơ và được tính như sau: 
[image: image5.wmf](
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	3) Tính chất: 
[image: image6.wmf],;,;,,
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Độ dài của vectơ tích có hướng 
[image: image7.wmf],..sin(,).
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Hai vectơ 
[image: image8.wmf];

uv

rr

 cùng phương 
[image: image9.wmf],0(0;0;0).
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Ba vectơ 
[image: image10.wmf];;
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 đồng phẳng khi 
[image: image11.wmf],.0.
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[image: image12.png]





Từ đó suy ra 4 điểm A, B, C, D là 4 đỉnh của một tứ diện khi 3 vectơ 
[image: image13.wmf];;
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 không đồng phẳng hay 
[image: image14.wmf],.0
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 và 4 điểm A, B, C, D đồng phẳng khi 
[image: image15.wmf],.0.
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4) Ứng dụng:
· Diện tích hình bình hành 
[image: image16.wmf]:,.
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· Diện tích tam giác 
[image: image17.wmf]1
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· Thể tích khối hộp 
[image: image18.wmf].''''
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· Thể tích tứ diện ABCD: 
[image: image19.wmf]1
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	Ví dụ 1: Tính tích có hướng của các cặp vectơ sau:
a) 
[image: image20.wmf](
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b) 
[image: image21.wmf](
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c) 
[image: image22.wmf](
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d) 
[image: image23.wmf](
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Lời giải:
a) 
[image: image24.wmf](
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b) 
[image: image25.wmf](
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c) 
[image: image26.wmf](
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d) 
[image: image27.wmf](
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	Ví dụ 2: 
a) Cho 3 vectơ 
[image: image28.wmf](
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 Tìm m để 3 vectơ đồng phẳng.

b) Cho 3 vectơ 
[image: image29.wmf](
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 Tìm m để 3 vectơ không đồng phẳng. 


Lời giải:
a) Ta có: 
[image: image30.wmf](
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Ba vectơ 
[image: image31.wmf];;
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 đồng phẳng 
[image: image32.wmf]8

380.

3

mm

Û+=Û=-

 

b) Ta có: 
[image: image33.wmf](
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Để 3 vectơ 
[image: image34.wmf];;
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 không đồng phẳng thì 
[image: image35.wmf]2
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	Ví dụ 3: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho 4 điểm: 
[image: image36.wmf](1;0;1);(1;1;2);
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[image: image37.wmf](1;1;0);(2;1;2).
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a) Chứng minh rằng A, B, C, D là 4 đỉnh của một tứ diện.

b) Tính thể tích tứ diện ABCD. Suy ra độ dài đường cao của tứ diện qua đỉnh A. 


Lời giải:
a) Ta có: 
[image: image38.wmf](2;1;1);(2;1;1);(1;1;3).
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Suy ra 
[image: image39.wmf],(2;4;0),.20;;
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 không đồng phẳng

Do đó A, B, C, D là 4 đỉnh của một tứ diện.

b) Thể tích tứ diện  ABCD là: 
[image: image40.wmf]11
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Lại có: 
[image: image41.wmf](0;0;2);(3;2;4),(4;6;0)
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[image: image42.wmf]3
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	Ví dụ 4: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho 4 điểm: 
[image: image43.wmf](3;5;15),(0;0;7),(2;1;4),
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[image: image44.wmf](4;3;0).

D

-

 Chứng minh rằng  AB  và  CD  cắt nhau. 


Lời giải:
Ta có: 
[image: image45.wmf](3;5;8);(5;6;11);(7;8;15)
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 và 
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[image: image47.wmf],(7;7;7),.0;;
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 đồng phẳng    (1)

Mặt khác 
[image: image48.wmf].
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 và 
[image: image49.wmf]CD
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 không cùng phương    (2)
Từ (1) và (2) suy ra AB và CD cắt nhau.
	Ví dụ 5: Cho 3 vectơ 
[image: image50.wmf](3;7;0);(2;3;1);(3;2;4).
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a) Chứng minh 3 vectơ 
[image: image51.wmf];;
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 không đồng phẳng.

b) Biểu thị vectơ 
[image: image52.wmf](4;12;3)
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Lời giải:
a) Ta có: 
[image: image54.wmf],(7;3;5),.703
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 vectơ 
[image: image55.wmf];;
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 không đồng phẳng.
b) Giả sử 
[image: image56.wmf]...(4;12;3)(3;7;0)(2;3;)(3;2;4)
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 Vậy 
[image: image58.wmf]5.7..
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	Ví dụ 6: Cho 4 điểm 
[image: image59.wmf](1;1;0);(0;2;1);(1;0;2);(1;1;1)

ABCD

 
a) Chứng minh 4 điểm đã cho đồng phẳng, tính thể tích tứ diện ABCD.
b) Tính diện tích các mặt của tứ diện ABCD.

c) Tính độ dài các đường cao của tứ diện ABCD.


Lời giải:
a) Ta có: 
[image: image60.wmf](1;1;0);(0;1;2);(0;0;1)
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Suy ra 
[image: image61.wmf],.(3;2;1).(0;0;1)1;;
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 không đồng phẳng

Do đó 4 điểm A, B, C, D không đồng phẳng

Thể tích tứ diện ABCD là: 
[image: image62.wmf]11
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b) Ta có: 
[image: image63.wmf]11411
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c) Ta có 
[image: image65.wmf]13
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[image: image66.wmf];;;
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 lần lượt là độ dài đường cao hạ từ A, B, C, D của tứ diện thì ta có: 
[image: image67.wmf]3333131
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	Ví dụ 7: Cho 3 điểm 
[image: image68.wmf](1;0;0);(0;0;1)và(2;1;1).

ABC

 
a) Chứng minh 3 điểm A, B, C là 3 đỉnh của một tam giác, tính diện tích tam giác đó.

b) Tính độ dài đường cao 
[image: image69.wmf]A
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 kẻ từ đỉnh A của tam giác ABC. 


Lời giải:
a) 
[image: image70.wmf](1;0;1);(1;1;1),(1;2;1)0;
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 không cùng phương hay 3 điểm A, B, C là 3 đỉnh của một tam giác.
Diện tích tam giác 
[image: image71.wmf]ABC

 là 
[image: image72.wmf]16
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b) Ta có: 
[image: image73.wmf]2
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	Ví dụ 8: Cho tứ diện ABCD có 
[image: image74.wmf](2;1;1),(3;0;1),(2;1;3)
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Lời giải:
Gọi 
[image: image76.wmf](0;;0)
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[image: image77.wmf](1;1;2);(2;1;1);(0;2;4)
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Suy ra 
[image: image78.wmf],(0;4;2),.4(1)242
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Do 
[image: image79.wmf]7
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Vậy 
[image: image80.wmf](0;7;0)
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[image: image81.wmf](0;8;0).
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	Ví dụ 9: Chứng minh đẳng thức: 
[image: image82.wmf](
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Lời giải:
Ta có: 
[image: image83.wmf](
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Lại có: 
[image: image84.wmf](

)

,..sin,

ababab

éù

=

ëû

rrrrrr

 

Do đó 
[image: image85.wmf](
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	Ví dụ 10: Trong không gian tọa độ Oxyz cho 3 vectơ 
[image: image86.wmf](2;3;2);(2;1;);(1;2;1)
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. Gọi S là tập hợp các giá trị của tham số m để 3 vectơ trên đồng phẳng. Số phần tử của tập hợp S là:
a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.


Lời giải:
Ta có: 
[image: image87.wmf](
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Ba vectơ đã cho đồng phẳng khi 
[image: image88.wmf]2
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Do đó tập hợp S có một phần tử. Chọn B.
	Ví dụ 11: Cho 2 vectơ 
[image: image90.wmf](1;2;1);(1;3;).
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[image: image91.wmf],30.
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A. 
[image: image92.wmf]1.
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Lời giải:
Ta có:  
[image: image96.wmf],(23;1;5)
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Do đó 
[image: image97.wmf]222
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 Chọn B.
	Ví dụ 12: Cho 3 vectơ 
[image: image98.wmf](1;;1);(0;2;1);(;7;2).
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Tìm x biết rằng 
[image: image99.wmf],.0.
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A. 
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D. 
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Lời giải:

[image: image104.wmf]22
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 Chọn C.
	Ví dụ 13: Cho 2 vectơ 
[image: image105.wmf]u
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 Góc giữa 2 vectơ 
[image: image108.wmf]u
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A. 
[image: image112.wmf]72.

 
B. 15.
C. 
[image: image113.wmf]152.

 
D. 45.


Lời giải:
Do 
[image: image114.wmf](
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Ta có: 
[image: image115.wmf](
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 Chọn D.
	Ví dụ 14: Trong không gian tọa độ Oxyz, cho các điểm 
[image: image116.wmf](3;1;1);(1;0;2);(5;0;0).
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 Tính diện tích tam giác ABC.
A. 
[image: image117.wmf]21.

 
B. 
[image: image118.wmf]21
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C. 
[image: image119.wmf]42.

 
D. 
[image: image120.wmf]221.

 


Lời giải:
Ta có: 
[image: image121.wmf](2;1;3);(2;1;1),(2;8;4).
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Vậy diện tích tam giác ABC là 
[image: image122.wmf]1

.,21.

2

ABC

SABAC

éù

==

ëû

uuuruuur

 Chọn A.
	Ví dụ 15: Trong không gian tọa độ Oxyz cho 4 điểm 
[image: image123.wmf](0;1;1);(1;0;2);(1;1;1);(1;4;7).
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 Khoảng cách từ điểm D đến mặt phẳng (ABC) là:
A. 
[image: image124.wmf]92
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B. 
[image: image125.wmf]9.
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C. 
[image: image126.wmf]92

.

4

D

h

=

 
D. 
[image: image127.wmf]92.
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Lời giải:
Ta có: 
[image: image128.wmf](1;1;1);(1;0;0);(1;3;6)
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Lại có: 
[image: image129.wmf](
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Mặt khác: 
[image: image130.wmf](;())
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 Chọn A.
	Ví dụ 16: Trong không gian tọa độ Oxyz cho 3 điểm 
[image: image131.wmf](1;1;1),(1;7;3),(1;;0).
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 Biết diện tích tam giác ABC bằng 
[image: image132.wmf]33.

 Tổng tất cả các giá trị của tham số m thỏa mãn yêu cầu bài toán là:
A. 1.
B. 2.
C. 3.
D. 4.


Lời giải:
Ta có: 
[image: image133.wmf](2;6;4);(;1;1)
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Khi đó 
[image: image134.wmf],(410;24;82)
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[image: image135.wmf]222
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[image: image136.wmf]2222
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 Chọn A.
	Ví dụ 17: Trong không gian tọa độ Oxyz cho 4 điểm 
[image: image137.wmf](1;;21);(1;0;2);(1;1;0);(2;1;2).
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 Biết thể tích của tứ diện ABCD bằng 
[image: image138.wmf]5
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 . Tổng tất cả các giá trị của tham số m thỏa mãn yêu cầu bài toán là: 
A. 1.
B. 
[image: image139.wmf]9
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C. 9.
D. 
[image: image140.wmf]5
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Lời giải:
Ta có: 
[image: image141.wmf](0;1;2);(3;1;4),(2;6;3)
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Lại có: 
[image: image142.wmf]11
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 Chọn B.
	Ví dụ 18: Trong không gian tọa độ Oxyz cho 3 điểm 
[image: image144.wmf](1;1;1);(1;7;3);(2;1;0).
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 Tìm điểm D thuộc Oz sao cho bốn điểm A, B, C, D đồng phẳng.
A. 
[image: image145.wmf](1;2;0).
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B. 
[image: image146.wmf](0;0;3).
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C. 
[image: image147.wmf](0;0;3).
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D. 
[image: image148.wmf](0;0;2).
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Lời giải:
Do điểm 
[image: image149.wmf](0;0;)
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Ta có: 
[image: image150.wmf](2;6;4);(1;0;1);(1;1;1)
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Để bốn điểm A, B, C, D đổng phẳng thì 
[image: image151.wmf],.0
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 Chọn B.
	Ví dụ 19: Trong không gian Oxyz, cho 3 điểm 
[image: image153.wmf](1;0;3);(1;2;1);(0;1;4).
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 Biết 
[image: image154.wmf](;;)
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 là trực tâm của tam giác ABC. Tính 
[image: image155.wmf].
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A. 
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C. 
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D. 
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Lời giải:
Gọi 
[image: image160.wmf](;;)
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 là trực tâm tam giác ABC thì 
[image: image161.wmf];;
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Ta có: 
[image: image162.wmf](2;2;2)2(1;1;1);(1;1;1);
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Suy ra 
[image: image164.wmf],(4;4;0)4(1;1;0)
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Mặt khác 
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 Chọn B.
	Ví dụ 20: Trong không gian Oxyz, cho 3 điểm 
[image: image166.wmf](2;0;2);(3;1;4);(2;2;0).
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 Điểm D nằm trong mặt phẳng (Oyz) có cao độ âm sao cho thể tích của khối tứ diện ABCD bằng 2 và khoảng cách từ D đến mặt phẳng (Oxy) bằng 1. Khi đó có tọa độ điểm D thỏa mãn bài toán là 
A. 
[image: image167.wmf](0;3;1).
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B. 
[image: image168.wmf](0;3;1).
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C. 
[image: image169.wmf](0;1;1).
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D. 
[image: image170.wmf](0;2;1).
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Lời giải:
Vì 
[image: image171.wmf]()(0;;),
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do cao độ âm nên c < 0.
Khoảng cách từ D đến mặt phẳng 
[image: image172.wmf]c

 và bằng 1 
[image: image173.wmf]11

cc

Þ=Þ=-

 (do c < 0)
[image: image174.wmf](0;;1).
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Ta có 
[image: image175.wmf](1;1;2)
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Mặt khác 
[image: image177.wmf]3(0;3;1)
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