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CHUYÊN ĐỀ 7.NHỮNG ĐỊNH LÝ HÌNH HỌC NỔI TIẾNG

I. ĐỊNH LÝ THALES

1. Định lý Thales thuận:

Nếu có một đường thẳng song song với một cạnh của tam giác và cắt hai cạnh còn lại thì nó định ra trên hai cạnh đó những đoạn thẳng tương ứng tỷ lệ.

2. Định lý Thales đảo:

Nếu một đường thẳng cắt 2 cạnh của tam giác và định ra trên 2 cạnh đó những đoạn thẳng tương ứng tỷ lệ thì đường thẳng đó song sng song với cạnh còn lại của tam giác.

(Chú ý nếu đường thẳng song song với một cạnh cắt hai cạnh còn lại ở phần kéo dài thì định lý vẫn đúng)

3. Hệ quả:

Nếu một đường thẳng cắt 2 cạnh của tam giác và song song với cạnh thứ 3 thì nó tạo thành một tam giác mới có 3 cạnh tương ứng tỷ lệ với ba cạnh tam giác đã cho.

	( 
[image: image1536.png]
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[image: image2.wmf]AMANMN
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Chú ý: Định lý Thales cũng đúng cho hình thang: 
[image: image4.wmf]////

ABEFCD

 thì 
[image: image5.wmf],

AEBFAEBF

ADBCEDFC

==

 với 
[image: image6.wmf],.

EADFBC

ÎÎ

 

	4. Một số kết quả, định lý quan trọng:

a, Cho tam giác 
[image: image7.wmf]ABC

 có 
[image: image8.wmf]O

 là trung điểm 
[image: image9.wmf]BC

. Một đường thẳng bất kỳ cắt cạnh 
[image: image10.wmf],,

ABAOAC

 tại 
[image: image11.wmf],,

MNP

 khi đó ta có: 
[image: image12.wmf]2

.

ABACAO

AMAPAN

+=

 

Chứng minh:
	
[image: image13.png]





Dựng các đường thẳng qua 
[image: image14.wmf],

BC

song song với 
[image: image15.wmf]MP

 cắt 
[image: image16.wmf]AO

 lần lượt tại 
[image: image17.wmf],.

HK

 

Áp dụng định lý Thales ta có: 
[image: image18.wmf],

ABAHACAK

AMANAPAN

==

 cộng hai đẳng thức ta có:


[image: image19.wmf]ABACAHAK

AMANAN

+
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. Để ý rằng: 
[image: image20.wmf],

AHAOOHAKAOOK

ANANANAN

-+

==

. Mặt khác 
[image: image21.wmf]BOHCOK

D=D

 (g.c.g) suy ra 
[image: image22.wmf]OHOK

=

 nên 
[image: image23.wmf]2

ABACAHAKAOOKAOOKAO

AMANANANAN
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+===

 đpcm. 

	b, Định lý: Van-Aubel:

Điểm 
[image: image24.wmf]M

nằm trong tam giác 
[image: image25.wmf]ABC

, các đường thẳng 
[image: image26.wmf],,

AMBMCM

 cắt cạnh đối diện tại 
[image: image27.wmf],,

DEF

 thì 
[image: image28.wmf]=+

.

AMAFAE

MDFBEC
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Giải:

Dựng đường thẳng qua 
[image: image30.wmf]A

 song song với 
[image: image31.wmf]BC

 cắt 
[image: image32.wmf],

BECF

 lần lượt tại 
[image: image33.wmf],

HK

. Áp dụng định lý Thales ta có:


[image: image34.wmf],

AFAKAEAH

FBBCECBC

==

 cộng hai đẳng thức ta có: 
[image: image35.wmf]AFAEKHMKMA

FBECBCMCMD

+===

 đpcm.

II. ĐỊNH LÝ MENELAUS

1. Định lý thuận

Cho tam giác 
[image: image36.wmf]ABC

 và 3 điểm 
[image: image37.wmf],,

MNP

 nằm trên đường thẳng chứa 3 cạnh 
[image: image38.wmf],,

ABBCCA

. Khi đó 
[image: image39.wmf],,

MNP

 thẳng hàng khi và chỉ khi: 
[image: image40.wmf]..1.

MANBPC

MBNCPA

=

 

Chứng minh

	Dựng đường thẳng qua 
[image: image41.wmf]A

 song song với 
[image: image42.wmf]BC

 cắt đường thẳng chứa 
[image: image43.wmf],,

MNP

 tại 
[image: image44.wmf].

Q

 Áp dụng định lý Thales ta có: 
[image: image45.wmf],

MAQAPCNC

MBBNPAQA

==

 

Suy ra 
[image: image46.wmf]....1

MANBPCQANBNC

MBNCPANBNCQA

==

 đpcm.
	
[image: image47.png]W







2. Định lý Menelaus đảo

Nếu 3 điểm 
[image: image48.wmf],,

MNP

 nằm trên đường thẳng chứa 3 cạnh 
[image: image49.wmf],,

ABBCCA

 và 
[image: image50.wmf]..1

MANBPC

MBNCPA

=

 thì 
[image: image51.wmf],,

MNP

 thẳng hàng.

Chứng minh:

Giả sử đường thẳng 
[image: image52.wmf]NP

 cắt 
[image: image53.wmf]AB

 tại 
[image: image54.wmf]M

¢

. Theo định lý Thales thuận ta có: 
[image: image55.wmf]..1.

MANBPC

MBNCPA

¢

=

¢

 

Kết hợp với 
[image: image56.wmf]..1

MANBPC

MBNCPA

=

 ta suy ra 
[image: image57.wmf]MAMA

MBMB

¢

=

¢

 suy ra 
[image: image58.wmf]MM

¢

º

 hay 
[image: image59.wmf],,

MNP

 thẳng hàng.

3. Định lý Ceva:

a, Định lý Ceva thuận:

Ba đường thẳng đi qua 3 đỉnh của tam giác 
[image: image60.wmf]ABC

 đồng quy hoặc cùng song song với nhau và cắt các cạnh 
[image: image61.wmf],,

ABBCCA

 (hay đường kéo dài) lần lượt tại 
[image: image62.wmf],,

MNP

 thì ta luôn có: 
[image: image63.wmf]..1.

AMNBPC

MBNCPA

=

 

b, Định lý Ceva đảo:

Nếu 
[image: image64.wmf],,

MNP

 lần lượt nằm trên các cạnh 
[image: image65.wmf],,

ABBCCA

 (hay đường kéo dài) và thỏa mãn: 
[image: image66.wmf]=

..1

AMNBPC

MBNCPA

 thì các đường thẳng 
[image: image67.wmf],,

ANBPCM

 đồng quy hoặc song song với nhau.

[image: image68.png]



Chứng minh: Định lý Ceva:

Giả sử đường thẳng qua 
[image: image69.wmf]A

 song song với 
[image: image70.wmf]BC

 cắt 
[image: image71.wmf],

CMBP

 lần lượt tại 
[image: image72.wmf],.

QR

 Theo định lý Thales ta có:


[image: image73.wmf],

MAQAPCCB

MBBCPAAR

==

. Suy ra 
[image: image74.wmf].....

MANBPCQANBCBQANB

MBNCPABCNCARNCAR

==

 mặt khác ta cũng có: 


[image: image75.wmf]QAIAAR

NCINBN

==

 nên 
[image: image76.wmf]...1

MANBPCARNB

MBNCPABNAR

==

 đpcm.

Trường hợp: 
[image: image77.wmf]////.

ANBPCN

 

Ta có: 
[image: image78.wmf],

MACNPCBC

MBBCPABN

==

 nên: 
[image: image79.wmf]....1

MANBPCCNNBBC

MBNCPABCNCBN

==

 đpcm.

Chứng minh: Định lý Ceva đảo:

Giả sử 
[image: image80.wmf]BP

 cắt 
[image: image81.wmf]AN

 tại 
[image: image82.wmf],

ICI

 cắt 
[image: image83.wmf]AB

 tại 
[image: image84.wmf]M

¢

. Theo định lý Ceva thuận: 
[image: image85.wmf]..1

MANBPC

MBNCPA

¢

=

¢

 kết hợp với giả thiết: 
[image: image86.wmf]..1

MANBPC

MBNCPA

=

 ta suy ra 
[image: image87.wmf]MAMA

MBMB

¢

=

¢

 suy ra 
[image: image88.wmf].

MM

¢

º

 

Trường hợp: 
[image: image89.wmf]//

ANBP

 ta dễ dàng có được kết quả 
[image: image90.wmf]////.

ANBPCN

 

4. Bổ đề hình thang

Cho hình thang 
[image: image91.wmf]ABCD

 có hai đáy là 
[image: image92.wmf],

ABCD

 khi đó trung điểm các cạnh đáy, giao điểm 2 đường chéo và giao điểm của 2 cạnh bên nằm trên một đường thẳng.

Chứng minh:

	Giả sử các đường thẳng 
[image: image93.wmf],

ADBC

 cắt nhau tại 
[image: image94.wmf],

M

 
[image: image95.wmf],

ACBD

 cắt nhau tại 
[image: image96.wmf],

P

 đường thẳng 
[image: image97.wmf]MP

 cắt 
[image: image98.wmf],

ABCD

 lần lượt tại 
[image: image99.wmf],.

NQ

 Ta chứng minh: 
[image: image100.wmf],

NQ

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image101.wmf],.

ABCD

 

Thật vậy: Do 
[image: image102.wmf]//

ABCD

 theo định lý Thales ta có:


[image: image103.wmf]ANNB

QDQC

=

 (1), 
[image: image104.wmf]ANBN

QCQD

=

 (2). Lấy (1) nhân với (2) ta có: 
[image: image105.wmf]22

..

ANNB

ANNB

QCQDQCQD

=Þ=

 thay vào (1) ta có 
[image: image106.wmf].

QDQC

=

 Hay 
[image: image107.wmf],

NQ

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image108.wmf],.

ABCD

 
	
[image: image109.png]





5. Tính chất phân giác:

	Cho tam giác 
[image: image110.wmf]ABC

 có đường phân giác trong góc 
[image: image111.wmf]A

 là 
[image: image112.wmf]AD

 và phân giác ngoài góc 
[image: image113.wmf]A

 là 
[image: image114.wmf].

AE

 Khi đó ta có:


[image: image115.wmf].

ABDBEB

ACDCEC

==

 
	
[image: image116.png]





MỘT SỐ BÀI TOÁN VẬN DỤNG

Ví dụ 1.

Cho tam giác 
[image: image117.wmf]ABC

 có 
[image: image118.wmf]M

 là trung điểm 
[image: image119.wmf],

BC

 điểm 
[image: image120.wmf]N

 nằm trên cạnh 
[image: image121.wmf]AB

 sao cho 
[image: image122.wmf]1

3

ANAB

=

, điểm 
[image: image123.wmf]Q

 nằm trên cạnh 
[image: image124.wmf]AC

 sao cho 
[image: image125.wmf]2

3

AQAC

=

, đường thẳng 
[image: image126.wmf]QN

 cắt đường thẳng 
[image: image127.wmf]AM

 và 
[image: image128.wmf]BC

 lần lượt tại điểm 
[image: image129.wmf],.

PR

 

a, Tính 
[image: image130.wmf],.

RBPA

RCPM

 

b, Một đường thẳng thay đổi cắt các cạnh 
[image: image131.wmf],

ABAC

 tại 
[image: image132.wmf],

EF

 sao cho 
[image: image133.wmf]4.

ABAC

AEAF

+=

 Chứng minh đường thẳng này luôn đi qua điểm cố định.

c, Đường thẳng qua 
[image: image134.wmf]N

 song song với 
[image: image135.wmf]BC

 cắt 
[image: image136.wmf]AC

 tại 
[image: image137.wmf]T

. Chứng minh: 
[image: image138.wmf],

CNBT

 cắt nhau tại trung điểm của đoạn thẳng 
[image: image139.wmf].

AM

 

Giải:

	a, Để tính tỷ số ta dựng đường thẳng qua 
[image: image140.wmf]C

 song song với 
[image: image141.wmf]AB

 cắt đường thẳng 
[image: image142.wmf]NQ

 tại 
[image: image143.wmf].

H

 Áp dụng định lý Thales ta có:


[image: image144.wmf]11111

.
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Cách khác: Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác 
[image: image146.wmf]ABC

 và cát tuyến 
[image: image147.wmf]NQR

 ta có:


[image: image148.wmf]111

..1..1.
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NBRCQARCRB
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b, Giả sử đường thẳng 
[image: image149.wmf]EF

 cắt đoạn 
[image: image150.wmf]AM

 ở 
[image: image151.wmf].

I

 Áp dụng kết quả ở 4a) ta có: 
[image: image152.wmf]2

.

ABACAM

AEAFAI
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 Từ đó suy ra 
[image: image153.wmf]2

42,

AM

AMAI

AI

=Û=

 hay 
[image: image154.wmf]I

 là trung điểm của 
[image: image155.wmf].

AM

 Vậy đường thẳng 
[image: image156.wmf]EF

 luôn đi qua một điểm cố định là trung điểm 
[image: image157.wmf]I

 của 
[image: image158.wmf].

AM

 

c, Theo định lý Thales ta có: 
[image: image159.wmf]1

.

2

ANAT

ABAC

==

 Giả sử 
[image: image160.wmf],

CNBT

 cắt nhau tại điểm 
[image: image161.wmf]I

¢

 và 
[image: image162.wmf]AI

¢

 cắt 
[image: image163.wmf]BC

 tại 
[image: image164.wmf]M

¢

. Theo định lý Van-Aubel ta có: 
[image: image165.wmf]11

1
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AIANAT

I

IMNBTB

¢

¢
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¢¢

 là trung điểm của 
[image: image166.wmf]AM

¢

. Áp dụng định lý Ceva cho 3 đường thẳng đồng quy 
[image: image167.wmf],,

AMCNBT

¢

 ta có:


[image: image168.wmf]1

..1..211

2

ANMBTCMBMB

M

NBMCTAMCMC

¢¢¢

¢
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 là trung điểm của 
[image: image169.wmf]BC

. Như vậy ta có: 
[image: image170.wmf],

MMII

¢¢

ºº

. Hay 
[image: image171.wmf],,

BTCNAM

 đồng quy tại 
[image: image172.wmf].
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Ví dụ 2.

Cho tam giác nhọn 
[image: image173.wmf]ABC

 có 
[image: image174.wmf]µ

45

A
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, các đường cao 
[image: image175.wmf]BD

 và 
[image: image176.wmf]CE

 cắt nhau ở 
[image: image177.wmf].

H

 Đường vuông góc với 
[image: image178.wmf]AB

 tại 
[image: image179.wmf]B

, cắt 
[image: image180.wmf]AC

 ở 
[image: image181.wmf].

I

 Đường vuông góc với 
[image: image182.wmf]AC

 tại 
[image: image183.wmf],

C

 cắt 
[image: image184.wmf]AB

 ở 
[image: image185.wmf].

K

 

Gọi 
[image: image186.wmf]F

 là giao của 
[image: image187.wmf]BI

 và 
[image: image188.wmf]CK

, 
[image: image189.wmf]G

 là giao điểm của 
[image: image190.wmf]FH

 và 
[image: image191.wmf]EI

. Chứng minh rằng 
[image: image192.wmf]G

 là trọng tâm của tam giác 
[image: image193.wmf].

AIK

 

Giải:

	Tam giác vuông 
[image: image194.wmf]ACK

 có 
[image: image195.wmf]µ

45

A

=°

 nên là tam giác vuông cân, 
[image: image196.wmf]CE

 là đường cao nên 
[image: image197.wmf],

AEEKIE

=

 là đường trung tuyến của 
[image: image198.wmf]AIK

D

. Ta sẽ chứng minh 
[image: image199.wmf]2

IGGE

=

 (bằng cách chứng minh 
[image: image200.wmf]2

FIEH

=

).

Ta có 
[image: image201.wmf]2

FICF

=

 (vì 
[image: image202.wmf]CIF

D

 vuông cân), 
[image: image203.wmf]CFBH

=

 (vì 
[image: image204.wmf]BFCH

 là hình bình hành), 


[image: image205.wmf]2

BHEH

=

 (vì 
[image: image206.wmf]BEH

D

 vuông cân) nên 
[image: image207.wmf]2

FIEH

=

.

Do 
[image: image208.wmf]//

EHFI

 nên theo định lí Thales, ta có


[image: image209.wmf]2

IGFI

GEEH

==

, suy ra 
[image: image210.wmf]2.

IGGE

=

 

Vậy 
[image: image211.wmf]G

 là trọng tâm tam giác 
[image: image212.wmf]AIK

.
	
[image: image213.png]





Ví dụ 3.

Cho tam giác 
[image: image214.wmf]ABC

 
[image: image215.wmf](

)

ABAC

<

, đường phân giác 
[image: image216.wmf]AD

, đường trung tuyến 
[image: image217.wmf].

AM

 Trên cạnh 
[image: image218.wmf]AC

 lấy điểm 
[image: image219.wmf]E

 sao cho 
[image: image220.wmf]AEAB

=

. Gọi 
[image: image221.wmf],

OG

 theo thứ tự là giao điểm của 
[image: image222.wmf]BE

 với 
[image: image223.wmf],.

ADAM

 

a, Chứng minh rằng 
[image: image224.wmf]//.

DGAB

 

b, Gọi 
[image: image225.wmf]I

 là giao điểm của 
[image: image226.wmf]MO

 và 
[image: image227.wmf]DG

. Chứng minh rằng 
[image: image228.wmf].

DIIG

=

 

Giải:

	a, Tam giác 
[image: image229.wmf]ABE

 cân tại 
[image: image230.wmf]A

, 
[image: image231.wmf]AO

 là đường phân giác nên 
[image: image232.wmf]BOOE

=

. Tam giác 
[image: image233.wmf]BEC

 có 
[image: image234.wmf]OM

 là đường trung bình nên 
[image: image235.wmf]//.

OMEC

 

Tam giác 
[image: image236.wmf]ABC

 có 
[image: image237.wmf]BMMC

=

 và 
[image: image238.wmf]//

OMEC

 nên 
[image: image239.wmf]MO

 đi qua trung điểm 
[image: image240.wmf]N

 của 
[image: image241.wmf].

AB

 

Qua 
[image: image242.wmf]M

 kẻ đường thẳng song song với 
[image: image243.wmf]AB

, cắt 
[image: image244.wmf]BO

 và 
[image: image245.wmf]AO

 theo thứ tự ở 
[image: image246.wmf]H

 và 
[image: image247.wmf]K

.
	
[image: image248.png]





Ta có 
[image: image249.wmf]//

HKAB

 và 
[image: image250.wmf]ANNB

=

 nên 
[image: image251.wmf]=

MKMH

 (theo bổ đề hình thang).

Do 
[image: image252.wmf]//

HKAB

, theo định lý Thales ta có 
[image: image253.wmf]MDMKMH

DBABAB

==

 (vì 
[image: image254.wmf]MKMH

=

)
[image: image255.wmf]MG

GA

=

 Từ đó ta có 
[image: image256.wmf]//

MDMG

DGAB

DBGA

=Þ

 (định lí Thales đảo).

b, Ta có 
[image: image257.wmf]//

DGAB

 và 
[image: image258.wmf]ANNB

=

 nên 
[image: image259.wmf]DIIG

=

 (theo bổ đề hình thang).

Ví dụ 4.

Cho tam giác 
[image: image260.wmf]ABC

 vuông tại 
[image: image261.wmf]A

, đường cao 
[image: image262.wmf]AH

. Gọi 
[image: image263.wmf]I

 là trung điểm của 
[image: image264.wmf]AH

. Đường vuông góc với 
[image: image265.wmf]BC

 tại 
[image: image266.wmf]C

 cắt đường thẳng 
[image: image267.wmf]BI

 tại 
[image: image268.wmf]D

. Chứng minh rằng 
[image: image269.wmf].

DADC

=

 

 Giải:

Gọi 
[image: image270.wmf]M

 là trung điểm của 
[image: image271.wmf]AC

, 
[image: image272.wmf]N

 là giao điểm của 
[image: image273.wmf]MI

 và 
[image: image274.wmf].

AB

 

Tam giác 
[image: image275.wmf]AHC

 có 
[image: image276.wmf]MI

 là đường trung bình nên 
[image: image277.wmf]//

MIHC

, tức là 
[image: image278.wmf]//.

MNBC

 
	Theo định lí Thales:

Do 
[image: image279.wmf]//

AHCD

 nên 
[image: image280.wmf].

IBHB

IDHC

=

 (1)

Do 
[image: image281.wmf]//

MNBC

 nên 
[image: image282.wmf],

INAIIM

HBAHHC

==


tức là 
[image: image283.wmf].

INHB

IMHC

=

 (2)

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image284.wmf],

IBIN

IDIM

=


do đó 
[image: image285.wmf]//

BNDM

 (định lí Thales đảo).
	
[image: image286.png]





Ta lại có 
[image: image287.wmf]BNAC

^

 nên 
[image: image288.wmf]DMAC

^

. Vậy 
[image: image289.wmf]DM

 là đường trung trực của 
[image: image290.wmf]AC

, suy ra 
[image: image291.wmf].

DADC

=

 
Ví dụ 5.

Cho hình bình hành 
[image: image292.wmf]ABCD

 giao 2 đường chéo là 
[image: image293.wmf]O

, một đường thẳng đi qua đỉnh 
[image: image294.wmf]D

 cắt cạnh 
[image: image295.wmf]AB

 tại 
[image: image296.wmf]M

, cắt 
[image: image297.wmf]BC

 ở 
[image: image298.wmf]N

 và cắt đường chéo 
[image: image299.wmf]AC

 tại 
[image: image300.wmf]I

, đường thẳng 
[image: image301.wmf]NO

 cắt 
[image: image302.wmf]CD

 tại 
[image: image303.wmf]F

. Dựng 
[image: image304.wmf]//

BEAC

, đường thẳng 
[image: image305.wmf]AE

 cắt 
[image: image306.wmf]BC

 tại 
[image: image307.wmf].

P

 

	a, Chứng minh: 
[image: image308.wmf].

AMCN

 không đổi.

b, Chứng minh: 
[image: image309.wmf]2

..

IDIMIN

=

 

c, Chứng minh: 
[image: image310.wmf].

EMDM

ENDN

=

 

d, Chứng minh: 
[image: image311.wmf]//.

OPDN

 

e, Chứng minh: 
[image: image312.wmf]=+

111

.

DIDMDN
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Giải:

a, Do 
[image: image314.wmf]//

AMCD

 nên ta có:


[image: image315.wmf]...

AMAIAD

AMCNADCD

CDICCN

==Þ=

 

b, Do 
[image: image316.wmf]//

AMCD

 nên: 
[image: image317.wmf]2

..

IMIAID

IDIMIN

IDICIN

==Þ=

 

c, Do 
[image: image318.wmf]//

BEAC

 nên 
[image: image319.wmf],

MIMAMIMEMAMBEIABCDCNIN

MEMBMEMBMEMBMBBNEN

++

=Þ=Û====

 hay 
[image: image320.wmf]EIINMEEICBDM

MEENNENINCDN

=Û===

 đpcm.

d, Tứ giác 
[image: image321.wmf]ACBE

 là hình thang, theo bổ đề hình thang 
[image: image322.wmf]OP

 đi qua trung điểm của 
[image: image323.wmf]EB

 nên 
[image: image324.wmf]//.

OPDN

 

e, Ta cần chứng minh: 
[image: image325.wmf]1.

DIDI

DMDN

+=

 Ta có: 
[image: image326.wmf],

DICIDIAI

DMCADNAC

==

 suy ra 


[image: image327.wmf]+=+==

1.

DIDICIAIAC

DMDNACACAC

 

Ví dụ 6.

Cho tam giác 
[image: image328.wmf]ABC

 có trọng tâm là điểm 
[image: image329.wmf]G

. Gọi 
[image: image330.wmf]P

 là điểm nằm trên cạnh 
[image: image331.wmf].

BC

 Các đường thẳng qua 
[image: image332.wmf]P

 song song với 
[image: image333.wmf],

CGBG

 cắt 
[image: image334.wmf],

ABAC

 tại 
[image: image335.wmf],.

EF

 

	Giả sử 
[image: image336.wmf]EF

 cắt 
[image: image337.wmf],

BGCG

 tại 
[image: image338.wmf],.

IJ

 

a, Chứng minh: 
[image: image339.wmf]1

.

3

EIEF

=

 

b, Chứng minh: 
[image: image340.wmf].

IEIJ

=

 

c, Chứng minh: 
[image: image341.wmf]PG

 đi qua trung điểm của 
[image: image342.wmf].

EF

 
	
[image: image343.png]





Giải:

a, Gọi 
[image: image344.wmf],

BMCN

 là các đường trung tuyến của tam giác 
[image: image345.wmf]ABC

, 
[image: image346.wmf]BG

 cắt 
[image: image347.wmf]EP

 tại 
[image: image348.wmf]R

, 
[image: image349.wmf]CG

 cắt 
[image: image350.wmf]FP

 tại 
[image: image351.wmf].

S

 Vì 
[image: image352.wmf]//

PFRI

 nên 
[image: image353.wmf]EIER

EFEP

=

 (1), vì 
[image: image354.wmf]//

PENC

 nên 
[image: image355.wmf]ERNG

EPNC

=

 (2). Từ (1) (2) ta suy ra 
[image: image356.wmf]11

.

33

EING

EIEF

EFNC

==Þ=

 

b, Chứng minh tương tự ta có: 
[image: image357.wmf]S11

33

JFFMG

JFEF

EFFPMB

===Þ=

 từ đó suy ra: 
[image: image358.wmf].

EIIJJF

==

 

c, Từ chứng minh trên ta có: 
[image: image359.wmf]S

//S

ERF

EFR

EPFP

=Þ

. Vì 
[image: image360.wmf]RGSP

 là hình bình hành nên 
[image: image361.wmf]GP

 đi qua trung điểm của 
[image: image362.wmf]RS

 nên 
[image: image363.wmf]GP

 cũng đi qua trung điểm của 
[image: image364.wmf].

IJ

 

Chú ý: Sử dụng bổ đề hình thang ta cũng suy ra 
[image: image365.wmf]GP

 đi qua trung điểm của 
[image: image366.wmf].

IJ

 

Ví dụ 7.

Cho tam giác nhọn 
[image: image367.wmf]ABC

 và một điểm 
[image: image368.wmf]D

 bất kỳ thuộc cạnh 
[image: image369.wmf]BC

, lấy một điểm 
[image: image370.wmf]E

 thuộc đoạn thẳng 
[image: image371.wmf],

ADF

 thuộc đoạn thẳng 
[image: image372.wmf]DE

. Một đường thẳng qua 
[image: image373.wmf]F

 song song với cạnh 
[image: image374.wmf]BC

 cắt 
[image: image375.wmf],,,

ABEBECAC

 theo thứ tự tại 
[image: image376.wmf],,,

MPQN

, đường thẳng 
[image: image377.wmf],

MDEB

 cắt nhau tại 
[image: image378.wmf],

RND

 và 
[image: image379.wmf]EC

 cắt nhau tại 
[image: image380.wmf],

SDP

 và 
[image: image381.wmf]AB

 cắt nhau tại 
[image: image382.wmf]G

, 
[image: image383.wmf]DQ

 cắt 
[image: image384.wmf]AC

 tại 
[image: image385.wmf].

H

 

a, Chứng minh: 
[image: image386.wmf].

MPNQ

BDDC

=

 

b, Chứng minh: 
[image: image387.wmf]S//.

RBC

 

c, Chứng minh: 
[image: image388.wmf]//S.

GHR

 

Gọi 
[image: image389.wmf]K

 là chân đường cao hạ từ 
[image: image390.wmf]A

 lên cạnh 
[image: image391.wmf]BC

, 
[image: image392.wmf]I

 là một điểm nằm trên 
[image: image393.wmf]AK

, các đường thẳng 
[image: image394.wmf],

BICI

 cắt 
[image: image395.wmf],

ACAB

 lần lượt tại 
[image: image396.wmf],

XY

. Đường thẳng qua 
[image: image397.wmf]//

IBC

 cắt 
[image: image398.wmf],

KXKY

 tại 
[image: image399.wmf],.

ZT

 Chứng minh: 
[image: image400.wmf]KZT

D

 cân.  

Giải:

	a, Do 
[image: image401.wmf]//

MFBD

 theo định lý Thales

ta có: 
[image: image402.wmf],//,

MFAFNFAF

NFCD

BDFDCDFD

=Þ=

 

suy ra 
[image: image403.wmf]MFNF

BDCD

=

 (1), do 
[image: image404.wmf]//

PFEF

PFBD

BDCD

Þ=

,

Do 
[image: image405.wmf]//D suy ra  (2)

D

Þ==

QFEFPFQF

FQC

CFDBDCD


Từ (1), (2) ta có:


[image: image406.wmf].

MFPFNFQFMPNQ

BDBDCDCDBDCD

-=-Û=

 
	
[image: image407.png]





b, Ta có 
[image: image408.wmf]//,////.
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MPBDNQCDRSMN

BDRDCDSDRDSD
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Do 
[image: image409.wmf]////.

MNBCRSBC

Þ

 

c, Do 
[image: image410.wmf]//,//

MPGPQNHQ

MPBDFQCD

BDGDCDHD

Þ=Þ=

 theo câu a thì 
[image: image411.wmf]MPNQ

BDCD

=

 nên 


[image: image412.wmf]//

GPHQDPDQ

GHPQ

GDHDDGDH

=Þ=Þ

 hay 
[image: image413.wmf]///.

GHBCRS

 

d, Giả sử đường thẳng qua 
[image: image414.wmf]I

 song song với 
[image: image415.wmf]BC

 cắt 
[image: image416.wmf],

ABAC

 tại 
[image: image417.wmf],.

LU

 

	Do 
[image: image418.wmf]//

IZKC

 nên 
[image: image419.wmf],//

IZXZ

ILBC

KCXK

=

 nên

 
[image: image420.wmf]ILXZ

BCXK

=

 suy ra 
[image: image421.wmf]IZILIZKC

KCBCILBC

=Û=

 (1)

Hay 
[image: image422.wmf]=

.

KC

IZIL

BC

 , tương tự ta có:


[image: image423.wmf].

BK

ITIU

BC

=

 (2). Từ (1),(2) ta có:
	
[image: image424.png]






[image: image425.wmf].

IZKCIL

ITBKIU

=

 nhưng 
[image: image426.wmf]KCKB

IUIL

=

 nên 
[image: image427.wmf].1

IZKCIL

ITBKIU

==

 hay 
[image: image428.wmf]IZIT

=

. Tam giác 
[image: image429.wmf]KZT

 có đường cao 
[image: image430.wmf]IK

 đồng thời cũng là đường trung tuyến nên 
[image: image431.wmf]KZT

 cân tại 
[image: image432.wmf].

K

 

Chú ý rằng: Với điểm 
[image: image433.wmf]K

 tùy ý trên 
[image: image434.wmf]BC

 ta luôn có: 
[image: image435.wmf].

IZIT

=

 

Ví dụ 8.

Cho tam giác vuông tại 
[image: image436.wmf]ABC

. Kẻ đường phân giác 
[image: image437.wmf]AD

, 
[image: image438.wmf]DBC

Î

 hạ 
[image: image439.wmf],,

DHABDKACBK

^^

 cắt 
[image: image440.wmf]DH

 tại 
[image: image441.wmf]M

 
[image: image442.wmf],

CH

 cắt 
[image: image443.wmf]DK

 tại 
[image: image444.wmf].

N

 

a, Chứng minh: 
[image: image445.wmf].

HMBH

MDHA

=

 

b, Chứng minh: 
[image: image446.wmf]//.

MNBC

 

c, Gọi 
[image: image447.wmf]I

 là giao điểm của 
[image: image448.wmf]BK

 và 
[image: image449.wmf]CH

. Chứng minh: 
[image: image450.wmf]DD

ABKKAN

∽

 và 
[image: image451.wmf].

AIBC

^

 

Giải:

	a, Vì 
[image: image452.wmf]//

MHAC

 và 
[image: image453.wmf]//

BHDK

 theo định lý Thales ta có: 
[image: image454.wmf]BHBMMH

HAMKMD

==

 (đpcm).

b, Để chứng minh: 
[image: image455.wmf]//

MNBC

 ta chứng minh: 
[image: image456.wmf].

MHNH

MDNC

=

 Ta dễ chứng minh được tứ giác 
	
[image: image457.png]






[image: image458.wmf]AHDK

 là hình vuông nên 
[image: image459.wmf].
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===

 Do 
[image: image460.wmf]//,//

HMAKDNBH

. Theo định lý Thales ta có:


[image: image461.wmf]//.

HMMHBMBDHNMHHN

MNBC
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c, Xét tam giác vuông 
[image: image462.wmf],

AKNABK

 ta có: 
[image: image463.wmf]KNKNNCCDDKAKKNAK

KAAHCHCBABABKAAB

=====Û=

 hay 
[image: image464.wmf]DD

ABKKAN

∽

 (c.g.c) suy ra 
[image: image465.wmf]·

·

=
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 nên 
[image: image466.wmf]·

·

·

·
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+=+=°

 hay 
[image: image467.wmf].

ANBK

^

 Chứng minh tương tự ta có: 
[image: image468.wmf]AMCH

^

 suy ra 
[image: image469.wmf],

BKCH

 chứa các đường cao xuất phát từ 
[image: image470.wmf],

MN

 của tam giác 
[image: image471.wmf]AMN

 nên 
[image: image472.wmf]CH

 cắt 
[image: image473.wmf]BK

 tại 
[image: image474.wmf]I

 thì 
[image: image475.wmf]I

 là trực tâm của tam giác 
[image: image476.wmf]AMN

 suy ra 
[image: image477.wmf].
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Ví dụ 9.

Cho tam giác 
[image: image478.wmf]ABC

 vuông tại 
[image: image479.wmf]A

. 
[image: image480.wmf]D

 là điểm trên tia đối của tia 
[image: image481.wmf]BC

, kẻ tiếp tuyến 
[image: image482.wmf]DE

 với đường tròn tâm 
[image: image483.wmf]C

 bán kính 
[image: image484.wmf]CA

 (
[image: image485.wmf],

AE

 ở khác phía nhau so với 
[image: image486.wmf]BC

). Đường thẳng qua 
[image: image487.wmf]A

 vuông góc với 
[image: image488.wmf]BC

 cắt đường thẳng 
[image: image489.wmf]CE

 tại 
[image: image490.wmf],

F

 đường thẳng 
[image: image491.wmf]BF

 cắt 
[image: image492.wmf]DE

 tại 
[image: image493.wmf]M

, qua 
[image: image494.wmf]B

 kẻ đường thẳng song song với 
[image: image495.wmf]CM

 cắt 
[image: image496.wmf]DE

 tại 
[image: image497.wmf]N

. Gọi 
[image: image498.wmf]J

 là giao điểm thứ 2 của đường tròn 
[image: image499.wmf](

)

;

CCA

 với 
[image: image500.wmf].

EC

 

a, Đường tròn đường kính 
[image: image501.wmf]DC

 cắt 
[image: image502.wmf]AC

 tại 
[image: image503.wmf].

I

 Chứng minh: 
[image: image504.wmf]AIFE

 nội tiếp.

b, Tam giác 
[image: image505.wmf]CIF

 cân tại 
[image: image506.wmf].

C

 

c, Chứng minh: 
[image: image507.wmf]M

 là trung điểm của 
[image: image508.wmf].

NE

 

Giải:

	a, Đường tròn đường kính 
[image: image509.wmf]DC

 cắt 
[image: image510.wmf]AC

 tại 
[image: image511.wmf]I

 nên 
[image: image512.wmf]·
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 nội tiếp. Suy ra 
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 Hay tứ giác 
[image: image514.wmf]AIFE

 nội tiếp.

b, Do 
[image: image515.wmf]CACE
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 mà
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 suy ra tam giác 
[image: image517.wmf]CIF

 cân tại 
[image: image518.wmf]C

 và 
[image: image519.wmf]//.
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c, Áp dụng định lý Menelaus trong tam giác 
[image: image520.wmf]BFC

  với cát tuyến 
[image: image521.wmf]DME

 ta có: 
[image: image522.wmf]..1
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Mặt khác do 
[image: image523.wmf]//

AEIF

nên ta có 
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ECAC

, do  
[image: image525.wmf]//
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 nên 
[image: image526.wmf]=

DCIC
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 thay vào (*)     
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ta có: 
[image: image528.wmf]..1//
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 hay 
[image: image529.wmf]M

 là trung điểm của 
[image: image530.wmf].

NE

 

Ví dụ 10.

Cho tam giác 
[image: image531.wmf]ABC

 ngoại tiếp đường tròn 
[image: image532.wmf](

)

I

, đường thẳng 
[image: image533.wmf]AI

 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image534.wmf]ABC

 tại điểm 
[image: image535.wmf],

DE

 là điểm trên cung 
[image: image536.wmf]BDC

, điểm 
[image: image537.wmf]F

 trên cạnh 
[image: image538.wmf]BC

 thỏa mãn 
[image: image539.wmf]·

·

·

1

2

BAFCAEBAC
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. Gọi 
[image: image540.wmf]G

 là trung điểm của 
[image: image541.wmf]IF

. Đường thẳng 
[image: image542.wmf]EI

 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image543.wmf]ABC

 tại 
[image: image544.wmf]P

 , đường thẳng 
[image: image545.wmf]AI

 cắt 
[image: image546.wmf]BC

 tại 
[image: image547.wmf],

JAF

 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image548.wmf]ABC

 tại 
[image: image549.wmf]K

 cắt 
[image: image550.wmf]DP

 tại 
[image: image551.wmf].

Q

 

a, Chứng minh: 
[image: image552.wmf]APQI

 là tứ giác nội tiếp.

b, Chứng minh: 
[image: image553.wmf].

DCJDAC

DD
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c, Chứng minh: 
[image: image554.wmf],

DGEI

 cắt nhau tại một điểm nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image555.wmf].

ABC

 

Lời giải:

	a, Do 
[image: image556.wmf]AD

 là phân giác trong góc 
[image: image557.wmf]A

 nên 
[image: image558.wmf]·

·
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, vì 
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, mặt khác 
[image: image560.wmf]·
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 suy ra tứ giác 
[image: image561.wmf]PQIA

 nội tiếp.

b, Xét tam giác 
[image: image562.wmf],
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 ta có: 
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,

DCJDAC
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[image: image564.wmf]·
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 chung nên 
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DD
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 (g.g)

c, Giả sử 
[image: image566.wmf]PD

 cắt 
[image: image567.wmf]FI

 tại 
[image: image568.wmf]G

¢

. Ta chứng minh 
[image: image569.wmf].
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[image: image570.png]





Thật vậy Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác 
[image: image571.wmf]AIF

 và cát tuyến 
[image: image572.wmf]QGD

¢

 ta có
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 (*). Từ chứng minh câu a ta có: 
[image: image574.wmf]·

·

·

AQIAPIAKE

==

 suy ra 
[image: image575.wmf]//.
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 Mặt khác cũng do 
[image: image576.wmf]·

·

BAKCDE
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 suy ra 
[image: image577.wmf]·
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 là hình thang cân và 
[image: image578.wmf]//

EKBC

. Như vậy 
[image: image579.wmf]////
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Theo định lý Thales ta có: 
[image: image580.wmf],

QAIA

QFIJ

=

 mặt khác 
[image: image581.wmf]I

 là tâm đường tròn nội tiếp tam giác 
[image: image582.wmf]ABC

 nên theo tính chất phân giác trong ta cũng có: 
[image: image583.wmf]IACA

IJCJ
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, do 
[image: image584.wmf]DCJDAC

DD

∽

 nên 
[image: image585.wmf]CADA

CJDC

=

 mà 
[image: image586.wmf]DIDCDB

==

 (Tính chất quen thuộc). Suy ra 
[image: image587.wmf]CADA

CJDI

=

 như vậy: 
[image: image588.wmf]QAIACADADA

QFIJCJDCDI
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 suy ra 
[image: image589.wmf].1
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 thay vào (*) ta có: 
[image: image590.wmf]1
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 là trung điểm của 
[image: image591.wmf]IF

 hay 
[image: image592.wmf].
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Ví dụ 11.

Cho tam giác 
[image: image593.wmf]ABC

 vuông tại 
[image: image594.wmf]A

, đường tròn tâm 
[image: image595.wmf]B

 bán kính 
[image: image596.wmf]BA

 và đường tròn tâm 
[image: image597.wmf]C

 bán kính 
[image: image598.wmf]CA

 cắt nhau tại 
[image: image599.wmf]D

 khác 
[image: image600.wmf]A

, 
[image: image601.wmf]BC

 cắt 
[image: image602.wmf](

)

B

 tại 
[image: image603.wmf],

EF

 (
[image: image604.wmf]F

 nằm trong 
[image: image605.wmf](

)

C

) và cắt 
[image: image606.wmf](

)

C

 tại 
[image: image607.wmf],

MN

 (
[image: image608.wmf]M

 nằm trong 
[image: image609.wmf](

)

B

). Đường thẳng 
[image: image610.wmf]DM

 cắt 
[image: image611.wmf]AE

 tại 
[image: image612.wmf]P

, 
[image: image613.wmf]DF

cắt 
[image: image614.wmf]AN

 tại 
[image: image615.wmf].

Q

 Kéo dài 
[image: image616.wmf]DM

 cắt 
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)

B

 tại 
[image: image618.wmf],
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 cắt 
[image: image619.wmf](

)

C

 tại 
[image: image620.wmf].
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a, Chứng minh: 
[image: image621.wmf].

IBEF

^

 

b, Chứng minh: Tứ giác 
[image: image622.wmf]APDQ

 nội tiếp và 
[image: image623.wmf]//.

PQEN

 

c, Chứng minh: 
[image: image624.wmf]..
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Giải:

	a, Ta có:
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Lại có: 
[image: image626.wmf]·
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Suy ra 
[image: image627.wmf]·
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Do đó 
[image: image629.wmf].
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b, Từ a suy ra tam giác 
[image: image631.wmf]IBF

 vuông cân tại 
[image: image632.wmf]B

 suy ra 
[image: image633.wmf]·
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suy ra 
[image: image634.wmf],,

IAN

 thẳng hàng.

Tương tự ta cũng có: 
[image: image635.wmf],,

EAH

 thẳng hàng suy ra 
[image: image636.wmf]·
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 tứ giác 
[image: image637.wmf]APDQ

 nội tiếp suy ra 
[image: image638.wmf]·
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 nên 
[image: image639.wmf]//.
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Áp dụng định lý Menelaus với tam giác 
[image: image640.wmf]PEM

 và cát tuyến 
[image: image641.wmf]IAN

 ta có: 
[image: image642.wmf]..1

IPNMAE

IMNEAP
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, tương tự với tam giác 
[image: image643.wmf]QFN

 và cát tuyến 
[image: image644.wmf]HAE

 ta cũng có: 
[image: image645.wmf]..1

HFAQEN

HQANEF

=

. Nhân hai đẳng thức với chú ý: 
[image: image646.wmf]APAE

AQAN

=

 suy ra: 
[image: image647.wmf]..
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6. Đường thẳng Ơle

Trong một tam giác: Trực tâm 
[image: image648.wmf]H

, trọng tâm 
[image: image649.wmf]G

, tâm đường tròn ngoại tiếp 
[image: image650.wmf]O

 nằm trên một đường thẳng gọi là đường thẳng Ơle của tam giác. Đồng thời ta có: 
[image: image651.wmf]3.

HOGO
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	Chứng minh:

Dựng đường kính 
[image: image652.wmf]AN

 của 
[image: image653.wmf](

)

O

. Vì 
[image: image654.wmf]AN

 là đường kính của 
[image: image655.wmf](

)

O

 nên 
[image: image656.wmf]NCAC

^

, do 
[image: image657.wmf]//.
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Chứng minh tương tự ta cũng có 
[image: image658.wmf]//

CHNB

 nên tứ giác 
[image: image659.wmf]BHCN

 là hình bình hành, suy ra 2 đường chéo 
[image: image660.wmf],

NHBC

 cắt nhau tại trung điểm 
[image: image661.wmf]M

 của mỗi đường nên 
[image: image662.wmf],,

NHM

 thẳng hàng.
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Ta có 
[image: image664.wmf]MO

 là đường trung bình của tam giác 
[image: image665.wmf]AHN

 nên 
[image: image666.wmf]1

//
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MOAH
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. Gọi 
[image: image667.wmf]G

 là giao điểm của 
[image: image668.wmf]AM

 và 
[image: image669.wmf]HO

, do 
[image: image670.wmf]//
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 (cùng vuông góc với 
[image: image671.wmf]BC

). Theo định lý Thales ta có: 
[image: image672.wmf]1
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 là trọng tâm của tam giác 
[image: image673.wmf]ABC

 và 
[image: image674.wmf],,

HGO

 thẳng hàng. Do 
[image: image675.wmf]1
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(Đường thẳng qua 
[image: image676.wmf],,

HGO

 gọi là đường thẳng Ơle của tam giác 
[image: image677.wmf]ABC

).

7. Đường thẳng Simson – Đường thẳng Steiner

a, Đường thẳng Simson:

Cho tam giác 
[image: image678.wmf]ABC

 nội tiếp đường tròn 
[image: image679.wmf](

)

O

 
[image: image680.wmf]M

 là một điểm bất kỳ trên đường tròn. Kẻ 
[image: image681.wmf],,

MHMIMK

 lần lượt vuông góc với 
[image: image682.wmf],,.

ABBCAC

 Chứng minh rằng ba điểm 
[image: image683.wmf],,

HIK

 thẳng hàng.

	Chứng minh:

Tứ giác 
[image: image684.wmf]MIBH

 có 
[image: image685.wmf]·

·
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 nên là tứ giác nội tiếp 
[image: image686.wmf]·

·
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 (cùng chắn cung 
[image: image687.wmf]HM

), mà tứ giác 
[image: image688.wmf]ABMC

 nội tiếp nên  
[image: image689.wmf]·
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MBHKCM

=

 , do đó 
[image: image690.wmf]·

·
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Mặt khác tứ giác 
[image: image691.wmf]KCMI

 nội tiếp

(vì 
[image: image692.wmf]·

·
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) nên 
[image: image693.wmf]·
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[image: image695.wmf]·
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 Vậy 
[image: image696.wmf],,

HIK

 thẳng hàng.

Đường thẳng đi qua 
[image: image697.wmf],,

HIK

 được gọi là đường thẳng Simson của điểm 
[image: image698.wmf].
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Chú ý: Ta có bài toán đảo về bài toán Simson như sau: Cho tam giác 
[image: image699.wmf]ABC

 và một điểm 
[image: image700.wmf]M

 nằm ngoài tam giác. Chứng minh rằng nếu hình chiếu của 
[image: image701.wmf]M

 lên ba cạnh của tam giác 
[image: image702.wmf]ABC

 là bao điểm thẳng hàng thì 
[image: image703.wmf]M

 nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image704.wmf].
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BÀI TẬP TỰ LUYỆN

1. Cho 
[image: image705.wmf]ABC

D

 nhọn nội tiếp đường tròn 
[image: image706.wmf](O)

. H là trực tâm 
[image: image707.wmf]ABC

D

, M là một điểm nằm trên cung nhỏ AC. Gọi E, F lần lượt là hình chiếu vuông góc của M trên các đường thẳng AB, BC.

a) Chứng minh rằng EF đi qua trung điểm của MH.

b) Xác định vị trí của M để EF lớn nhất.

2. Cho hai đường tròn 
[image: image708.wmf](O)

 và 
[image: image709.wmf](O')

 cắt nhau tại hai điểm phân biệt A và B. Một cát tuyến thay đổi qua A cắt 
[image: image710.wmf](O)

 và 
[image: image711.wmf](O')

 tương ứng tại C và D. Gọi E và F thứ tự là hình chiếu vuông góc của B lên tiếp tuyến của 
[image: image712.wmf](O)

 tại C và tiếp tuyến của 
[image: image713.wmf](O')

 tại D. Chứng minh rằng EF tiếp xúc một đường tròn cố định.

3. Cho ngũ giác ABCDE nội tiếp một đường tròn. Gọi M, N, P, Q, R, S, T và U lần lượt là hình chiếu vuông góc của E trên các đường thẳng AB, BC, CD, DA, MN, NP, PQ và QM. Chứng minh R, S, T, U thẳng hàng.

4. Cho đường tròn 
[image: image714.wmf](O)

 và một điểm A cố định nằm ngoài 
[image: image715.wmf](O)

. M là một điểm thay đổi trên đường thẳng qua A vuông góc với AO. Gọi MB, MC là các tiếp tuyến của 
[image: image716.wmf](O)

 (B, C là các tiếp điểm). Kẻ 
[image: image717.wmf]AEMB,AFMC(EMB;FMC)

^^ÎÎ

. Chứng minh rằng EF đi qua một điểm cố định.

5. Cho 
[image: image718.wmf]·

xOy

, lấy điểm A cố định thuộc tia phân giác của 
[image: image719.wmf]·

xOy

. Vẽ đường tròn 
[image: image720.wmf](I)

 qua O và A cắt Ox, Oy lần lượt tại B và C và vẽ hình bình hành OBMC. Chứng minh rằng M thuộc một đường thẳng cố định.

6. Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image721.wmf](O)

 có trực tâm là H. D là điểm trên cung nhỏ BC. Lấy điểm E sao cho ADCE là hình bình hành và K là trực tâm của tam giác ACE. Gọi P, Q lần lượt là hình chiếu của K trên BC và AB. Chứng minh rằng PQ đi qua trung điểm của HK.

7. Cho 
[image: image722.wmf]ABC

D

 nhọn nội tiếp đường tròn 
[image: image723.wmf](O)

. M là điểm thay đổi trên cung nhỏ BC. Kẻ 
[image: image724.wmf]MEAB,MFAC(EAB,FAC)

^^ÎÎ


a) Xác định vị trí của M để trung điểm của EF nằm trên đoạn thẳng BC

b) Kẻ 
[image: image725.wmf]APMB,AQMC(PMB,QMC)

^^ÎÎ

. Chứng minh rằng PQ đi qua một điểm cố định.

8. Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn 
[image: image726.wmf](O)

. Gọi H, K thứ tự là hình chiếu vuông góc của B trên AC, CD. Gọi M, N thứ tự là trung điểm của AD, HK. Chứng minh rằng tam giác BMN là tam giác vuông.

HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP SỐ

1.

a) Xét trường hợp 
[image: image727.wmf]·

·

BAMBCM
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 (các trường hợp khác chứng minh tương tự)

[image: image1.wmf]AMAN

MBNC

=

Khi đó E thuộc tia đối của tia AB và F nằm trên cạnh BC

Hạ 
[image: image728.wmf]MIAC(IAC)

^Î


Ta được EF là đường thẳng Simson ứng với điểm M của 
[image: image729.wmf]ABC

D


Hơn nữa, I nằm giữa E và F.

Gọi P, Q theo thứ tự là điểm đối xứng của M qua các đường thẳng AB, AC

Vì 
[image: image730.wmf]·

·

·

·

APBAMBACB180AHB
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 nên tứ giác AHBP nội tiếp


[image: image731.wmf]·
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 . Tương tự 
[image: image732.wmf]·

·

CHQCBM
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Suy ra 
[image: image733.wmf]·
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Do đó P, H, Q thẳng hàng.

Mà IE là đường trung bình của 
[image: image734.wmf]MPQ

D

 nên IE đi qua trung điểm của MH hay EF đi qua trung điểm của MH (đpcm).

Nhận xét. Có thể dùng đường thẳng Steiner để chứng minh.

b) Vì 
[image: image735.wmf]·

·

MEIMAI

=

 và 
[image: image736.wmf]·

·

MFIMCI

=

 nên 
[image: image737.wmf]MEFMAC(g.g)

DD

:


Suy ra 
[image: image738.wmf]EFEM

1

ACAM

=£


Do đó EF lớn nhất bằng AC và xảy ra khi và chỉ khi BM là đường kính của 
[image: image739.wmf](O)


2.

Đặt 
[image: image740.wmf]TCEDF

=

I


[image: image1521.png]


Giả sử 
[image: image741.wmf]·

·

TCBTDB

³


Hạ 
[image: image742.wmf]BICD(ICD)
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Vì 
[image: image743.wmf]·

·

·
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·
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 nên 
[image: image744.wmf]·

·
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Do đó tứ giác TCBD nội tiếp.

Suy ra EF là đường thẳng Simson ứng với điểm B của 
[image: image745.wmf]TCD

D


Do đó I, E, F thẳng hàng và I thuộc đường tròn đường kính AB.

Mà tứ giác BICE nội tiếp nên 
[image: image746.wmf]·

·
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==


Vậy EF tiếp xúc với đường tròn đường kính AB cố định (đpcm).

3.

[image: image1522.png]


Hạ 
[image: image747.wmf]EIAC(IAC)

^Î


Đường thẳng Simson ứng với điểm E với tam giác ABC cho ta ba điểm M, N, I thẳng hàng.

Đường thẳng Simson ứng với điểm E với tam giác ACD cho ta các ba điểm P, Q, I thẳng hàng.

Ta có A, I, Q, E, M cùng thuộc đường tròn đường kính AE, nên vận dụng đường thẳng Simson ứng với điểm E với tam giác IMQ cho ta các cặp điểm R, U, T thẳng hàng.

Tương tự R, S, T thẳng hàng, ta có đpcm. 
4

Ta có 
[image: image748.wmf]·

·
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Suy ra năm điểm M, A, C, O, B cùng thuộc đường tròn đường kính MO.

Kẻ 
[image: image749.wmf]AIBC

^

. Xét đường tròn đường kính MO, ta có:


[image: image750.wmf]AEMB,AFMC,AIBC
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[image: image1523.png]


Suy ra E, F, I thẳng hàng (đường thẳng Simson).

Gọi H, J là giao điểm của BC với AO và OM, K là giao điểm của EI và AO.

Ta có: 
[image: image751.wmf]OJHOAM(g.g)

DD

:

 suy ra: 
[image: image752.wmf]OJ.OMOH.OA
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Ta có: 
[image: image753.wmf]OJBOBM(g.g)

DD

:

 suy ra: 
[image: image754.wmf]2
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Do đó : 
[image: image755.wmf]2
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 không đổi

Vậy H là điểm cố định.

Tứ giác AICF nội tiếp nên 
[image: image756.wmf]·

·
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(1)

A, M, B, O, C cùng thuộc một đường tròn nên 
[image: image757.wmf]·

·

ACMAOM
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(2)

Từ (1), (2) suy ra : 
[image: image758.wmf]·

·
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Mà 
[image: image759.wmf]·
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 (so le trong) nên 
[image: image760.wmf]·
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[image: image761.wmf]AIH

D

 vuông có 
[image: image762.wmf]KAKI

=

 dễ dàng suy ra 
[image: image763.wmf]AKKH
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Suy ra K là điểm cố định.

5.

Vì A thuộc tia phân giác của 
[image: image764.wmf]·

xOy

 nên 
[image: image765.wmf]»
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. Suy ra 
[image: image766.wmf]IABC

^


Kẻ 
[image: image767.wmf]AHOx,AKOy
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 thì K, H cố định và K, E, H thẳng hàng nên điểm E thuộc HK cố định.

Mà hình bình hành OBMC có 
[image: image768.wmf]OM2OE

=

 nên M cố định.

Suy ra M thuộc đường thẳng d cố định song song với đường thẳng HK và cách HK một khoảng không đổi.

6.

[image: image1525.png]


Theo giả thiết ta có ADCE là hình bình hành nên 
[image: image769.wmf]·

·

ADCAEC

=

 mà K là trực tâm của 
[image: image770.wmf]AEC
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 nên 
[image: image771.wmf]EKAC
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Mặt khác 
[image: image772.wmf]·
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 nên 
[image: image773.wmf]·
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AKCADC180

+=°


Suy ra tứ giác ADCK nội tiếp, từ đó 
[image: image774.wmf]K(O)

Î


EK cắt AC tại I

Do đó P, Q, I thẳng hàng (đường thẳng Simson).

Đường thẳng AH cắt đường tròn 
[image: image775.wmf](O)

 tại M và cắt PQ tại N thì 
[image: image776.wmf]MNKP,KQAB,KPBC

^^

P


Suy ra BQKP là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image777.wmf]·

·

·

QPKQBKAMK

==


Do đó MPKN là tứ giác nội tiếp.

Do đó MPKN là hình thang cân nên 
[image: image778.wmf]·

·

PMNKNM

=


Mặt khác 
[image: image779.wmf]·

·

PHPMPMNPHM

=Þ=

 nên 
[image: image780.wmf]·

·

PHMKNM

=



[image: image781.wmf]PHKN

Þ

P

, lại có 
[image: image782.wmf]NHKP

P

, suy ra HPKN là hình bình hành.

Do đó NP cắt HK tại trung điểm của mỗi đường.

Do đó PQ đi qua trung điểm của HK.

7.

a) Kẻ 
[image: image783.wmf]MDBC

^

 suy ra E, D, F thẳng hàng (đường thẳng Simson).

Từ các tứ giác nội tiếp MDBE, MDFC ta có:


[image: image784.wmf]·

·

·

·

MEDMBD;MFDMCD

==



[image: image785.wmf]EFMF

MEFMBC(g.g)

BCMC

ÞDDÞ=

:


[image: image1526.png]



[image: image786.wmf]DFMF

EDDF

NCMC

=Û=



[image: image787.wmf]MDFMNC(g.c.g)

ÛDD

:



[image: image788.wmf]·

·

·

·

Û=Û=

MDFMNCDCFNMC



[image: image789.wmf]Þ

 M thuộc cung chứa góc BAC dựng trên đoạn NC


[image: image790.wmf]Þ

 M thuộc giao điểm của cung chứa góc BAC dựng trên đoạn NC và cung nhỏ BC.

Nhận xét. Ngoài ta có thể dựa vào ví dụ 3, để giải.

b) Kẻ 
[image: image791.wmf]AHBC

^

, suy ra P, H, Q thẳng hàng (đường thẳng Simson)


[image: image792.wmf]Þ

 PQ luôn đi qua điểm H cố định.

[image: image1527.png]


8.

Kẻ 
[image: image793.wmf]BEAD(EAD)

^Î


Ta có 
[image: image794.wmf]BHAC,BKCD

^^



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image795.wmf]Þ

 E, H, K thẳng hàng.

Tứ giác BEDK nội tiếp 
[image: image796.wmf]·

·

EDBEKB

Þ=


Tứ giác BHKC nội tiếp 
[image: image797.wmf]·

·

BHKBCD180

Þ+=°


Mặt khác 
[image: image798.wmf]·

·

BADBCD180

+=°



[image: image799.wmf]·

·

BADBHKBHKBAD(g.g)

Þ=ÛDD

:


Mà 
[image: image800.wmf]MAMD,NHNKAMBHNB

==ÞDD

:



[image: image801.wmf]·

·

·

AMBBNHBNE

Þ==


Do đó tứ giác BEMN nội tiếp.

Mà 
[image: image802.wmf]·

·

MEB90BNM90BNMN

=°Þ=°Þ^


b, Đường thẳng Steiner

Cho tam giác 
[image: image803.wmf]ABC

 nội tiếp đường tròn 
[image: image804.wmf](

)

O

, 
[image: image805.wmf]M

 là điểm bất kỳ thuộc đường tròn. Gọi 
[image: image806.wmf],,

NPQ

 theo thứ tự là các điểm đối xứng với 
[image: image807.wmf]M

 qua 
[image: image808.wmf],,

ABBCCA

. Chứng minh rằng 
[image: image809.wmf],,

NPQ

 thẳng hàng.

	Chứng minh:

Gọi 
[image: image810.wmf],,

HIK

 theo thứ tự là hình chiếu của 
[image: image811.wmf]M

 lên 
[image: image812.wmf],,

ABBCAC

; thế thì 
[image: image813.wmf],,

HIK

 thẳng hàng (đường thẳng Simson). Dễ thấy 
[image: image814.wmf]IH

 là đường trung bình của tam giác 
[image: image815.wmf]MNP

 nên 
[image: image816.wmf]//

IHNP

. 

Tương tự 
[image: image817.wmf]//

IKPQ

. Theo tiên đề Ơ-clit và do 
[image: image818.wmf],,

HIK

 thẳng hàng nên suy ra 
[image: image819.wmf],,

NPQ

 thẳng hàng. Đường thẳng 
[image: image820.wmf],,

HIK

 đi qua
[image: image821.wmf],,

NPQ

  được 
	
[image: image822.png]





gọi là đường thẳng Steiner của điểm 
[image: image823.wmf].

M

 

Chú ý:

a, Ta có thể chứng minh ba điểm 
[image: image824.wmf],,

NPQ

 thẳng hàng bằng cách dùng phép vị tự: Các điểm 
[image: image825.wmf],,

NPQ

 lần lượt là ảnh của 
[image: image826.wmf]M

 trong phép vị tự tâm 
[image: image827.wmf]M

 tỉ số 2, mà 
[image: image828.wmf],,

HIK

 thẳng hàng nên 
[image: image829.wmf],,

NPQ

 cũng thẳng hàng. Như vậy đường thẳng Steiner là ảnh của đường thẳng Simson trong phép vị tự tâm 
[image: image830.wmf]M

 tỉ số 2.

Ngoài ra liên quan đến đường thẳng Simson, Steiner ta cũng có các kết quả đẹp sau:

1. Đường thẳng Steiner đi qua trực tâm của tam giác 
[image: image831.wmf]ABC

. (Olympic Nhật Bản 1997)

Thật vậy, gọi 
[image: image832.wmf]D

 là trực tâm của tam giác 
[image: image833.wmf];,

ABCBDCD

 cắt 
[image: image834.wmf](

)

O

 lần lượt ở 
[image: image835.wmf],

EF

. Dễ dàng chứng minh được 
[image: image836.wmf]E

 đối xứng với 
[image: image837.wmf]D

 qua 
[image: image838.wmf]AC

, 
[image: image839.wmf]F

 đối xứng với 
[image: image840.wmf]D

 qua 
[image: image841.wmf].

AB

 Ta có 
[image: image842.wmf]FDMN

 là hình thang cân và các tứ giác 
[image: image843.wmf]IBHM

 
[image: image844.wmf]MBFC

 nội tiếp nên ta có: 
[image: image845.wmf]·

·

·

·

===

DFMDNMMBCIHM

 do đó 
[image: image846.wmf]//.

NDIH

 Tương tự ta cũng có:


[image: image847.wmf]//

DQIK

 mà 
[image: image848.wmf],,

HIK

 thẳng hàng nên 
[image: image849.wmf],,

NPQ

 thẳng hàng. Nói cách khác: Đường thẳng Steiner của điểm 
[image: image850.wmf]M

 đi qua trực tâm của tam giác 
[image: image851.wmf].

ABC

 

	Cách khác:

Gọi 
[image: image852.wmf],,

ASBJCR

 là các đường cao của tam giác 
[image: image853.wmf]ABC

, 
[image: image854.wmf]D

 là trực tâm.

Ta có 
[image: image855.wmf]·

·

ANBAMB

=

 (tính chất đối xứng).

Lại có 
[image: image856.wmf]·

·

AMBADJ

=

 (cùng bù với 
[image: image857.wmf]·

SDJ

).

Suy ra 
[image: image858.wmf]·

·

ANBADJ

=

 nên 
[image: image859.wmf]ADBN

 là tứ giác nội tiếp, do đó 
[image: image860.wmf]·

·

NABNDB

=

. 

Mà 
[image: image861.wmf]·

·

·

·

.

NABMABNDBMAB

=Þ=

 
	
[image: image862.png]





Chứng minh tương tự 
[image: image863.wmf]·

·

CDQCAM

=

. Ta có 
[image: image864.wmf]·

·

·

·

·

NDBCDQMABCAMBAC

+=+=

 


[image: image865.wmf]·

·

·

·

·

·

180.

NDQNDBBDCCDQBACBDC

Þ=++=+=°

 

Vậy 
[image: image866.wmf],,

NDQ

 thẳng hàng hay đường thẳng Steiner đi qua trực tâm của tam giác 
[image: image867.wmf].

ABC

 

	2. 
[image: image868.wmf]ABACBC

MHMKMI

+=

 (Olympic Toán Mỹ 1979)

Ta lấy điểm 
[image: image869.wmf]T

 trên cạnh 
[image: image870.wmf]BC

 sao cho 
[image: image871.wmf]·

·

MTCMBA

=

 suy ra 
[image: image872.wmf]MBAMTC

DD

∽

 (g.g)

Do 
[image: image873.wmf],

MHMI

 là các đường cao tương ứng nên 

Ta có: 
[image: image874.wmf]ABTC

MHMI

=

. Từ cách dựng điểm 
[image: image875.wmf]T

 ta cũng suy ra 
[image: image876.wmf]MCAMTB

DD

∽

 (g.g) 
[image: image877.wmf]ACTB

MKMI

Þ=

 

Cộng hai đẳng thức ta có: 
[image: image878.wmf].

ABACBC

MHMKMI

+=

 
	
[image: image879.png]





Ta xét một số ví dụ:

Ví dụ 1.

Cho tam giác 
[image: image880.wmf]ABC

 có 3 góc nhọn, nội tiếp 
[image: image881.wmf](

)

O

. Các đường cao 
[image: image882.wmf],,

ANBMCP

 của tam giác cùng đi qua điểm 
[image: image883.wmf]H

. Gọi 
[image: image884.wmf]Q

 là điểm bất kỳ trên cung nhỏ 
[image: image885.wmf]BC

 (
[image: image886.wmf]Q

 khác 
[image: image887.wmf],

BC

). Gọi 
[image: image888.wmf],

EF

 là điểm đối xứng với 
[image: image889.wmf]Q

 qua 
[image: image890.wmf],.

ABAC

 

a, Chứng minh: 
[image: image891.wmf]...

MHMAMPMN

=

 

b, Chứng minh: 
[image: image892.wmf],,

EHF

 thẳng hàng.

c, Gọi 
[image: image893.wmf]J

 là giao điểm của 
[image: image894.wmf]QE

 và 
[image: image895.wmf]AB

, 
[image: image896.wmf]J

 là giao điểm của 
[image: image897.wmf]QF

 và 
[image: image898.wmf]AC

. Tìm vị trí điểm 
[image: image899.wmf]Q

 để 
[image: image900.wmf]ABAC

QJQI

+

 nhỏ nhất.

(Đề thi vào lớp 10 chuyên Toán TP Hà Nội năm 2015-2016).

Giải:

	Câu a) Dành cho bạn đọc.

Gọi 
[image: image901.wmf]S

 là chân đường vuông góc hạ từ 
[image: image902.wmf]Q

 lên 
[image: image903.wmf].

BC

 Ta có 
[image: image904.wmf],,

IJS

 thẳng hàng (Đường thẳng Simson của điểm 
[image: image905.wmf]Q

).

Ta cũng có: 
[image: image906.wmf],,

EHF

 thẳng hàng.

(Tính chất đường thẳng Steiner đi qua trực tâm tam giác).
	
[image: image907.png]





Ta cũng có: 
[image: image908.wmf]ABACBC

QJQIQS

+=

 nên 
[image: image909.wmf]ABAC

QJQI

+

 nhỏ nhất khi và chỉ khi 
[image: image910.wmf]BC

QS

 nhỏ nhất. Tức là 
[image: image911.wmf]QS

 lớn nhất, điều này xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image912.wmf]Q

 là điểm chính giữa cung nhỏ 
[image: image913.wmf].

BC

 

Bài tập tương tự: Cho tam giác nhọn 
[image: image914.wmf]ABC

 nội tiếp 
[image: image915.wmf](

)

O

 các đường cao 
[image: image916.wmf],

AECF

 cắt nhau tại điểm 
[image: image917.wmf]H

. Gọi 
[image: image918.wmf]P

 là điểm thuộc cung nhỏ 
[image: image919.wmf]BC

 (
[image: image920.wmf]P

 khác 
[image: image921.wmf],

BC

), 
[image: image922.wmf],

MN

 lần lượt là hình chiếu vuông góc của 
[image: image923.wmf]P

 trên các đường thẳng 
[image: image924.wmf],.

ABAC

 

a, Chứng minh: 
[image: image925.wmf]2

,.

BHEF

OBEF

BOAC

^=

 

b, Đường thẳng 
[image: image926.wmf]MN

 đi qua trung điểm của đoạn 
[image: image927.wmf].

HP

 

(Đề thi vào lớp 10 Trường THPT chuyên Phan Bội Châu- Nghệ An 2015).

Ví dụ 2.

Cho tứ giác 
[image: image928.wmf]ABCD

 nội tiếp 
[image: image929.wmf](

)

O

, gọi 
[image: image930.wmf]E

 là điểm trên cung nhỏ 
[image: image931.wmf]AB

. Gọi 
[image: image932.wmf],,,

HKPQ

 lần lượt là hình chiếu vuông góc của 
[image: image933.wmf]B

 trên 
[image: image934.wmf],,,

ACCDAEDE

. Gọi 
[image: image935.wmf],

MN

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image936.wmf],.

ADHK

 

a, Chứng minh: 
[image: image937.wmf],,

ADPQHK

 đồng quy.

b, Chứng minh: 
[image: image938.wmf].

MNNB

^

 

(Đề tuyển sinh vào lớp 10 chuyên toán- ĐHSP TP Hồ Chí Minh năm 2015).

Lời giải:

Dựng 
[image: image939.wmf]BTAD

^

 thì 
[image: image940.wmf],,

THK

 thẳng hàng (Đường thẳng Simson của điểm 
[image: image941.wmf]B

).

Tương tự các điểm 
[image: image942.wmf],,

TQP

 thẳng hàng.

	Suy ra 
[image: image943.wmf],,

ADPQHK

 đồng quy tại 
[image: image944.wmf].

T

 

Ta có:


[image: image945.wmf]·

·

ADBHKB

=

 do 
[image: image946.wmf]TDKB

 nội tiếp.


[image: image947.wmf]·

·

·

HBKHCKABD

==

 suy ra


[image: image948.wmf]BADBHK

DD

∽

 

Suy ra 
[image: image949.wmf]·

·

BAMBHNBMABNH

DDÞ=Þ

∽

 


[image: image950.wmf]TMNB

 nội tiếp 
[image: image951.wmf]·

90.

MNB

Þ=°

 
	
[image: image952.png]





Ví dụ 3.

Cho tam giác 
[image: image953.wmf]ABC

 nội tiếp 
[image: image954.wmf](

)

;

OR

 có trực tâm là điểm 
[image: image955.wmf],

HD

 là điểm trên cung nhỏ 
[image: image956.wmf]BC

, lấy 
[image: image957.wmf]E

 sao cho 
[image: image958.wmf]//

CEAD

=

, gọi 
[image: image959.wmf]K

 là trực tâm tam giác 
[image: image960.wmf]ACE

. Gọi 
[image: image961.wmf],

PQ

 là hình chiếu vuông góc của 
[image: image962.wmf]K

 trên 
[image: image963.wmf],

BCAB

. Chứng minh: 
[image: image964.wmf]PQ

 đi qua trung điểm của 
[image: image965.wmf].

HK

 

(Trích đề thi HSG Quốc gia 2004)

Giải:

	Do 
[image: image966.wmf]K

 là trực tâm tam giác 
[image: image967.wmf]EAC

 và 
[image: image968.wmf]ADCE

 là hình bình hành nên


[image: image969.wmf]·

·

·

180180

AKCAECADC

=°-=°-

 suy ra tứ giác 
[image: image970.wmf]ADCK

 nội tiếp. Nói cách khác 
[image: image971.wmf]K

 nằm trên 
[image: image972.wmf](

)

O

.

Đường thẳng 
[image: image973.wmf]EK

 cắt 
[image: image974.wmf]AC

 tại 
[image: image975.wmf]I

 thì 
[image: image976.wmf],,

PIQ

 thẳng hàng (Đường thẳng Simson).

Do 
[image: image977.wmf]//

KPAH

 nên ta nghĩ đến tính chất hai đường chéo của hình bình hành cắt nhau tại trung điểm mỗi đường.
	
[image: image978.png]





Giả sử 
[image: image979.wmf]HA

 cắt 
[image: image980.wmf](

)

,

OPQ

 lần lượt tại 
[image: image981.wmf],

MN

 do 
[image: image982.wmf]KQBP

, 
[image: image983.wmf]ABMK

 nội tiếp nên ta có:


[image: image984.wmf]·

·

·

KPQKBQKMN

==

 suy ra 
[image: image985.wmf]KPMN

 nội tiếp, suy ra 
[image: image986.wmf]KPMN

 là hình thang cân. Mặt khác ta cũng có tính chất quen thuộc là 
[image: image987.wmf],

HM

 đối xứng nhau qua 
[image: image988.wmf]BC

 nên 
[image: image989.wmf]·

·

·

//

MHPPMHKNHKNHP

==Þ

 suy ra 
[image: image990.wmf]HPKN

 là hình bình hành. Suy ra: 
[image: image991.wmf]PQ

 đi qua trung điểm của 
[image: image992.wmf].

HK

 

8. Đường thẳng Pascal

Cho 6 điểm 
[image: image993.wmf],,,,,

ABCDEF

 cùng thuộc một đường tròn (Có thể hoán đổi thứ tự). Gọi 
[image: image994.wmf],,

PQR

 lần lượt là giao điểm của các cặp đường thẳng 
[image: image995.wmf](

)

,

ABDE

,
[image: image996.wmf](

)

,

BCEF

,
[image: image997.wmf](

)

,

CDFA

. Khi đó 3 điểm 
[image: image998.wmf],,

PQR

 cùng nằm trên một đường thẳng gọi là đường thẳng Pascal. 

	Chứng minh:

Giả sử 
[image: image999.wmf]DE

 cắt 
[image: image1000.wmf]BC

 tại 
[image: image1001.wmf]M

 cắt 
[image: image1002.wmf]AF

 tại 
[image: image1003.wmf]N

, 
[image: image1004.wmf]BC

 cắt 
[image: image1005.wmf]AF

 tại 
[image: image1006.wmf].

S

 

Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image1007.wmf]SMN

D

 và cát tuyến: 
[image: image1008.wmf]ABP

 ta có:


[image: image1009.wmf]S

..1

PMANB

PNASBM

=

 hay 
[image: image1010.wmf].

PMASBM

PNANBS

=

 (1).

Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image1011.wmf]SMN

D

 và cát
	
[image: image1012.png]





tuyến: 
[image: image1013.wmf]CDR

 ta có: 
[image: image1014.wmf]..1

RNCSDM

RSCMDN

=

 suy ra 
[image: image1015.wmf].

RNCMDN

RSCSDM

=

 (2).

Áp dụng định lý Menelaus cho 
[image: image1016.wmf]SMN

D

 và cát tuyến 
[image: image1017.wmf]QEF

 ta có: 
[image: image1018.wmf]..1

QMFSEN

QSFNEM

=

 suy ra 
[image: image1019.wmf].

QSFSEN

QMFNEM

=

 (3).

Mặt khác các tứ giác 
[image: image1020.wmf],,

ABCFBCDEAFED

 nội tiếp nên: 
[image: image1021.wmf]..;

SBSCSASF

=

 
[image: image1022.wmf]..

MCMBMDME

=

, 
[image: image1023.wmf]..

NFNANDNE

=

 (4). Từ (1),(2),(3),(4) ta suy ra 
[image: image1024.wmf]..1.

PMRNQS

PNRSQM

=

 Theo định lý đảo Menelaus ta suy ra 
[image: image1025.wmf],,

PQR

 thẳng hàng.

Đường thẳng 
[image: image1026.wmf]PRQ

 ở trên được gọi là đường thẳng Pascal ứng với bộ điểm 
[image: image1027.wmf],,,,,.

ABCDEF

 Bằng cách hoán vị các điểm 
[image: image1028.wmf],,,,,

ABCDEF

 

	ta thu được rất nhiều các đường thẳng Pascal khác nhau, cụ thể ta có tới 60 đường thẳng Pascal. Chẳng hạn vẽ hình bên minh họa trường hợp các điểm 
[image: image1029.wmf].

ACEBFD

 
	
[image: image1030.png](LA

N






Ngoài ta khi cho các điểm trùng nhau (khi đó lục giác suy biến thành tam giác, tứ giác, ngũ giác), ví dụ 
[image: image1031.wmf]EF

º

 thì cạnh 
[image: image1032.wmf]EF

 trở thành tiếp tuyến của đường tròn tại 
[image: image1033.wmf]E

, ta còn thu thêm được rất nhiều các đường thẳng Pascal khác nữa. Hình vẽ dưới đây minh họa trường hợp các điểm 
[image: image1034.wmf],.

ABCDEEABCCDD

 

[image: image1035.png]N T
A<t





9. Đường thẳng Gauss

Cho tứ giác 
[image: image1036.wmf]ABCD

 có 
[image: image1037.wmf],

ABCD

 cắt nhau tại 
[image: image1038.wmf],,

MADBC

 cắt nhau tại 
[image: image1039.wmf].

N

 Khi đó trung điểm các đoạn thẳng 
[image: image1040.wmf],,

ACBDMN

 nằm trên một đường thẳng gọi là đường thẳng Gauss của tứ giác 
[image: image1041.wmf].

ABCD

 

	Chứng minh:

Gọi 
[image: image1042.wmf],,

IEF

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image1043.wmf],,

BDACMN

 và 
[image: image1044.wmf],,

KGH

 lần lượt là trung điểm của các đoạn thẳng 
[image: image1045.wmf],,

CNCDDN

. Dễ thấy các điểm 
[image: image1046.wmf],,

FHK

 thẳng hàng. 
[image: image1047.wmf],,

EGK

 thẳng hàng. 
[image: image1048.wmf],,

IGH

 thẳng hàng.

Ta có 
[image: image1049.wmf]//,//,//

FKMCIHBCEKDN

 nên


[image: image1050.wmf],,

IGBCFHMDEKAN

IHBNFKMCEGAD

===

 nhân 3 đẳng thức ta có:
	
[image: image1051.png]






[image: image1052.wmf]....

IGFHEKBCMDAN

IHFKEGBNMCAD

=

 . Áp dụng định lý Menelaus cho tam giác 
[image: image1053.wmf]CDN

 và đường thẳng đi qua 
[image: image1054.wmf],,

BAM

 ta có: 
[image: image1055.wmf]..1

BCMDAN

BNMCAD

=

, suy ra 
[image: image1056.wmf]..1.

IGFHEK

IHFKEG

=

 Theo định lý Menelaus đảo ta suy ra 
[image: image1057.wmf],,

IEF

 thẳng hàng.

10. Đường thẳng Niutơn

Cho tứ giác 
[image: image1058.wmf]ABCD

 ngoại tiếp 
[image: image1059.wmf](

)

I

, gọi 
[image: image1060.wmf],

MN

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image1061.wmf],.

BDAC

 Khi đó 3 điểm 
[image: image1062.wmf],,

IMN

 thẳng hàng. Đường thẳng đi qua 
[image: image1063.wmf],,

IMN

 gọi là đường thẳng Niutơn của tứ giác 
[image: image1064.wmf].

ABCD

 

Chứng minh: (Ta chỉ xét trường hợp 
[image: image1065.wmf]AB

 không song song với 
[image: image1066.wmf]CD

)

	Gọi các tiếp điểm của 
[image: image1067.wmf](

)

I

 với 
[image: image1068.wmf],,,

ABBCCDDA

 lần lượt là 
[image: image1069.wmf],,,

XYZT

 thì 
[image: image1070.wmf]====

.

IXIYIZITr

 

Giả sử 
[image: image1071.wmf],

ADBC

 cắt nhau tại 
[image: image1072.wmf]P

, trên 
[image: image1073.wmf]PD

 lấy 
[image: image1074.wmf]E

 sao cho 
[image: image1075.wmf]PEAD

=

, trên 
[image: image1076.wmf]PC

 lấy 
[image: image1077.wmf]F

 sao cho 
[image: image1078.wmf]PFBC

=

 thế thì:


[image: image1079.wmf]111

.

222

MADMBCDABDBCABCD

SSSSS

+=+=

 


[image: image1080.wmf]111

.

222

NADNBCCADABCABCD

SSSSS

+=+=

 Từ đó suy ra:


[image: image1081.wmf].

MADMBCNADNBC

SSSS

+=+

 Theo cách xác định 
[image: image1082.wmf],

EF

 ta có: 
[image: image1083.wmf],,,

MADMPEMBCMPFNADNPE

SSSSSS

===

 
[image: image1084.wmf]NBCNPF

SS

=

 
	
[image: image1085.png]





suy ra: 
[image: image1086.wmf]MPEMPFNPENPF

SSSS

+=+

 hay 
[image: image1087.wmf]MEPFNEPF

SS

=

 (1).

Lại có: 
[image: image1088.wmf],

IADIPEIBCIPFIADIBCIPEIPFIEPF

SSSSSSSSS

==Þ+=+=

 nhưng


[image: image1089.wmf]+=+++=

11111

22222

IADIBCAXYTDZYTIZCYXIYBABCD

SSSSSSS

 suy ra 
[image: image1090.wmf]MEPFIEPF

SS

=

 (2). Từ (1), (2) ta suy ra 


[image: image1091.wmf]MEPFNEPFIEPF

SSS

==

 hay 
[image: image1092.wmf]//,//

MEFNEFIEF

SSSMNEFMIEF

==Û

 suy ra 
[image: image1093.wmf],,

MNI

 thẳng hàng.

11. Định lý Brocad

Cho tứ giác 
[image: image1094.wmf]ABCD

 nội tiếp đường tròn 
[image: image1095.wmf](

)

O

. Gọi 
[image: image1096.wmf]M

 là giao điểm của 
[image: image1097.wmf]AB

 và 
[image: image1098.wmf]CD

; 
[image: image1099.wmf]N

 là giao điểm của 
[image: image1100.wmf]AD

 và 
[image: image1101.wmf]BC

; 
[image: image1102.wmf]I

 là giao điểm của 
[image: image1103.wmf]AC

 và 
[image: image1104.wmf]BD

. Chứng minh rằng 
[image: image1105.wmf]I

 là trực tâm của tam giác 
[image: image1106.wmf].

OMN

 

Chứng minh:

Gọi 
[image: image1107.wmf]E

 là giao điểm thứ 2 của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image1108.wmf]ABI

 và 
[image: image1109.wmf].

CDI

 

Trước tiên ta chứng minh:


[image: image1110.wmf],,

EIM

 thẳng hàng:

	Thật vậy giả sử 
[image: image1111.wmf]MI

 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image1112.wmf]AIB

 tại 
[image: image1113.wmf]E

¢

 thì 
[image: image1114.wmf]...

MIMEMBMAMCMD

¢

==

 suy ra 4 điểm 
[image: image1115.wmf],,,

DEIC

¢

 nằm trên một đường tròn suy ra 
[image: image1116.wmf]EE

¢

º

 suy ra 
[image: image1117.wmf],,

MIE

 thẳng hàng.

Ta có: 
[image: image1118.wmf]·

·

·

360

AEDDEIAEI

=°--

 


[image: image1119.wmf]·

·

180180

DEIAEI

=°-+°-

 


[image: image1120.wmf]·

·

·

ABDACDAOD

=+=

 nên tứ giác 
[image: image1121.wmf]AEOD

 nội tiếp.
	
[image: image1122.png]





Ta cũng có: 
[image: image1123.wmf]·

·

·

·

·

·

BECBEIIECBACBDCBOC

=+=+=

 nên tứ giác 
[image: image1124.wmf]BEOC

 nội tiếp. Từ đó ta cũng suy ra 
[image: image1125.wmf],,

NEO

 thẳng hàng.

Ta có: 
[image: image1126.wmf]·

·

·

·

·

·

·

180

90

2

BOC

OEMOECCEMOBCBDCBDC

°-

=+=+=+=°

 suy ra 
[image: image1127.wmf].

MEON

^

 Chứng minh tương tự ta cũng có: 
[image: image1128.wmf]NIOM

^

 suy ra 
[image: image1129.wmf]I

 là trực tâm của tam giác 
[image: image1130.wmf].

OMN

 

Định lý Brocard là một công cụ hình học khá mạnh để chứng minh các quan hệ vuông góc và được sử dụng rất nhiều trong các kỳ thi tuyển sinh vào lớp 10 chuyên cũng như kỳ thi học sinh giỏi tỉnh thành, quốc gia.

Có rất nhiều cách để chứng minh, nhưng cách giải trên là thuần túy và phù hợp nhất với bậc THCS. Sau đây ta sẽ xét một số ứng dụng của định lý này:

Ví dụ 1.

Cho tam giác 
[image: image1131.wmf]ABC

 không cân có 3 góc nhọn, nội tiếp 
[image: image1132.wmf](

)

O

, các đường cao 
[image: image1133.wmf]111

,,

AABBCC

 cắt nhau tại điểm 
[image: image1134.wmf]H

, các đường thẳng 
[image: image1135.wmf]11

,

ACAC

 cắt nhau tại 
[image: image1136.wmf],

D

 gọi 
[image: image1137.wmf]X

 là giao điểm của 
[image: image1138.wmf]BD

 với 
[image: image1139.wmf](

)

.

O

 

a, Chứng minh: 
[image: image1140.wmf]11

...

DXDBDCDA

=

 

b, Gọi 
[image: image1141.wmf]M

 là trung điểm của 
[image: image1142.wmf].

AC

 Chứng minh: 
[image: image1143.wmf].

DHBM

^

 

(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 chuyên ĐHSP – Năm học 2013-2014)

Giải:

	a, Các tứ giác 
[image: image1144.wmf]11

,

BXACACAC

 nội tiếp nên ta có: 
[image: image1145.wmf]==

11

....

DXDBDADCDCDA

 

b, Xét tứ giác 
[image: image1146.wmf]11

ACAC

 nội tiếp đường tròn tâm 
[image: image1147.wmf]M

 đường kính 
[image: image1148.wmf]AC

, hai đường chéo 
[image: image1149.wmf]11

,

AACC

 cắt nhau tại 
[image: image1150.wmf].

H

 Theo định lý Brocard ta có 
[image: image1151.wmf]H

 là trực tâm tam giác 
[image: image1152.wmf]BMD

 suy ra 
[image: image1153.wmf].

DHBM

^

 
	
[image: image1154.png]b

pVN







Ví dụ 2.

Cho tứ giác 
[image: image1155.wmf]ABCD

 nội tiếp đường tròn 
[image: image1156.wmf](

)

O

. Các tia 
[image: image1157.wmf],

ABDC

 cắt nhau tại 
[image: image1158.wmf]E

, các tia 
[image: image1159.wmf],

ADBC

 cắt nhau tại 
[image: image1160.wmf].

F

 Đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image1161.wmf]BCE

 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image1162.wmf]CDF

 tại 
[image: image1163.wmf]M

. Chứng minh rằng:

a, Ba điểm 
[image: image1164.wmf],,

EMF

 thẳng hàng và bốn điểm 
[image: image1165.wmf],,,

ADME

 nằm trên một đường tròn.

b, 
[image: image1166.wmf].

OMEF

^

 

c, Chứng minh đường thẳng 
[image: image1167.wmf]OM

 đi qua giao điểm 
[image: image1168.wmf]I

 của hai đường chéo 
[image: image1169.wmf],

ACBD

 của tứ giác 
[image: image1170.wmf].

ABCD

 

(Đề thi học sinh giỏi toán TP HCM- 2013)

Phân tích định hướng giải:

	a, Để chứng minh 
[image: image1171.wmf],,

EMF

 thẳng hàng ta chứng minh: 
[image: image1172.wmf]·

·

180.

EMCCMF

+=°

 Ta tìm cách quy về hai góc đối nhau trong tứ giác nội tiếp.

Ta có 
[image: image1173.wmf]·

·

·

·

180.

EMCCMFABCCDA

+=+=°

 

Ta có 
[image: image1174.wmf]·

·

·

DMFDCFDAB

==

 suy ra 4 điểm 
[image: image1175.wmf],,,

ADME

 cùng nằm trên một đường tròn.
	
[image: image1176.png]





b, Từ đó ta dễ chứng minh được các tứ giác 
[image: image1177.wmf],

ABMFBDFE

 nội tiếp. Xét tứ giác 
[image: image1178.wmf]OAMC

 ta có: 
[image: image1179.wmf]·

·

·

·

·

·

·

1801801802180

CMACMFAMEADCADCADCAOC

=°--=°--=°-=°-

 suy ra tứ giác 
[image: image1180.wmf]OACM

 nội tiếp. Ta có 
[image: image1181.wmf]·

·

·

·

·

·

·

·

OMFOMAAMBOMAABFOMCCMEOME

=+=+=+=

 suy ra 
[image: image1182.wmf]·

·

90.

OMEOMF

==°

 

Theo định lý Brocard ta có: 
[image: image1183.wmf]OIEF

^

 suy ra 
[image: image1184.wmf],,

OIM

 thẳng hàng.

Ví dụ 3.

Cho tam giác nhọn 
[image: image1185.wmf]ABC

 
[image: image1186.wmf](

)

ABAC

<

 có các đường cao 
[image: image1187.wmf],

BDCE

 cắt nhau tại 
[image: image1188.wmf].

H

 Gọi 
[image: image1189.wmf]I

 là trung điểm của 
[image: image1190.wmf],

BC

 đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image1191.wmf]BEI

 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image1192.wmf]CDI

 tại 
[image: image1193.wmf]K

 khác 
[image: image1194.wmf].

I

 Đường thẳng 
[image: image1195.wmf]DE

 cắt 
[image: image1196.wmf]BC

 tại 
[image: image1197.wmf]M

. Chứng minh: 
[image: image1198.wmf],,

MHK

 thẳng hàng.

(Đề thi vào lớp 10 chuyên Nguyễn Trãi- Hải Dương năm 2008).

Lời giải:

	Áp dụng định lý Brocard cho tứ giác 
[image: image1199.wmf]BEDC

 ta có 
[image: image1200.wmf]H

 là trực tâm của tam giác 
[image: image1201.wmf]AMI

 nên 
[image: image1202.wmf]MHAI

^

.(1)

Mặt khác ta cũng dễ chứng minh được: 
[image: image1203.wmf],,

AKI

 thẳng hàng (Xem ví dụ 1)
	
[image: image1204.png]





Và 
[image: image1205.wmf]·

·

·

·

·

·

360180

EKDEKIDKIABCACBBAC

=°--=+=°-

 suy ra 
[image: image1206.wmf]AEKD

 nội tiếp, suy ra 
[image: image1207.wmf]·

90

AKH

=°

. Kết hợp với (1) ta suy ra 
[image: image1208.wmf],,

MHK

 thẳng hàng.

12. Định lý Ptolemy.

Định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp: Cho tứ giác 
[image: image1209.wmf]ABCD

 nội tiếp trong đường tròn 
[image: image1210.wmf](

)

O

. Khi đó ta có: 
[image: image1211.wmf]....

ABCDADBCACBD

+=

 

Chứng minh:

Trên đường chéo 
[image: image1212.wmf]BD

 lấy điểm 
[image: image1213.wmf]E

 sao cho 
[image: image1214.wmf]·

·

.

DAEBAC

=

 Ta có 
[image: image1215.wmf]·

·

DAEBAC

=

 và

	
[image: image1216.wmf]·

·

ADEACB

=

 (cùng chắn 
[image: image1217.wmf]»

AB

) nên 
[image: image1218.wmf]ADEACB

DD

∽

 (g.g) 
[image: image1219.wmf]ADDE

ACBC

Þ=

 


[image: image1220.wmf]..

ADBCACDE

Þ=

 (1). Do 
[image: image1221.wmf]·

·

DAECAB

=

 nên 
[image: image1222.wmf]·

·

DACEAB

=

, lại có 
[image: image1223.wmf]·

·

ABEACD

=

 (cùng chắn 
[image: image1224.wmf]»

AD

)
[image: image1225.wmf]ABEACD

ÞDD

∽

 (g.g)


[image: image1226.wmf]..

ABBE

ABCDACBE

ACCD

Þ=Þ=

 (2).
	
[image: image1227.png]





Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1228.wmf](

)

+=+=

....

ABCDADBCACBEDEACBD

 

13. Định lý Ptolemy cho tứ giác bất kỳ

Cho tứ giác 
[image: image1229.wmf]ABCD

 . Chứng minh rằng 
[image: image1230.wmf]....

ABCDADBCACBD

+³

 

	Chứng minh:

Bên trong tứ giác 
[image: image1231.wmf]ABCD

 lấy điểm 
[image: image1232.wmf]M

 sao cho 
[image: image1233.wmf]·

·

MADCAB

=

 và 
[image: image1234.wmf]·

·

MDAACB

=

 

Ta có: 
[image: image1235.wmf]ADMACB

DD

∽

 (g.g)


[image: image1236.wmf]..

ADDM

ADBCACDM

ACBC

Þ=Þ=

 (1)

Do 
[image: image1237.wmf]·

·

MADCAB

=

 nên 
[image: image1238.wmf]·

·

.

DACMAB

=

 
	
[image: image1239.png]





Xét tam giác 
[image: image1240.wmf]ADC

 và 
[image: image1241.wmf]MAB

, có: 
[image: image1242.wmf]·

·

DACMAB

=

 (chứng minh trên)


[image: image1243.wmf]ADAM

ACAB

=

 (do 
[image: image1244.wmf]AMDACB

DD

∽

) nên 
[image: image1245.wmf]ADCAMB

DD

∽

 (c.g.c)
[image: image1246.wmf]..

DCAC

ABCDACMB

MBAB

Þ=Þ=

 (2).

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1247.wmf](

)

....

ABCDADBCACBMDMACBD

+=+³

 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi khi 
[image: image1248.wmf]M

 nằm trên đường chéo 
[image: image1249.wmf]BD

, lúc đó tứ giác 
[image: image1250.wmf]ABCD

 nội tiếp.

Bây giờ ta sẽ xét một số ví dụ tiêu biểu vận dụng định lý Ptolemy

Ví dụ 1.

Cho đường tròn tâm 
[image: image1251.wmf]O

 đường kính 
[image: image1252.wmf]AB

 và một điểm 
[image: image1253.wmf]I

 nằm trên đoạn thẳng 
[image: image1254.wmf],

AOI

 khác điểm 
[image: image1255.wmf],

AO

. Đường thẳng qua 
[image: image1256.wmf]I

 vuông góc với 
[image: image1257.wmf]AB

 cắt 
[image: image1258.wmf](

)

O

 tại 
[image: image1259.wmf],

CD

. Gọi 
[image: image1260.wmf]E

 là điểm nằm trên 
[image: image1261.wmf](

)

O

 sao cho 
[image: image1262.wmf]D

 là điểm chính giữa cung 
[image: image1263.wmf].

AE

 Gọi 
[image: image1264.wmf]K

 là giao điểm của 
[image: image1265.wmf],.
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a, Chứng minh: 
[image: image1266.wmf]OK

 đi qua trung điểm của 
[image: image1267.wmf].

CE

 

b, Đường thẳng 
[image: image1268.wmf]I

 song song với 
[image: image1269.wmf]CE

 cắt 
[image: image1270.wmf],

AEBE

 lần lượt tại 
[image: image1271.wmf],

PQ

. Chứng minh: 
[image: image1272.wmf]DPEQ

 là hình chữ nhật.

c, Tìm vị trí điểm 
[image: image1273.wmf]I

 trên đoạn thẳng 
[image: image1274.wmf]AO

sao cho 
[image: image1275.wmf].
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(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 chuyên Toán- Tin Tp Hà Nội năm 2015).

Giải:

	a, Từ giả thiết ta suy ra 
[image: image1276.wmf]ACADDC
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Suy ra tứ giác 
[image: image1277.wmf]CADE

 là hình thang cân có hai đáy là 
[image: image1278.wmf],
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. 
[image: image1279.wmf]K

 là giao điểm của hai đường chéo nên 
[image: image1280.wmf]K

 nằm trên trung trực của 
[image: image1281.wmf].
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 Suy ra 
[image: image1282.wmf].
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 Nói cách khác 
[image: image1283.wmf]KO

 đi qua trung điểm của 
[image: image1284.wmf].
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b, Do 
[image: image1285.wmf]AB

 là đường kính của 
[image: image1286.wmf](

)

O

 nên 
[image: image1287.wmf]·
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Tứ giác 
[image: image1288.wmf]IPDA

 có 
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[image: image1290.png]





nên 
[image: image1291.wmf]IPDA

 là tứ giác nội tiếp suy ra 
[image: image1292.wmf]·
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 từ đó dễ dàng suy ra 
[image: image1293.wmf],,
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 thẳng hàng, 
[image: image1294.wmf]IPDA

 là hình thang cân và 
[image: image1295.wmf]//
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. Tứ giác 
[image: image1296.wmf]DPEQ

 có 
[image: image1297.wmf]·
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 nên 
[image: image1298.wmf]DPEQ

 là tứ giác nội tiếp, kết hợp 
[image: image1299.wmf]·
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 suy ra 
[image: image1300.wmf]DPEQ

 là hình chữ nhật.

c, Xét tứ giác 
[image: image1301.wmf]COKA

 ta có: 
[image: image1302.wmf]·
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. Từ đó suy ra 
[image: image1303.wmf]COKA

 là tứ giác nội tiếp. Áp dụng định lý Ptolemy ta có: 
[image: image1304.wmf]...
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 hay 
[image: image1305.wmf].
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 như vậy để 
[image: image1306.wmf]KCKAKO
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 thì điều kiện là 
[image: image1307.wmf]1
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 hay 
[image: image1308.wmf]ACO

 là tam giác đều suy ra 
[image: image1309.wmf]I

 phải là trung điểm của 
[image: image1310.wmf].
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Ví dụ 2.

Cho tam giác 
[image: image1311.wmf]ABC

 đều nội tiếp đường tròn 
[image: image1312.wmf](
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 bán kính 
[image: image1313.wmf],

R

 điểm 
[image: image1314.wmf]M

 chuyển động trên cung nhỏ 
[image: image1315.wmf].
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a, Chứng minh: 
[image: image1316.wmf].
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b, Tìm GTLN, GTNN của 
[image: image1317.wmf].
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(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 Trường chuyên Đại học Vinh 2006).

c, Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image1318.wmf]11
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(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 Trường chuyên Lê Quý Đôn – Đà Nẵng năm 2009)

Lời giải:

	a, Áp dụng định lý Ptolemy cho tứ giác 
[image: image1319.wmf]ABMC

 ta có:


[image: image1320.wmf]....
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Do 
[image: image1321.wmf].

ABBCCA

==

 Suy ra 
[image: image1322.wmf].
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b, Ta có: 
[image: image1323.wmf]2.
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[image: image1324.wmf]P

 nhỏ nhất khi và chỉ khi 
[image: image1325.wmf]MB
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 hoặc 
[image: image1326.wmf].
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[image: image1327.wmf]P

 lớn nhất khi và chỉ khi 
[image: image1328.wmf]MA

 là đường kính của 
[image: image1329.wmf](
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c, Với mọi số thực dương 
[image: image1331.wmf],
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 ta có: 
[image: image1332.wmf](

)

111

2.24.

xyxy

xyxy

æö

++³=

ç÷

èø

 Nên ta suy ra


[image: image1333.wmf]114

.

xyxy

+³

+

 Áp dụng vào bài toán ta có: 
[image: image1334.wmf]1144
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 Do 
[image: image1335.wmf]£
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 nên ta suy ra 
[image: image1336.wmf]114
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. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image1337.wmf]AM

 là đường kính của 
[image: image1338.wmf](
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. Hay 
[image: image1339.wmf]M

 là điểm chính giữa cung nhỏ 
[image: image1340.wmf].
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BÀI TẬP TỰ LUYỆN

1. Chứng minh rằng nếu điểm P nằm trên cung nhỏ 
[image: image1341.wmf]»

AB

 của đường tròn ngoại tiếp hình vuông ABCD thì 


[image: image1342.wmf]PAPCPD

PBPDPC
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2. Cho một tứ giác nội tiếp có các cạnh liên tiếp bằng a, b, c, d và các đường chéo bằng p, q. Chứng minh rằng: 
[image: image1343.wmf]2222

..

pqabcd

£++


3. Cho tam giác ABC không đều. Gọi I và O lần lượt là tâm đường tròn nội tiếp và ngoại tiếp tam giác. Chứng minh rằng 
[image: image1344.wmf]·

90

AIO
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 khi và chỉ khi 
[image: image1345.wmf]2

ABACBC
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4. Cho tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn (O).
Chứng minh rằng:  
[image: image1346.wmf]..
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ACBCCDABBD

BDBCBADCDA
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5. Cho hai đường tròn 
[image: image1347.wmf](
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 và 
[image: image1348.wmf](
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OR

 cắt nhau tại hai điểm phân biệt A và B 
[image: image1349.wmf]1
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 và 
[image: image1350.wmf]2

O

 nằm về hai phía của AB). Một cát tuyến d qua A cắt 
[image: image1351.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1352.wmf](
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 lần lượt tại các điểm C, D khác A (A thuộc đoạn CD). Tiếp tuyến tại C của 
[image: image1353.wmf](
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O

 cắt tiếp tuyến tại D của 
[image: image1354.wmf](
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O

 ở M. Tìm vị trí của d sao cho 
[image: image1355.wmf]12

MCMD

RR
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 đạt giá trị

lớn nhất.

6. Cho tam giác ABC có I là tâm đường tròn nội tiếp, O là tâm đường tròn ngoại tiếp và trọng tâm G. Giả sử rằng 
[image: image1356.wmf]·

90.
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 Chứng minh rằng IG song song với BC.
7. Cho tam giác ABC với 
[image: image1357.wmf]BCCAAB
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 nội tiếp trong đường tròn (O). Trên cạnh BC lấy điểm D và trên tia BA lấy điểm E sao cho 
[image: image1358.wmf].
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 Đường tròn ngoại tiếp tam giác BDE cắt cạnh AC tại điểm P đường thẳng BP cắt đường tròn (O) tại điểm thứ hai Q.
a) Chứng minh rằng tam giác AQC đồng dạng với tam giác EPD.
b) Chứng minh rằng 
[image: image1359.wmf].
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(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên tỉnh Vĩnh Phúc, năm học 2011-2012)

8. Cho hình bình hành ABCD. Một đường tròn đi qua A cắt các đoạn thẳng AB, AC, AD lần lượt tại điểm P, Q, R khác A. Chứng minh rằng: 
[image: image1360.wmf]....
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9. Giả sử M, N là các điểm nằm trong tam giác ABC sao cho 
[image: image1361.wmf]·
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 và 
[image: image1362.wmf]·
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MBANBC
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 Chứng minh rằng: 
[image: image1363.wmf]...
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HƯỚNG DẪN GIẢI-ĐÁP SỐ

[image: image1528.png]


1. Đặt độ dài cạnh hình vuông ABCD là a thì 
[image: image1364.wmf]2.

==

ACBDa

 

Áp dụng định lí Ptôlêmê cho tứ giác PADC, ta có: 


[image: image1365.wmf](
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Áp dụng định lí Ptôlêmê cho tứ giác PBCD, ta có: 
[image: image1366.wmf]...
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[image: image1367.wmf](
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Từ ( 1 ) và (2), suy ra: 
[image: image1368.wmf]PB
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2. Áp dụng định lí Ptôlêmê cho tứ giác nội tiếp thì ta có: 
[image: image1369.wmf].
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Áp dụng bất đẳng thức Bu-nhi-a-cốp-xki ta có:


[image: image1370.wmf](
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Suy ra: 
[image: image1371.wmf]2222
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 Dấu bằng xảy ra khi: 
[image: image1372.wmf]ab

cd
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3. Kéo dài AI cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC tại D.
Ta có: 
[image: image1373.wmf]·
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Vì I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC nên:
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Suy ra 
[image: image1375.wmf]DIB
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 cân tại D nên 
[image: image1376.wmf].

DIDB

=

 

Áp dụng định lý Ptôlêmê cho tứ giác ABDC nội tiếp:


[image: image1377.wmf](
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Suy ra: 
[image: image1378.wmf]AB
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Do 
[image: image1379.wmf]AOD
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 cân tại O nên 
[image: image1380.wmf]·
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[image: image1530.png]


4. Lấy E, F thuộc đường tròn sao cho 
[image: image1382.wmf]·
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Khi đó 
[image: image1383.wmf], , , .
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Áp dụng định lý Ptôlêmê cho hai tứ giác nội tiếp AECD và BCDF ta có:


[image: image1384.wmf](
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Mặt khác: 
[image: image1385.wmf]·
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Do đó: 
[image: image1387.wmf]·

·

·

·

·

·

FDCFDECDEFCEFCDECD

=+=+=

 suy ra 
[image: image1388.wmf].
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Từ (1), (2), (3) suy ra: 
[image: image1389.wmf]...
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5. Hạ BH vuông góc với MD.
Ta có: 
[image: image1390.wmf]·
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Suy ra BCMD là tứ giác nội tiếp.

Áp dụng định lý Ptôlêmê ta có: 
[image: image1392.wmf](
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Do 
[image: image1393.wmf]CBD
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  nên: 
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Hay 
[image: image1396.wmf]1212
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Đặt 
[image: image1397.wmf]1212
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Suy ra: 
[image: image1398.wmf]1212
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Từ (1) và (2) suy ra:
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Do đó 
[image: image1401.wmf]12
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 đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi MB lớn nhất

Tam giác BMH luôn tự đồng dạng với chính nó khi d thay đổi, nên BM lớn nhất khi và chỉ khi BH lớn nhất, mà 
[image: image1402.wmf]2
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Dấu bằng xảy ra khi B và D đối xứng qua 
[image: image1403.wmf]2
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 khi đó 
[image: image1404.wmf]12
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[image: image1532.png]


6. Kéo dài AI cắt BC và (O) tại D; N.
Khi đó N là điểm chính giữa cung BC (không chứa A).

Ta có: 
[image: image1405.wmf](
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Lại có: 
[image: image1406.wmf]·
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Do 
[image: image1407.wmf]OIAN
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 suy ra 
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Từ (1), (2), (3) 
[image: image1409.wmf](
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Áp dụng định lí Ptôlêmê cho tứ giác nội tiếp ABNC ta có:


[image: image1410.wmf]...
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Từ (4) 
[image: image1411.wmf](
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Áp dụng tính chất đường phân giác trong tam giác ABD, ACD và (5) ta có:


[image: image1412.wmf]2
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Vậy 
[image: image1413.wmf]2
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Mặt khác G là trọng tâm của tam giác suy ra 
[image: image1414.wmf]2
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Từ (6),(7) 
[image: image1415.wmf]2
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Suy IG song song với BC (định lý Ta-Lét đảo).

7.
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a) Do các tứ giác BEPD, ABCQ nội tiếp, nên 
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image1418.wmf]AQC
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Điều phải chứng minh.

b) Theo kết quả phần a, ta có 
[image: image1420.wmf]+
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Suy ra 
[image: image1421.wmf](
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Áp dụng định lý Ptôlêmê cho tứ giác BEPD nội tiếp, ta được 


[image: image1422.wmf](
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Từ (3) và (4) suy ra 
[image: image1423.wmf](
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 (điều phải chứng minh).

8. Vì 
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Suy ra; 
[image: image1430.wmf]..
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Áp dụng định lý Ptôlêmê cho tứ giác APQR ta được:
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[image: image1433.wmf]...
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Lấy điểm K trên đường thẳng BN sao cho 
[image: image1435.wmf]·
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Khi đó 
[image: image1436.wmf]BMA
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Suy ra 
[image: image1438.wmf](
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Mặt khác, dễ thấy 
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Từ đó 
[image: image1441.wmf]ABK
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Cũng từ 
[image: image1444.wmf]BMA
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 ta có 
[image: image1446.wmf]·

·

·

,

CKNMABNAC

==

 suy ra A, N, C, K cùng nằm trên một đường tròn. Áp dụng định lý Ptôlêmê cho tứ giác nội tiếp ANCK ta được: 
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Nhưng từ (1) và (2) thì: 
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Nên từ (3) 
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14. Điểm Miquel- Định lý Miquel

a, Điểm Miquel của tứ giác toàn phần:

Cho tứ giác 
[image: image1453.wmf]ABCD

 có cạnh 
[image: image1454.wmf],
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 cắt nhau tại 
[image: image1455.wmf]M

, cạnh 
[image: image1456.wmf],
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 cắt nhau tại 
[image: image1457.wmf].
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 Các đường tròn ngoại tiếp các tam giác 
[image: image1458.wmf],,,
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 cùng đi qua một điểm 
[image: image1459.wmf]E

 (Gọi là điểm Miquel của tứ giác 
[image: image1460.wmf]ABCD

).

	Chứng minh:

Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image1461.wmf],

MADNCD

 cắt nhau tại giao điểm thứ 2 là 
[image: image1462.wmf]E

 (khác 
[image: image1463.wmf]D

). Ta chứng minh 
[image: image1464.wmf]E

 thuộc đường tròn ngoại tiếp các tam giác 
[image: image1465.wmf],
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Tức là chứng minh các tứ giác 
[image: image1466.wmf]MBCE

 
[image: image1467.wmf],
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 nội tiếp. Thật vậy tứ giác 
[image: image1468.wmf]DCNE

 nội tiếp nên: 
[image: image1469.wmf]·
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 Tứ giác 
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 nội tiếp nên:
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 nội tiếp. Mặt khác ta cũng có: 
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 suy ra 
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 nội tiếp. Như vậy các đường tròn ngoại tiếp các tam giác 
[image: image1477.wmf],,,
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 cùng đi qua một điểm 
[image: image1478.wmf].
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b, Định lý Miquel đối với tam giác:

Trên các cạnh 
[image: image1479.wmf],,
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 lần lượt lấy các điểm 
[image: image1480.wmf],,
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. Khi đó ba đường tròn ngoại tiếp các tam giác 
[image: image1481.wmf],,
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 cắt nhau tại một điểm 
[image: image1482.wmf]M

 (Gọi là điểm Miquel trong tam giác 
[image: image1483.wmf]ABC

).

	Chứng minh:

Giả sử đường tròn ngoại tiếp các tam giác 
[image: image1484.wmf]AEF

 và 
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 cắt nhau tại 
[image: image1486.wmf].
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Ta có: 
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Vậy 
[image: image1489.wmf]EMDC

 là tứ giác nội tiếp.

Suy ra ba đường tròn ngoại tiếp các tam giác 
[image: image1490.wmf],,
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 cắt nhau tại một điểm 
[image: image1491.wmf].

M

 
	
[image: image1492.png]





Ví dụ 1.

Cho tam giác 
[image: image1493.wmf]ABC

 có 
[image: image1494.wmf],
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 là góc nhọn và 
[image: image1495.wmf]·
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 Các đường phân giác trong 
[image: image1496.wmf]11
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 của tam giác 
[image: image1497.wmf]ABC

 cắt nhau tại 
[image: image1498.wmf].
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a, Chứng minh: 
[image: image1499.wmf]11
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 là tứ giác nội tiếp.

b, Gọi 
[image: image1500.wmf]K

 là giao điểm thứ 2 của 
[image: image1501.wmf]BC

 với đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image1502.wmf]1
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 Chứng minh tứ giác 
[image: image1503.wmf]1
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 nội tiếp.

c, Chứng minh: 
[image: image1504.wmf]11
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(Đề tuyển sinh vào lớp 10- Trường THPT chuyên ĐHSP Hà Nội)

Giải:

Ta thấy 
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. Nên 
[image: image1506.wmf]11
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 là tứ giác nội tiếp. Ta cũng thấy điểm 
[image: image1507.wmf]I

 là điểm Miquel của tam giác 
[image: image1508.wmf]ABC

 nên suy ra tứ giác 
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 là tứ giác nội tiếp.

	Ta có: 
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 nên tứ giác 
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 là tứ giác nội tiếp. 

Hoàn toàn tương tự ta cũng có: 
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 là các tứ giác nội tiếp.

Ta có:
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Suy ra 
[image: image1515.wmf]11
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Ngoài ra ta cũng có thể chứng minh theo cách:
	
[image: image1516.png]





Chỉ ra tam giác 
[image: image1517.wmf]1
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 cân tại 
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 có 
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 là đường phân giác nên cũng là đường cao.
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