ch­¬ng 3 (  d·y sè, cÊp sè céng vµ cÊp sè nh©n
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I.  Ph­¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc
ViÖc sö dông ph­¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc ®Ó chøng minh f(n) cã tÝnh chÊt K víi n ( N ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:

B­íc 1: (B­íc c¬ së): Chøng tá víi n = 1 th× f(1) tho¶ m·n tÝnh chÊt K.

B­íc 2: (B­íc quy n¹p): Gi¶ sö sè h¹ng f(k) tho¶ m·n tÝnh chÊt K. Ta ®i chøng minh sè h¹ng f(k + 1) còng tho¶ m·n tÝnh chÊt K.

B­íc 3: KÕt luËn.

II. D·y sè
1. §Þnh nghÜa

§Þnh nghÜa 1: Mét hµm sè u x¸c ®Þnh trªn tËp hîp N* c¸c sè nguyªn d­¬ng ®­îc gäi lµ mét d·y sè v« h¹n (hay cßn gäi t¾t lµ d·y sè).

KÝ hiÖu (un) hay ë d¹ng khai triÓn lµ u1, u2, …, un, …

2. C¸ch cho mét d·y sè

Mét d·y sè th­êng ®­îc x¸c ®Þnh b»ng mét trong c¸c c¸ch:

C¸ch 1: D·y sè x¸c ®Þnh bëi mét c«ng thøc cho sè h¹ng tæng qu¸t un.

ThÝ dô 1: D·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi un = 2n + 1. Khi ®ã, nÕu viÕt d·y sè nµy d­íi d¹ng khai triÓn, ta ®­îc 3, 5, 7, …, 2n + 1, ….

C¸ch 2: D·y sè x¸c ®Þnh bëi mét c«ng thøc truy håi (hay cßn nãi cho d·y sè b»ng quy n¹p), tøc lµ:
· Tr­íc tiªn, cho sè h¹ng ®Çu (hoÆc vµi sè h¹ng ®Çu).

· Cho c«ng thøc biÓu thÞ sè h¹ng thø n qua sè h¹ng (hay vµi sè h¹ng) ®øng tr­íc nã.

ThÝ dô 2: D·y sè (vn) x¸c ®Þnh bëi:
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Khi ®ã, nÕu viÕt d·y sè nµy d­íi d¹ng khai triÓn, ta ®­îc:

v1 = 1, v2 = 1, v3 = 2, v4 = 3, v5 = 5, …

D·y sè nµy ®­îc gäi lµ d·y sè Phib«naxi.

C¸ch 3: D·y sè x¸c ®Þnh bëi mét mÖnh ®Ò m« t¶ c¸c sè h¹ng liªn tiÕp cña nã.
ThÝ dô 3: Cho d·y sè (un) víi un lµ ch÷ sè thø n trong c¸ch viÕt thËp ph©n cña sè (, khi ®ã ta cã d·y sè:

u1 = 3, u2 = 1, u3 = 4, u4 = 1, u5 = 5, …

Trong tr­êng hîp nµy ta kh«ng t×m ®­îc c«ng thøc biÓu thÞ sè h¹ng un qua n. 

3. d·y sè t¨ng, d·y sè gi¶m

§Þnh nghÜa 2:

a. D·y sè (un) ®­îc gäi lµ d·y sè t¨ng nÕu (n ( N*, un < un+1.
b. D·y sè (un) ®­îc gäi lµ d·y sè gi¶m nÕu (n ( N*, un > un+1.
VËy, ta thÊy:

· Víi d·y sè (un) t¨ng, ta cã u1 < u2 < u3 < … < un < ….

· Víi d·y sè (un) t¨ng, ta cã u1 > u2 > u3 > … > un > ….

4. d·y sè bÞ chÆn

§Þnh nghÜa 3: 

a. D·y sè (un) ®­îc gäi lµ bÞ chÆn trªn nÕu (M ( R : un ( M, (n ( N*.

b. D·y sè (un) ®­îc gäi lµ bÞ chÆn d­íi nÕu (m ( R : un ( m, (n ( N*.
c. D·y sè (un) ®­îc gäi lµ bÞ chÆn nÕu nã võa bÞ chÆn trªn võa bÞ chÆn d­íi, tøc lµ:

(m, M ( R : m ( un ( M, (n ( N*.

III. CÊp sè céng
a. ®Þnh nghÜa 

§Þnh nghÜa: D·y sè (un) ®­îc x¸c ®Þnh bëi:
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(u, d lµ hai sè thùc cho tr­íc) ®­îc gäi lµ cÊp sè céng.

· u lµ sè h¹ng ®Çu tiªn.

· d lµ c«ng sai.

§Æc biÖt khi d = 0 th× (un) lµ d·y sè trong ®ã tÊt c¶ c¸c sè h¹ng ®Òu b»ng nhau.

5. c¸c tÝnh chÊt 

§Þnh lÝ 1: Ba sè un, un + 1, un + 2 lµ ba sè h¹ng liªn tiÕp cña cÊp sè céng (un) nÕu:

un + 1 = 
[image: image3.wmf]2

1

(un + un + 2).

§Þnh lÝ 2: Sè h¹ng thø n cña cÊp sè céng (un) ®­îc cho bëi c«ng thøc:

un = u1 + (n ( 1)d.

§Þnh lÝ 3: Tæng cña n sè h¹ng ®Çu tiªn (kÝ hiÖu lµ Sn) cña cÊp sè céng (un) ®­îc cho bëi c«ng thøc:

Sn = u1 + u2 + … + un = 
[image: image4.wmf]2

n

(u1 + un) = 
[image: image5.wmf]2

n

[2u1 + (n ( 1)d].

IV. CÊp sè nh©n
6. ®Þnh nghÜa 

§Þnh nghÜa: D·y sè (un) ®­îc x¸c ®Þnh bëi:
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(u, q lµ hai sè thùc kh¸c 0 cho tr­íc) ®­îc gäi lµ cÊp sè nh©n.

· u lµ sè h¹ng ®Çu tiªn.

· q lµ c«ng béi.

§Æc biÖt khi q = 1 th× (un) lµ d·y sè trong ®ã tÊt c¶ c¸c sè h¹ng ®Òu b»ng nhau.

7. c¸c tÝnh chÊt 

§Þnh lÝ 1: Ba sè un, un + 1, un + 2 lµ ba sè h¹ng liªn tiÕp cña cÊp sè nh©n (un) nÕu:


[image: image7.wmf]2
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§Þnh lÝ 2: Sè h¹ng thø n cña cÊp sè nh©n (un) ®­îc cho bëi c«ng thøc:

un = u1.qn ( 1.

§Þnh lÝ 3: Tæng cña n sè h¹ng ®Çu tiªn Sn cña cÊp sè nh©n (un) ®­îc cho bëi c«ng thøc:

Sn = u1 + u2 + … + un = u1.
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[image: image502.wmf]B  Ph­¬ng ph¸p gi¶i c¸c d¹ng to¸n liªn quan

§1. Ph­¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc
ThÝ dô 1. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d­¬ng n, ta lu«n cã:

a.   2 + 5 + 8 + ... + (3n – 1) = 
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(1)
b.   13n ( 1 chia hÕt cho 12.

( Gi¶i

a. KÝ hiÖu ®iÒu cÇn chøng minh lµ (*), ta gi¶i bµi to¸n b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p.

· Víi n = 1, ta cã 13 + 11 = 12 
[image: image10.wmf]M

 6.

Nh­ vËy, (*) ®óng víi n = 1.

· Gi¶ sö (*) ®óng víi n = k, tøc lµ (k3 + 11k) 
[image: image11.wmf]M

 6.

Ta sÏ ®i chøng minh (*) còng ®óng víi n = k + 1, thËt vËy:

(k + 1)3 + 11(k + 1) = k3 + 3k2 + 3k + 1 + 11k + 11

 = (k3 + 11k) + 3k(k + 1) + 12

V× (k3 + 11k) 
[image: image12.wmf]M

 6, 3k(k + 1) 
[image: image13.wmf]M

 6 vµ 12 
[image: image14.wmf]M

 6 nªn biÓu thøc trªn chia hÕt cho 6.

Tõ c¸c chøng minh trªn suy ra (*) ®óng víi mäi sè nguyªn d­¬ng n.

b. Ta lÇn l­ît thùc hiÖn:
· Víi n = 1, ta cã:

2 = 
[image: image15.wmf]2
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 = 2, ®óng.

Nh­ vËy (1) ®óng víi n = 1.

· Gi¶ sö (1) ®óng víi n = k, tøc lµ:

2 + 5 + 8 + ... + (3k – 1) = 
[image: image16.wmf]2
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· Ta sÏ ®i chøng minh (1) còng ®óng víi n = k + 1, thËt vËy:

2 + 5 + 8 + ... + (3k – 1) + [3(k + 1) – 1] = 
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Tõ c¸c chøng minh trªn suy ra (1) ®óng víi mäi sè nguyªn d­¬ng n.

( NhËn xÐt:  Nh­ vËy, vÝ dô trªn ®· minh ho¹ c¸ch sö dông ph­¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc ®Ó chøng minh mét mÖnh ®Ò.

Trong thùc tÕ, ta cßn gÆp c¸c bµi to¸n víi yªu cÇu chøng minh mÖnh ®Ò chøa biÕn A(n) lµ mét mÖnh ®Ò ®óng víi mäi gi¸ trÞ nguyªn d­¬ng n ≥ p, trong ®ã p lµ mét sè nguyªn d­¬ng cho tr­íc.
Trong tr­êng hîp nµy, ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n ®Æt ra b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc, ë b­íc 1 ta cÇn chøng minh A(n) lµ mÖnh ®Ò ®óng khi n = p vµ ë b­íc 2, cÇn xÐt gi¶ thiÕt quy n¹p víi k lµ sè nguyªn d­¬ng tuú ý lín h¬n hoÆc b»ng p.
VÝ dô 1: Chøng minh r»ng víi mäi sè tù nhiªn n ≥ 2, ta cã 3n > 3n + 1.

( Gi¶i

KÝ hiÖu ®iÒu cÇn chøng minh lµ (1), ta lÇn l­ît thùc hiÖn:

· Víi n = 2, ta cã:

32 > 3.2 + 1 ( 9 > 7, ®óng.

Nh­ vËy (1) ®óng víi n = 2.

· Gi¶ sö (1) ®óng víi n = k, tøc lµ:

3k > 3k + 1.

· Ta sÏ ®i chøng minh (1) còng ®óng víi n = k + 1, thËt vËy:

3k + 1 = 3.3k > 3(3k + 1) = 9k + 3 = 3(k + 1) + 6k > 3(k + 1) + 1.

Tõ c¸c chøng minh trªn suy ra (1) ®óng víi mäi sè nguyªn n ≥ 2.

VÝ dô 2: Cho tæng Sn = 
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a. TÝnh S1 , S2 , S3.

b. Dù ®o¸n c«ng thøc tÝnh tæng Sn vµ chøng minh b»ng quy n¹p.

( Gi¶i

a. Ta lÇn l­ît cã:

S1 = 
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S2 = 
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b. Dù ®o¸n c«ng thøc tÝnh tæng Sn lµ:

Sn = 1 ( 
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(*)

Ta ®i chøng minh dù ®o¸n trªn b»ng quy n¹p. nh­ sau:

· Víi n = 1, ta thÊy (*) do kÕt qu¶ tõ c©u a).

· Gi¶ sö (*) ®óng víi n = k, tøc lµ:

Sk = 1 ( 
[image: image38.wmf]1
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· Ta sÏ ®i chøng minh (*) còng ®óng víi n = k + 1, thËt vËy:

Sk + 1 = Sk + 
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Tõ c¸c chøng minh trªn suy ra (*) ®óng víi mäi sè nguyªn d­¬ng n.

( NhËn xÐt:  VÝ dô trªn ®· minh ho¹ mét c«ng viÖc rÊt hay gÆp khi thùc hiÖn c¸c bµi to¸n vÒ d·y sè, ®ã lµ "§o¸n nhËn c«ng thøc tæng qu¸t cña d·y sè vµ chøng minh c«ng thøc ®ã".

ThÝ dô 2. Chøng minh r»ng 
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( Gi¶i

§Æt:

Fn = 
[image: image45.wmf])

2

1

(

...

)

2

1

)(

2

1

)(

2

1

(

n

3

2

2

2

2

2

+

´

´

+

+

+


Ta ®i chøng minh b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc r»ng:
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(*)

ThËt vËy:

· Víi n = 1 th×:
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nªn c«ng thøc ®óng.

· Gi¶ sö c«ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ:
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· Ta chøng minh c«ng thøc ®óng víi n = k + 1, ta cã:
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 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf])
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VËy, c«ng thøc (*) ®óng víi mäi n ( N*.

Tõ ®ã, suy ra ta cÇn chøng minh:
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( NhËn xÐt: 
1. Lêi gi¶i trªn ®­îc x©y dùng dùa trªn viÖc dù ®o¸n ®­îc ®¼ng thøc cho Fn vµ chøng minh ®¼ng thøc nµy b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc theo 3 b­íc n = 1, n = k vµ n = k + 1.

2. C¸c em häc sinh kh¸c, sau khi tham kh¶o lêi gi¶i trªn cã thÓ thÊy ngay r»ng nÕu kh«ng dù ®o¸n ®­îc c«ng thøc cho Fn th× còng cã thÓ chøng minh bÊt ®¼ng thøc b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p mét c¸ch trùc tiÕp.

ThÝ dô 3. Gi¶ sö a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c. Chøng minh r»ng víi bÊt k× sè nguyªn n > 1 th×:

anb(a – b) + bnc(b – c) + cna(c – a) ( 0.

( Gi¶i

Chóng ta chøng minh bÊt ®¼ng thøc ë ®Çu bµi b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc.

· Víi n = 2, ®Æt:

2x = b + c – a > 0;   2y = a – b + c > 0;   2z = a + b – c > 0.

suy ra:

a = y + z, b = z + x, c = x + y

BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh trë thµnh:

xy3 + yz3 + zx3 – xyz(x + y + z) ( 0.

( xyz
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(*)

¸p dông bÊt ®¼ng thøc C«si cho c¸c sè d­¬ng, ta cã:

y + 
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T­¬ng tù x + 
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Tõ ®ã bÊt ®¼ng thøc (*) ®­îc chøng minh, hay bÊt ®¼ng thøc:

anb(a – b) + bnc(b – c) + cna(c – a) ( 0 ®­îc chøng minh.

· Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc ®óng tíi n. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ sö c ( b ( a. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, ta cã:

bnc(b – c) (  – anb(a – b) – cna(c – a)

( bn + 1c(b – c) (  – anb2(a – b) – cnab(c – a)

Do ®ã:

an + 1b(a – b) + bn + 1c(b – c) + cn + 1a(c – a) 

( an + 1b(a – b) – anb2(a – b) – cnab(c – a) + cn + 1a(c – a)

 = anb(a – b)2 + cna(c – a)(c – b) ( 0.

VËy bÊt ®¼ng thøc ®óng víi n + 1. 

Theo nguyªn lý quy n¹p bÊt ®¼ng thøc ®· cho ®óng víi mäi n > 1. 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi:

a = b = c hay (ABC ®Òu.

§2. D·y sè

D¹ng to¸n 1: Më ®Çu vÒ d·y sè
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

Víi gi¶ thiÕt cho d·y sè (un) d­íi d¹ng c«ng thøc tæng qu¸t hoÆc biÓu thøc truy håi vµ c©u hái th­êng ®­îc ®Æt ra lµ:

a. H·y viÕt k sè h¹ng ®Çu cña d·y sè hoÆc t×m uk. C©u hái nµy ®­îc thùc hiÖn b»ng phÐp thÕ.

b. X¸c ®Þnh xem a lµ sè h¹ng thø mÊy cña d·y sè. C©u hái nµy ®­îc thùc hiÖn b»ng viÖc gi¶i ph­¬ng tr×nh Èn n.

…

ThÝ dô 1. Cho d·y sè (un) víi un = 
[image: image57.wmf]n
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a. T×m u9, u12, u2n, u2n + 1.

b. T×m xem 0 lµ sè h¹ng thø mÊy cña d·y sè ?

( Gi¶i

a. Ta cã:

u9 = 
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 = 0;  u12 = 
[image: image59.wmf]12
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 = 
[image: image60.wmf]6

1


u2n = 
[image: image61.wmf]n
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 = 
[image: image62.wmf]n

1

;  u2n + 1 = 
[image: image63.wmf]1
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b. Tõ kÕt qu¶ c©u a) ta thÊy ngay mäi sè h¹ng lÎ cña d·y sè ®Òu nhËn gi¸ trÞ b»ng 0.

ThÝ dô 2. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh nh­ sau:

[image: image64.wmf]î
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a. H·y viÕt 6 sè h¹ng ®Çu cña d·y sè.

b. T×m xem (3 lµ sè h¹ng thø mÊy cña d·y sè ?

( Gi¶i

a. Ta lÇn l­ît cã:

u1 = 15;  u2 = 9;  u3 = ( 6;  u4 = ( 15;  u5 = ( 9; u6 = 6. 

b. DÔ thÊy mäi sè h¹ng cña d·y sè ®Òu kh«ng nhËn gi¸ trÞ b»ng (3.

D¹ng to¸n 2: X¸c ®Þnh c«ng thøc cña d·y sè (un)
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

Ta cã thÓ lùa chän mét trong c¸c c¸ch sau:

C¸ch 1: Sö dông biÕn ®æi ®¹i sè ®Ó thu gän vµ ®¬n gi¶n biÓu thøc cña un.

C¸ch 2: Sö dông ph­¬ng ph¸p quy n¹p b»ng viÖc thùc hiÖn theo c¸c b­íc:
B­íc 1: ViÕt mét vµi sè h¹ng ®Çu cña d·y, tõ ®ã dù ®o¸n c«ng thøc cho un.

B­íc 2: Chøng minh c«ng thøc dù ®o¸n b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p.

ThÝ dô 1. Cho d·y sè (un), biÕt:
u1 = 1 ,  un + 1  = un + 3  víi n ≥ 1.

a. ViÕt n¨m sè h¹ng ®Çu cña d·y sè.

b. Chøng minh b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p un = 3n – 4.

(*)

( Gi¶i

a. Ta lÇn l­ît cã:

u1 = (1, u2 = 2, u3 = 5, u4 = 8, u5 = 11.

b. Ta lÇn l­ît thùc hiÖn:
· Víi n = 1, ta thÊy (*) do kÕt qu¶ tõ c©u a).

· Gi¶ sö (*) ®óng víi n = k, tøc lµ uk = 3k ( 4.

· Ta sÏ ®i chøng minh (*) còng ®óng víi n = k + 1, thËt vËy:

uk + 1 = uk + 3 = 3k ( 4 + 3 = 3(k + 1) ( 4, ®pcm.

Tõ c¸c chøng minh trªn suy ra (*) ®óng víi mäi sè nguyªn d­¬ng n.

( NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ë thÝ dô trªn chóng ta kh«ng cÇn thùc hiÖn viÖc dù ®o¸n c«ng thøc cho un.

ThÝ dô 2. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh nh­ sau:


[image: image65.wmf]î
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X¸c ®Þnh c«ng thøc tÝnh un theo n.

( Gi¶i

Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Tõ gi¶ thiÕt ta cã:

u1 = 1

u2 = u1 + 2

u3 = u2 + 2

…

un = un ( 1 + 2

Céng theo vÕ c¸c ®¼ng thøc trªn, ta ®­îc:

un = 1 + 2(n ( 1) = 2n ( 1.

VËy, ta cã un = 2n ( 1.

C¸ch 2: Ta cã:

u1 = 1 = 2.1 ( 1

u2 = 1 + 2 = 3 = 2.2 ( 1

u3 = 3 + 2 = 5 = 2.3 ( 1

Dù ®o¸n un = 2n ( 1. 






(1)

Ta ®i chøng minh dù ®o¸n trªn b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p, thËt vËy:
u1 = 2.1 ( 1 = 1, tøc lµ c«ng thøc (1) ®óng víi n = 1.

Gi¶ sö c«ng thøc (1) ®óng víi n = k, tøc lµ uk = 2k ( 1. Ta ®i chøng minh nã còng ®óng víi n = k + 1.

ThËt vËy:

uk + 1 = uk + 2 = 2k ( 1 + 2 = 2(k + 1) ( 1, tøc lµ (1) ®óng víi n = k + 1.

VËy, ta cã un = 2n ( 1.

ThÝ dô 3. Cho d·y sè (un) víi un = 
[image: image66.wmf])
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+

 víi mäi n ( N* vµ d·y sè (Sn) x¸c ®Þnh nh­ sau:


[image: image67.wmf]î
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X¸c ®Þnh c«ng thøc tÝnh Sn theo n.

( Gi¶i

Ta cã ngay:

Sn = u1 + u2 + … + un.

MÆt kh¸c, ta cã biÓu diÔn un = 
[image: image68.wmf])
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[image: image69.wmf]1
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Tõ ®ã, ta nhËn ®­îc:

u1 = 1 ( 
[image: image70.wmf]2
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,  u2 = 
[image: image71.wmf]2
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 ( 
[image: image72.wmf]3
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,…,  un = 
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Céng theo vÕ c¸c ®¼ng thøc trªn, ta ®­îc:

Sn = u1 + u2 + … + un = 1  ( 
[image: image74.wmf]1
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 = 
[image: image75.wmf]1
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.

VËy, ta cã Sn = 
[image: image76.wmf]1
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D¹ng to¸n 3: Sö dông ph­¬ng ph¸p quy n¹p chøng minh  d·y sè (un) tho¶ m·n tÝnh chÊt K
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

Ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:

B­íc 1: (B­íc c¬ së): Chøng minh r»ng sè h¹ng u1 tho¶ m·n tÝnh chÊt K.

B­íc 2: (B­íc quy n¹p): Gi¶ sö sè h¹ng uk tho¶ m·n tÝnh chÊt K. Ta ®i chøng minh sè h¹ng uk+1 còng tho¶ m·n tÝnh chÊt K.

B­íc 3: KÕt luËn d·y sè (un) tho¶ m·n tÝnh chÊt K.

ThÝ dô 1. Cho d·y sè (un) víi un = n3 + 11n. Chøng minh r»ng mäi sè h¹ng cña d·y sè nµy ®Òu chia hÕt cho 6.

( Gi¶i

Ta cã:

u1 = 13 + 11 = 12 ( u1 
[image: image77.wmf]M

 6.

Gi¶ sö uk 
[image: image78.wmf]M

 6, tøc lµ (k3 + 11k) 
[image: image79.wmf]M

 6. Ta ®i chøng minh uk + 1 
[image: image80.wmf]M

 6.

ThËt vËy:

uk + 1 = (k + 1)3 + 11(k + 1) = k3 + 3k2 + 3k + 1 + 11k + 11

 = (k3 + 11k) + 3k(k + 1) + 12

suy ra uk + 1 
[image: image81.wmf]M

 6 bëi (k3 + 11k) 
[image: image82.wmf]M

 6, 3k(k + 1) 
[image: image83.wmf]M

 6 vµ 12 
[image: image84.wmf]M

 6.

VËy, mäi sè h¹ng cña d·y sè (un) ®Òu chia hÕt cho 6.

ThÝ dô 2. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh nh­ sau:
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Chøng minh r»ng un ( 
[image: image86.wmf]n
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( Gi¶i

Ta ®i chøng minh b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p, thËt vËy:

· Ta cã u3 = 5 ( 
[image: image87.wmf]3
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  ( ®óng víi n = 1, 2, 3.

· Gi¶ sö c«ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ:

uk ( 1 ( 
[image: image88.wmf]1
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· Ta ®i chøng minh uk + 1 < 
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uk + 1 = uk ( 1 + 2uk  ( 
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VËy, ta lu«n cã un ( 
[image: image100.wmf]n
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ThÝ dô 3. *Cho d·y sè nguyªn (an) tho¶ m·n an+2 + an(1 = 2(an+1 + an). Chøng tá r»ng tån t¹i sè nguyªn M kh«ng phô thuéc vµo n sao cho M + 4an+1.an lµ sè chÝnh ph­¬ng víi mäi n ( 0.

( Gi¶i

§Æt un = an+2 ( an+1 ( an, khi ®ã víi gi¶ thiÕt ta cã ngay:

un = 2(an+1 + an) ( an(1 ( an+1 ( an = (an+1 ( an ( an(1) + 2an 

= un(1 + 2an.

NhËn xÐt r»ng:


[image: image101.wmf]2
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VËy 
[image: image109.wmf]2
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 ( 4an+1.an lµ h»ng sè kh«ng phô thuéc vµo n. Khi ®ã ta gäi h»ng sè ®ã lµ M th×:

M + 4an+1.an = 
[image: image110.wmf]2
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 lµ sè chÝnh ph­¬ng víi mäi n ( 0, ®pcm.

( NhËn xÐt: C¸ch gi¶i trªn ®­îc tr×nh bµy sau khi ®· thùc hiÖn phÐp nh¸p ®Ó dÉn xuÊt ®­îc tíi d·y sè un. C¸c em häc sinh cã thÓ nhËn thÊy ®­îc d·y un theo kiÓu ®Æt vÊn ®Ò nh­ sau: 
Gi¶ sö tån t¹i sè nguyªn M kh«ng phô thuéc vµo n sao cho M + 4an+1.an lµ sè chÝnh ph­¬ng víi mäi n ( 0, tøc lµ:

M + 4an+1.an = 
[image: image111.wmf]2
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(1)

Tõ (1) b»ng viÖc sö dông n vµ n ( 1, ta ®­îc:
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(2)

Tíi ®©y, ®Æt un(1 = an+1 ( an ( an(1 th× ta ®­îc:


[image: image121.wmf]2
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 = (un(1 + 2an)2 ( un = un(1 + 2an

( an+2 ( an + 1 ( an = an+1 ( an ( an(1 + 2an 
( an+2 + an(1 = 2(an+1 + an), 

®ã chÝnh lµ gi¶ thiÕt cña bµi to¸n.

Nh­ vËy, víi phÐp nh¸p trªn, chóng ta ®· chØ ®­îc ra d·y un  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

D¹ng to¸n 4: XÐt tÝnh t¨ng, gi¶m cña mét d·y sè (un)
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

Ta cã thÓ lùa chän mét trong c¸c c¸ch sau:

C¸ch 1: Thùc hiÖn theo c¸c b­íc:

B­íc 1: LËp hiÖu H = un + 1 ( un, tõ ®ã x¸c ®Þnh dÊu cña H.

B­íc 2: Khi ®ã:

· NÕu H > 0 víi (n ( N* th× d·y sè (un) t¨ng.

· NÕu H < 0 víi (n ( N* th× d·y sè (un) gi¶m.

C¸ch 2: NÕu un > 0 víi (n ( N* ta cã thÓ thùc hiÖn theo c¸c b­íc:

B­íc 1: LËp tØ sè P = 
[image: image122.wmf]n
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, tõ ®ã so s¸nh P víi 1.

B­íc 2: Khi ®ã:

· NÕu P > 1 víi ( n ( N* th× d·y sè (un) t¨ng.

· NÕu P < 1 víi (n ( N* th× d·y sè (un) gi¶m.

ThÝ dô 1. XÐt tÝnh t¨ng, gi¶m cña d·y sè (un) víi un = 
[image: image123.wmf]n

n

5

.

( Gi¶i

Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: XÐt hiÖu:

H = un + 1 ( un = 
[image: image124.wmf]n1
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VËy, d·y (un) gi¶m.

C¸ch 2: DÔ thÊy un > 0 víi (n ( N*, xÐt tØ sè:

P = 
[image: image128.wmf]n
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VËy, d·y (un) gi¶m.

ThÝ dô 2. XÐt tÝnh t¨ng, gi¶m cña d·y sè (un), biÕt:
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Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: XÐt hiÖu:

H = un + 1 ( un = (2un + 1) ( un = un + 1.

Ta sÏ ®i chøng minh un > 0, (n ( N* b»ng quy n¹p.

Ta cã:

u1 = 1 > 0, tøc c«ng thøc ®óng víi n = 1.

Gi¶ sö c«ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ uk > 0, ta ®i chøng minh uk + 1 > 0.

ThËt vËy:

uk + 1 = 2uk + 1 > 0, ®pcm.

VËy, ta lu«n cã un > 0, (n ( N*.

Do ®ã H > 0, tõ ®ã suy ra d·y (un) t¨ng.

C¸ch 2: Tr­íc tiªn, ta ®i chøng minh un > 0, (n ( N* (t­¬ng tù nh­ trong c¸ch 1)
XÐt tØ sè:

P = 
[image: image133.wmf]n
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[image: image135.wmf]n
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VËy, d·y (un) t¨ng.

( Chó ý: §èi víi bÊt ®¼ng thøc chøa c¸c to¸n tö mang tÝnh ®Æc thï trong nhiÒu tr­êng hîp chóng ta sö dông tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y sè ®Ó chøng minh, cô thÓ víi d·y sè {un} ®Ó chøng minh uk(u0 ta ®i chøng minh d·y {un} ®¬n ®iÖu gi¶m.
ThÝ dô 3. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi:
u1 = 3 vµ un = 4un ( 1 ( 1 víi mäi n ( 2.

Chøng minh r»ng:

a.   un = 
[image: image136.wmf]3
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b.   (un) lµ mét d·y sè t¨ng.

( Gi¶i

a. Ta ®i chøng minh c«ng thøc trªn b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p.

· Víi n = 1, ta cã: 

u1 = 
[image: image137.wmf]3
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[image: image138.wmf]3
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 = 3 ®óng.

· Gi¶ sö c«ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ uk = 
[image: image139.wmf]3
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· Ta ®i chøng minh (2) ®óng víi n = k + 1, tøc lµ chøng minh: 

uk + 1 = 
[image: image140.wmf]3
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ThËt vËy: 

uk + 1 = 4uk ( 1 = 
[image: image141.wmf]3
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VËy, ta ®­îc un = 
[image: image144.wmf]3
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b. XÐt hiÖu:

uk + 1 ( uk = 
[image: image145.wmf]3
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VËy (un) lµ mét d·y sè t¨ng.

D¹ng to¸n 5: XÐt tÝnh bÞ chÆn cña mét d·y sè (un)
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

Sö dông ®Þnh nghÜa:

· NÕu (M ( R : un ( M, (n ( N* th× (un) bÞ chÆn trªn.
· NÕu (m ( R : un ( m, (n ( N* th× (un) bÞ chÆn d­íi.

· NÕu (m, M ( R : m ( un ( M, (n ( N* th× (un) bÞ chÆn.
Chó ý: Ta cã c¸c kÕt qu¶:

· Mäi d·y sè (un) gi¶m lu«n bÞ chÆn trªn bëi u1.

· Mäi d·y sè (un) t¨ng lu«n bÞ chÆn d­íi bëi u1.

ThÝ dô 1. XÐt tÝnh t¨ng gi¶m vµ bÞ chÆn cña c¸c d·y sè (un), biÕt:
a.   un = 
[image: image148.wmf]n
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b.  un = 
[image: image149.wmf]n
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( Gi¶i

a. Ta cã nhËn xÐt r»ng d·y sè (un) ®an dÊu nªn nã kh«ng t¨ng, kh«ng gi¶m.
MÆt kh¸c, ta cã:

(un( = (
[image: image150.wmf]n
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(
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n
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( = (sin
[image: image151.wmf]n

1

( ( 1 ( (un) bÞ chÆn.

b. Ta cã nhËn xÐt:

un = 
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VËy, d·y (un) gi¶m.

MÆt kh¸c, ta cã:

0 < 
[image: image157.wmf]n
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 < 1 ( (un) bÞ chÆn.

ThÝ dô 2. Chøng tá r»ng d·y sè (un) víi un = 
[image: image158.wmf]n
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 bÞ chÆn d­íi nh­ng kh«ng bÞ chÆn trªn.

( Gi¶i

ViÕt l¹i un d­íi d¹ng un = n + 
[image: image159.wmf]n

1

.

Khi ®ã, ta nhËn thÊy:

· Sö dông bÊt ®¼ng thøc C«si th×:

un 
[image: image160.wmf]si
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C

³

2
[image: image161.wmf]n
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.

n

 = 2 ( (un) bÞ chÆn d­íi bëi 2.

· Kh«ng tån t¹i sè M ®Ó un ( M, (n ( N* nªn (un) kh«ng bÞ chÆn trªn.
VËy, d·y (un) bÞ chÆn d­íi nh­ng kh«ng bÞ chÆn trªn.

ThÝ dô 3. Chøng tá r»ng d·y sè (un) víi un = 
[image: image162.wmf]1
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 bÞ chÆn.
( Gi¶i

Ta thÊy ngay:

· un ( 0, do ®ã nã bÞ chÆn d­íi.

· Ta ®i chøng minh un ( 1 víi (n ( N* b»ng viÖc sö dông biÕn ®æi ®¹i sè, cô thÓ:
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( n ( 0, lu«n ®óng.

Suy ra, ta lu«n cã un ( 1, (n ( N*, tøc lµ (un) bÞ chÆn d­íi bëi 1.

VËy, ta ®­îc 0 ( un ( 1, do ®ã nã bÞ chÆn.

ThÝ dô 4. XÐt tÝnh bÞ chÆn trªn, bÞ chÆn d­íi, bÞ chÆn cña d·y sè sau:

un = 
[image: image165.wmf]2
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( Gi¶i

Ta cã 
[image: image168.wmf])
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tõ ®ã, ta thÊy:

 un = 1 ( 
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(2)

Khi ®ã:

· Tõ (1) ta suy ra un < 1, do ®ã nã bÞ chÆn trªn.

· Tõ (2) ta suy ra un ( 0, do ®ã nã bÞ chÆn d­íi.

VËy, d·y (un) bÞ chÆn.

§3. CÊp sè céng

D¹ng to¸n 1: Chøng minh tÝnh chÊt cña mét cÊp sè céng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

C©u hái th­êng ®­îc ®Æt ra lµ:

" Cho ba sè a, b, c lËp thµnh cÊp sè céng, chøng minh tÝnh chÊt K "

khi ®ã, ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:

B­íc 1: Tõ gi¶ thiÕt a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè céng, ta ®­îc:

a + c = 2b 

hoÆc biÓu thøc t­¬ng ®­¬ng a ( b = b ( c = 
[image: image178.wmf]2

1

(a ( c).

B­íc 2: Chøng minh tÝnh chÊt K.

ThÝ dô 1. Cho ba sè a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè céng. Chøng minh r»ng:

a2 + 2bc = c2 + 2ab.

( Gi¶i

Tõ gi¶ thiÕt a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè céng, ta ®­îc:

a + c = 2b.

Khi ®ã:

a2 + 2bc = a2 + (a + c)c = a2 + ac + c2 = a(a + c) + c2 = 2ab + c2, ®pcm.

ThÝ dô 2. Cho (an) lµ mét cÊp sè céng. Chøng minh r»ng:

an = 
[image: image179.wmf]2

1

(an ( k + an + k), víi mäi n > k.
( Gi¶i

Ta cã ngay:

an = an ( k + (n ( n + k)d = an ( k + kd

an + k = an ( k + (n + k ( n + k)d = an ( k + 2kd

suy ra:
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(an ( k + an + k) = 
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1

(an ( k + an ( k + 2kd) = an ( k + kd = an, ®pcm.

D¹ng to¸n 2: Chøng minh ba sè lËp thµnh mét cÊp sè céng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

§Ó chøng minh ba sè a, b, c lËp thµnh cÊp sè céng, ta ®i chøng minh:

a + c = 2b hoÆc a ( b = b ( c.

ThÝ dô 1. Cho ba sè a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè céng. Chøng minh r»ng ba sè         (a2 + ab + b2), (a2 + ac + c2), (b2 + bc + c2) còng lËp thµnh mét cÊp sè céng.

( Gi¶i

Tõ gi¶ thiÕt a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè céng, ta ®­îc:

a + c = 2b.

NhËn xÐt r»ng:

(a2 + ab + b2) + (b2 + bc + c2) = a2 + (ab + bc) + 2b2 + c2 

 = a2 + b(a + c) + 2b2 + c2 = a2 + 4b2 + c2 

 = a2 + (a + c)2 + c2 = 2(a2 + ac + c2).

VËy, ba sè (a2 + ab + b2), (a2 + ac + c2), (b2 + bc + c2) còng lËp thµnh mét cÊp sè céng.

ThÝ dô 2. Cho ba sè d­¬ng a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè céng. Chøng minh r»ng ba sè 
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 còng lËp thµnh mét cÊp sè céng.

( Gi¶i

Tõ gi¶ thiÕt a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè céng, ta ®­îc:

a + c = 2b ( a ( b = b ( c = 
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NhËn xÐt r»ng:
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VËy, ba sè 
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 còng lËp thµnh mét cÊp sè céng.

D¹ng to¸n 3: T×m ®iÒu kiÖn cña tham sè ®Ó bé sè lËp thµnh mét cÊp sè céng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

a. §Ó ba sè a, b, c lËp thµnh cÊp sè céng, ®iÒu kiÖn lµ:

a + c = 2b, 

bµi to¸n ®­îc chuyÓn vÒ viÖc gi¶i ph­¬ng tr×nh.

b. §Ó bèn sè a, b, c, d lËp thµnh cÊp sè céng, ®iÒu kiÖn lµ:


[image: image198.wmf]î
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bµi to¸n ®­îc chuyÓn vÒ viÖc gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh.

ThÝ dô 1. T×m x ®Ó ba sè x2 + 1, x ( 2, 1 ( 3x lËp thµnh mét cÊp sè céng.

( Gi¶i

§Ó ba sè x2 + 1, x ( 2, 1 ( 3x lËp thµnh mét cÊp sè céng, ®iÒu kiÖn lµ:

(x2 + 1) + (1 ( 3x) = 2(x ( 2)

( x2 ( 5x + 6 = 0 ( x = 2 ( x =  3.

VËy, víi x = 2 hoÆc x = 3 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

( Chó ý: Mét bµi to¸n rÊt quen thuéc ®èi víi ph­¬ng tr×nh trïng ph­¬ng lµ: 

" T×m ®iÒu kiÖn cña tham sè sao cho ph­¬ng tr×nh:

ax3 + bx2 + cx + d = 0, víi a ( 0



(1)

cã 3 nghiÖm  x1, x2, x3  lËp thµnh cÊp sè céng "

Ta thùc hiÖn nh­ sau:

§iÒu kiÖn cÇn: Gi¶ sö ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm ph©n biÖt thµnh cÊp sè céng, khi ®ã:

x1 + x3 = 2x2,

x1 + x2 + x3 = (
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 ( 3x2 = (
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 ( x2 = (
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Víi x2 = (
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3

b

 thay vµo (1) ta ®­îc:

a((
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b

)3 + b((
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b

)2 + c((
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) + d = 0 

( 2b3 ( 9abc + 27a2d = 0.





(2)

§ã chÝnh lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó (1) cã 3 nghiÖm lËp thµnh cÊp sè céng.

§iÒu kiÖn ®ñ: Tõ (2) suy ra ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm x2 = (
[image: image206.wmf]a

3

b

. Khi ®ã:

x1 + x2 + x3 = (
[image: image207.wmf]a

b

 ( x1 + x3  ( 
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b

 = (
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 ( x1 + x3  = (
[image: image210.wmf]a
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2

 = 2x2 

( x1, x2, x3   lËp thµnh cÊp sè céng.

VËy, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó (1) cã 3 nghiÖm lËp thµnh cÊp sè céng lµ:

2b3 ( 9abc + 27a2d = 0.

Víi bµi to¸n mét tham sè m, trong ®iÒu kiÖn ®ñ ta cã thÓ kh¼ng ®Þnh b»ng viÖc chØ ra nghiÖm cô thÓ cña ph­¬ng tr×nh. H·y nhí ®iÒu nµy rÊt quan träng bëi khi ®ã ta cßn ph¶i kh¼ng ®Þnh ph­¬ng tr×nh ®· cho cã 3 nghiÖm ph©n biÖt.

ThÝ dô 2. X¸c ®Þnh m ®Ó ph­¬ng tr×nh: 
x3 ( 3x2 ( 9x + m = 0 




(1)

cã ba nghiÖm ph©n biÖt lËp thµnh cÊp sè céng.

( Gi¶i

§iÒu kiÖn cÇn: Gi¶ sö ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm ph©n biÖt thµnh cÊp sè céng, khi ®ã:

x1 + x3 = 2x2,







(*)

x1 + x2 + x3 = 3 ( 3x2 = 3 ( x2 = 1.

Víi x2 = ( 1 thay vµo (1) ta ®­îc:

11 ( m = 0 ( m = 11.

§ã chÝnh lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó (1) cã 3 nghiÖm lËp thµnh cÊp sè céng.

§iÒu kiÖn ®ñ: Víi m=11, ta ®­îc:

x3 ( 3x2 ( 9x + 11 = 0 ( (x ( 1)(x2 ( 2x ( 11) = 0 

( 
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VËy, víi m=11 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

( Chó ý: 

1. Trong bµi to¸n trªn ë ®iÒu kiÖn ®ñ ta kh¼ng ®Þnh ®­îc:

· Ph­¬ng tr×nh (1) cã 3 nghiÖm ph©n biÖt.

· Ta cã x1 + x3 = 2x2, tøc lµ x1, x2, x3 lËp thµnh cÊp sè céng.

· Do ®ã, cã kÕt luËn m = 11 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

Tuy nhiªn, tån l¹i bµi to¸n mµ c¸c gi¸ trÞ cña tham sè t×m ®­îc trong ®iÒu kiÖn cÇn kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®ñ.

Bµi to¸n trªn cã thÓ ®­îc gi¶i b»ng ph­¬ng ph¸p h»ng sè bÊt ®Þnh, nh­ sau:

Ph­¬ng tr×nh (1) cã 3 nghiÖm ph©n biÖt lËp thµnh cÊp sè céng 

(  (1) cã ba nghiÖm x0 ( d, x0, x0 + d, víi d ( 0. 

Khi ®ã:

x3 ( 3x2 ( 9x + m = [x ( (x0 ( d)](x ( x0)[x ( (x0 + d)]

= (x ( x0)[(x ( x0)2 ( d2]= x3 ( 3x0x2 + (3
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VËy, víi m = 11 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

2. Mét bµi to¸n rÊt quen thuéc ®èi víi ph­¬ng tr×nh trïng ph­¬ng lµ: 

" T×m ®iÒu kiÖn cña tham sè ®Ó ph­¬ng tr×nh  

ax4+ bx2 + c = 0.





 (1)

cã bèn nghiÖm ph©n biÖt lËp thµnh cÊp sè céng"
Khi ®ã, ta thùc hiÖn nh­ sau:

§Æt t = x2, ®iÒu kiÖn t ( 0.

Khi ®ã, ph­¬ng tr×nh ®­îc biÕn ®æi vÒ d¹ng:
at2 + bt + c = 0. 






(2)

Ph­¬ng tr×nh (1) cã bèn nghiÖm ph©n biÖt 

( (2) cã hai nghiÖm ph©n biÖt d­¬ng 0 < t1 < t2 
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(3)
vµ khi ®ã bèn nghiÖm cña (1) lµ -
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Bèn nghiÖm trªn lËp thµnh cÊp sè céng khi:
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(4)

 Theo ®Þnh lÝ ViÐt ta cã:
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(I)

Thay (4) vµo (I) ®­îc :
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(5)

KÕt hîp (5) vµ (3) nhËn ®­îc ®iÒu kiÖn cña tham sè.

( Chó ý: C¸c em häc sinh sÏ thÊy ®­îc vÝ dô trong phÇn "C¸c bµi tËp chän läc".
D¹ng to¸n 4: T×m c¸c phÇn tö cña mét cÊp sè céng (un)
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

Th«ng th­êng bµi to¸n ®­îc chuyÓn vÒ x¸c ®Þnh u1 vµ c«ng sai d.

ThÝ dô 1. Cho cÊp sè céng (un) tho¶ m·n u2 ( u3 + u5 = 10 vµ u1 + u6 = 17. 

a. T×m sè h¹ng ®Çu tiªn vµ c«ng sai.

b. TÝnh tæng sè cña 20 sè h¹ng ®Çu tiªn.

c. TÝnh tæng S’ = u5 + u6 + … + u24.

( Gi¶i

a. Gäi d lµ c«ng sai cña cÊp sè céng (un), ta cã:
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VËy, cÊp sè céng (un) cã u1 = 1 vµ d = 3.

b. Ta cã:

S20 = 
[image: image233.wmf]2

20

[2u1 + (20 ( 1)d] = 
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c. Ta cã:

S’ = 
[image: image235.wmf]2
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[2u5 + (20 ( 1)d] = 
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[2(1 + 4.3) + (20 ( 1).3] = 830.

ThÝ dô 2. T×m sè h¹ng ®Çu u1​ vµ c«ng sai d cña c¸c cÊp sè céng (un), biÕt:
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( Gi¶i

Ta biÕn ®æi:
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VËy, tån t¹i hai cÊp sè céng (un) cã u1 = 0 vµ d = 3 hoÆc u1 = (12 vµ d =
[image: image244.wmf]5

21

 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

ThÝ dô 3. T×m bèn sè h¹ng liªn tiÕp cña mét cÊp sè céng, biÕt tæng cña chóng b»ng 16 vµ tæng b×nh ph­¬ng cña chóng b»ng 84.

( Gi¶i

Gäi d = 2x lµ c«ng sai, ta cã bèn sè lµ a ( 3x, a ( x, a + x, a + 3x.

Khi ®ã, tõ gi¶ thiÕt ta cã:
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VËy, bèn sè cÇn t×m lµ 1, 3, 5, 7.

( Chó ý:  NÕu kh«ng biÕt biÓu diÔn bèn sè d­íi d¹ng ®èi xøng nh­ trªn th× sÏ ph¶i gi¶i mét hÖ bËc hai kh¸ phøc t¹p, cô thÓ:

Gäi d lµ c«ng sai cña cÊp sè céng x, y, z, t tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi, ta cã:
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Nh­ vËy:

· Víi ba sè h¹ng liªn tiÕp cña mét cÊp sè céng, ta ®Æt:

a ( x, a, a + x, trong ®ã x lµ c«ng sai. 

· Víi bèn sè h¹ng liªn tiÕp cña mét cÊp sè céng, ta ®Æt:

a ( 3x, a ( x, a + x, a + 3x, trong ®ã x lµ c«ng sai. 

· Víi n¨m sè h¹ng liªn tiÕp cña mét cÊp sè céng, ta ®Æt:

a ( 2x, a ( x, a, a + x, a + 2x, trong ®ã x lµ c«ng sai. 

D¹ng to¸n 5: TÝnh tæng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

Th«ng th­êng bµi to¸n ®­îc chuyÓn vÒ tÝnh tæng cña mét cÊp sè céng.

ThÝ dô 1. TÝnh tæng S = 105 + 110 + 115 + … + 995.

( Gi¶i

XÐt cÊp sè céng (un) cã u1 = 105 vµ c«ng sai d = 5, ta ®­îc:

995 = un = u1 + (n ( 1)d = 105 + 5(n ( 1) ( n = 179

S = S179 = 
[image: image252.wmf]2

179

(u1 + u179) = 
[image: image253.wmf]2

179

(105 + 995) = 98450.

ThÝ dô 2. TÝnh tæng sau:
S = 1002 ( 992 + 982 ( 972 + … + 22 ( 12.

( Gi¶i

ViÕt l¹i tæng S d­íi d¹ng:

S = 199 + 195 + … + 3.

XÐt cÊp sè céng (un) cã u1 = 199 vµ c«ng sai d = ( 4, ta ®­îc:

3 = un = u1 + (n ( 1)d = 199 ( 4(n ( 1) ( n = 50

S = S50 = 
[image: image254.wmf]2

50

(u1 + u50) = 
[image: image255.wmf]2

50

(199 + 3) = 5050.

§4. CÊp sè nh©n

D¹ng to¸n 1: Chøng minh tÝnh chÊt cña mét cÊp sè nh©n
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

C©u hái th­êng ®­îc ®Æt ra lµ:

" Cho ba sè a, b, c lËp thµnh cÊp sè nh©n, chøng minh tÝnh chÊt K "

khi ®ã, ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc sau:

B­íc 1: Tõ gi¶ thiÕt a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè nh©n, ta ®­îc:

a.c = b2.

B­íc 2: Chøng minh tÝnh chÊt K.

ThÝ dô 1. Cho ba sè a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè nh©n. Chøng minh r»ng:

(a2 + b2)(b2 + c2) = (ab + bc)2.

( Gi¶i

Tõ gi¶ thiÕt a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè nh©n, ta ®­îc:

a.c = b2.

Khi ®ã:

(a2 + b2)(b2 + c2) = a2b2 + a2c2 + b4 + b2c2 = a2b2 + acb2 + acb2 + b2c2
 = a2b2 + 2ab2c + b2c2 = (ab + bc)2, ®pcm.

ThÝ dô 2. Cho (an) lµ mét cÊp sè nh©n. Chøng minh r»ng:

a1.an = ak.an ( k + 1, víi k = 1, 2,…, n.
( Gi¶i

Ta cã ngay:

VT = a1.an = a1.a1.qn ( 1 = 
[image: image256.wmf]1
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VP = ak.an ( k + 1 = a1.qk ( 1.a1.qn ( k = 
[image: image257.wmf]1
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suy ra VT = VP, ®pcm.

D¹ng to¸n 2: Chøng minh bé sè lËp thµnh mét cÊp sè nh©n
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

§Ó chøng minh ba sè a, b, c lËp thµnh cÊp sè nh©n, ta ®i chøng minh:

ac = b2.

ThÝ dô 1. Cho ba sè 
[image: image258.wmf]a
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, 
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 lËp thµnh mét cÊp sè céng. Chøng minh r»ng ba sè a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè nh©n.

( Gi¶i

Tõ gi¶ thiÕt ba sè 
[image: image261.wmf]a
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 lËp thµnh mét cÊp sè céng, ta ®­îc:
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 ( b(b ( c + b ( a) = (b ( a)(b ( c) ( b2 = ac.

VËy, ba sè a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè nh©n.

D¹ng to¸n 3: T×m ®iÒu kiÖn cña tham sè ®Ó ba sè lËp thµnh mét cÊp sè nh©n
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

a. §Ó ba sè a, b, c lËp thµnh cÊp sè nh©n, ®iÒu kiÖn lµ:

ac = b2, 

bµi to¸n ®­îc chuyÓn vÒ viÖc gi¶i ph­¬ng tr×nh.

b. §Ó bèn sè a, b, c, d lËp thµnh cÊp sè nh©n, ®iÒu kiÖn lµ:
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bµi to¸n ®­îc chuyÓn vÒ viÖc gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh.

ThÝ dô 2. T×m x ®Ó ba sè x ( 2, x ( 4, x + 2 lËp thµnh mét cÊp sè nh©n.

( Gi¶i

Ba sè x ( 2, x ( 4, x + 2 lËp thµnh mét cÊp sè nh©n, ®iÒu kiÖn lµ:

(x ( 4)2 = (x ( 2)(x + 2) ( 8x = 20 ( x = 
[image: image268.wmf]2

5

.

VËy, víi x = 
[image: image269.wmf]2

5

 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

( Chó ý: Mét bµi to¸n rÊt quen thuéc ®èi víi ph­¬ng tr×nh bËc ba lµ: 

" T×m ®iÒu kiÖn cña tham sè sao cho ph­¬ng tr×nh:

ax3+ bx2 + cx + d = 0, víi a ( 0




(1)
cã 3 nghiÖm  x1, x2, x3  lËp thµnh cÊp sè nh©n "

Ta thùc hiÖn nh­ sau:

§iÒu kiÖn cÇn: Gi¶ sö ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm ph©n biÖt lËp thµnh cÊp sè nh©n, khi ®ã:

x1x3 = 
[image: image270.wmf]2
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x

,

x1 + x2 + x3 = ( 
[image: image271.wmf]a

b

,

x1x2 + x2x3 + x3x1 = 
[image: image272.wmf]a

c

 ( x1x2 + x2x3 + 
[image: image273.wmf]2

2

x

 = 
[image: image274.wmf]a
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( x2(x1 + x2 + x3) = 
[image: image275.wmf]a

c

 ( x2 = ( 
[image: image276.wmf]b

c

.

Víi x2 = ( 
[image: image277.wmf]b

c

 thay vµo (1) ta ®­îc:

a((
[image: image278.wmf]b

c

)3 + b((
[image: image279.wmf]b

c

)2 + c((
[image: image280.wmf]b

c

) + d = 0 ( ac3 = b3d.


(2)

§ã chÝnh lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó (1) cã 3 nghiÖm lËp thµnh cÊp sè nh©n.

§iÒu kiÖn ®ñ: Tõ (2) suy ra ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm x2 = (
[image: image281.wmf]b

c

. Khi ®ã:

x2(x1 + x2 + x3) = ((
[image: image282.wmf]b

c

)((
[image: image283.wmf]a

b

) = 
[image: image284.wmf]a

c

 =  x1x2 + x2x3 + x3x1 

( x1x3 = 
[image: image285.wmf]2
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x

 ( x1, x2, x3   lËp thµnh cÊp sè nh©n.

VËy, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó (1) cã 3 nghiÖm lËp thµnh cÊp sè nh©n lµ ac3 = b3d.

Víi bµi to¸n mét tham sè m, trong ®iÒu kiÖn ®ñ ta cã thÓ kh¼ng ®Þnh b»ng viÖc chØ ra nghiÖm cô thÓ cña ph­¬ng tr×nh. H·y nhí ®iÒu nµy rÊt quan träng bëi khi ®ã ta cßn ph¶i kh¼ng ®Þnh ph­¬ng tr×nh ®· cho cã 3 nghiÖm ph©n biÖt.

ThÝ dô 3. X¸c ®Þnh m ®Ó ph­¬ng tr×nh: 

x3 + 2x2 + (m + 1)x + 2(m + 1) = 0


(1)

cã ba nghiÖm ph©n biÖt lËp thµnh cÊp sè nh©n.

( Gi¶i

§iÒu kiÖn cÇn: Gi¶ sö ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm ph©n biÖt lËp thµnh cÊp sè nh©n, khi ®ã:

x1x3 = 
[image: image286.wmf]2

2

x

,
x1 + x2 + x3 = ( 2,

x1x2 + x2x3 + x3x1 = m + 1 ( x1x2 + x2x3 + 
[image: image287.wmf]2

2

x

 = m + 1 

( x2(x1 + x2 + x3) = m + 1 ( x2 = ( 
[image: image288.wmf]2
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.

Víi x2 = ( 
[image: image289.wmf]2
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 thay vµo (1) ta ®­îc:

( ( 
[image: image290.wmf]2
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)3 + 2( ( 
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)2 + (m + 1)( ( 
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) + 2(m + 1) = 0  

( (m + 1)(m2 + 2m ( 15) = 0 ( 
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§ã chÝnh lµ ®iÒu kiÖn cÇn ®Ó (1) cã 3 nghiÖm lËp thµnh cÊp sè nh©n.

§iÒu kiÖn ®ñ: Ta lÇn l­ît:

· Víi m = (1, ta ®­îc:

(1) ( x3 + 2x2 = 0 ( 
[image: image294.wmf]ê
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 kh«ng tho¶ m·n.

· Víi m = 3, ta ®­îc:

(1) ( x3 + 2x2 + 4x + 8 = 0 ( (x + 2)(x2 + 4) = 0 

( x = ( 2, kh«ng tho¶ m·n.

· Víi m = (5, ta ®­îc:

(1) ( x3 + 2x2 ( 4x ( 8 = 0 ( (x ( 2)(x2 + 4) = 0 

( x = 0, kh«ng tho¶ m·n.

VËy, kh«ng tån t¹i m tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

D¹ng to¸n 4: T×m c¸c phÇn tö cña mét cÊp sè nh©n (un)
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

Th«ng th­êng bµi to¸n ®­îc chuyÓn vÒ x¸c ®Þnh u1 vµ c«ng béi q.

ThÝ dô 1. T×m sè h¹ng ®Çu u1​ vµ c«ng béi q cña c¸c cÊp sè nh©n (un), biÕt:
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( Gi¶i

Ta biÕn ®æi:
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[image: image298.wmf]72
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 = 2 ( u1 = 12.

VËy, cÊp sè nh©n (un) cã u1 = 12 vµ q = 2.

ThÝ dô 2. Cho cÊp sè nh©n (un) tho¶ m·n u4 ( u2 = 72 vµ u5 ( u3 = 144. 
a. T×m sè h¹ng ®Çu tiªn vµ c«ng béi.

b. TÝnh tæng sè cña 10 sè h¹ng ®Çu tiªn.

c. TÝnh tæng S’ = u3 + u6 + … + u12.

( Gi¶i

a. Gäi q lµ c«ng béi cña cÊp sè nh©n (un), ta cã:
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 ( q = 2 ( u1 = 12.

VËy, cÊp sè nh©n (un) cã u1 = 12 vµ q = 2.

b. Ta cã:

S20 = u1 + u2 + … + u10 = u1.
[image: image304.wmf]1
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c. Ta cã:

S’ = u3 + u6 + … + u12 = u3.
[image: image306.wmf]1
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ThÝ dô 3. Cho ba sè a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè nh©n. Chøng minh r»ng:

(a + b + c)(a ( b + c) = a2 + b2 + c2.

¸p dông: T×m ba sè liªn tiÕp cña mét cÊp sè nh©n biÕt tæng cña chóng b»ng 21 vµ tæng b×nh ph­¬ng cña chóng b»ng 189.

( Gi¶i

Tõ gi¶ thiÕt ba sè a, b, c lËp thµnh mét cÊp sè nh©n, ta ®­îc:

ac = b2.

Khi ®ã:

(a + b + c)(a ( b + c) = (a + c)2 ( b2  = a2 + 2ac + c2 ( b2
 = a2 + 2b2 + c2 ( b2 = a2 + b2 + c2, ®pcm.

¸p dông: Víi ba sè a, b, c tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi ta ®­îc:

a + b + c = 21 vµ a2 + b2 + c2 = 189

Suy ra:

a ( b + c = 
[image: image308.wmf]21
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VËy, ba sè cÇn t×m lµ 3, 6, 12.

ThÝ dô 4. BiÕt r»ng ba sè x, y, z lËp thµnh mét cÊp sè nh©n vµ ba sè x, 2y, 3z lËp thµnh mét cÊp sè céng. T×m c«ng béi cña cÊp sè nh©n.

( Gi¶i

Gäi q lµ c«ng béi cña cÊp sè nh©n.

C¸c sè x, 2y, 3z lËp thµnh mét cÊp sè céng, suy ra:

x + 3z = 4y ( x + 3xq2 = 4xq  ( 
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VËy, cÊp sè nh©n cã c«ng béi q = 1 hoÆc q = 
[image: image314.wmf]3

1
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D¹ng to¸n 5: TÝnh tæng
Ph­¬ng ph¸p ¸p dông

Th«ng th­êng bµi to¸n ®­îc chuyÓn vÒ tÝnh tæng cña mét cÊp sè nh©n.

ThÝ dô 1. TÝnh c¸c tæng sau:

a. S = 2 + 6 + 18 + … + 13122.

b. S = 1 + 2.2 + 3.22 + … + 100.299.



(1)

( Gi¶i

a. XÐt cÊp sè nh©n (un) cã u1 = 2 vµ c«ng béi q = 3, ta ®­îc:

13122 = un = u1.qn ( 1 = 2.3n ( 1 ( n = 9

S = S9 = u1.
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b. Ta cã ngay:

2S = 1.2 + 2.22 + 3.23 + … + 100.2100.




(2)

LÊy (2) trõ (1), ta ®­îc:

S = 100.2100 ( (1 + 2 + 22 + … + 299)  = 100.2100 ( 
[image: image317.wmf]1
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ThÝ dô 2. TÝnh tæng S = 1 + 11 + 111 + … + 
[image: image318.wmf]3
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XÐt hai d·y sè:

· CÊp sè nh©n (un) cã u1 = 1 vµ c«ng béi q = 10.

· D·y sè (sn) = {1, 11, 111, …, 
[image: image319.wmf]3
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Suy ra sn lµ tæng n sè h¹ng ®Çu cña cÊp sè nh©n (un), tøc lµ:

sn = 
[image: image320.wmf]1
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(10n ( 1).

Khi ®ã, ta nhËn ®­îc:

S = s1 + s2 + … + sn = 
[image: image322.wmf]å
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 EMBED Equation.3  [image: image325.wmf]å
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C.  C¸c bµi to¸n chän läc

[image: image503.wmf]
VÝ dô 1: Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh nh­ sau:
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a. Chøng minh r»ng (un) bÞ chÆn d­íi bëi 1.

b. Chøng minh r»ng (un) gi¶m. Suy ra (un) bÞ chÆn.

( Gi¶i

a. Ta ®i chøng minh un > 1 víi (n ( N* b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p.

Ta cã:

u1 = 2 > 1, tøc c«ng thøc ®óng víi n = 1.

Gi¶ sö c«ng thøc ®óng víi n = k, tøc lµ uk > 1, ta ®i chøng minh uk + 1 > 1.

ThËt vËy:

uk + 1 = 
[image: image332.wmf]2
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[image: image333.wmf]2
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 = 1, ®pcm.

VËy, ta lu«n cã un > 1, (n ( N*, tøc lµ (un) bÞ chÆn d­íi bëi 1.

b. Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: XÐt hiÖu:

H = un + 1 ( un = 
[image: image334.wmf]2
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VËy, d·y (un) gi¶m.

C¸ch 2: XÐt tØ sè:

P = 
[image: image337.wmf]n
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VËy, d·y (un) gi¶m.

Tõ ®ã, suy ra 1 < un ( 2 víi (n ( N*, do ®ã (un) bÞ chÆn.

VÝ dô 2: *T×m tÊt c¶ c¸c sè d­¬ng n ®Ó 5n + 1 chia hÕt cho 72000.

( Gi¶i

Ta ®i thùc hiÖn theo c¸c phÇn sau:

a. §Æt ak = 6.7k – 1 (k ( 1), khi ®ã 
[image: image343.wmf]k
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 – 1 chia hÕt cho 7k nh­ng kh«ng hoµn toµn chia hÕt cho 7k + 1, ta ®i chøng minh nhËn ®Þnh nµy b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p nh­ sau:

· Víi k = 1 ®óng.

· Gi¶ sö ®óng víi k, khi ®ã ta cã:
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trong ®ã:

A = 
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 + 1 = u6 + u5 + … + u + 1 

víi u = 
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 ( 1 (mod 7).

Suy ra:

A = 
[image: image351.wmf]å
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Tõ ®ã vµ gi¶ thiÕt quy n¹p suy ra:


[image: image352.wmf]1
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 7k + 1 vµ kh«ng chia hÕt cho 7k + 2.

b. NhËn xÐt r»ng "nÕu 5n ( 1 (mod 7k) th× n 
[image: image354.wmf]M

 ak", ta ®i chøng minh ®iÒu nµy b»ng ph­¬ng ph¸p  quy n¹p theo k nh­ sau:

· Víi k = 1 ®óng.

· Ta chøng minh ®óng víi k + 1.

NÕu:

5n ( 1 (mod 7k + 1) ( 5n ( 1 (mod 7k) ( n = tak (t ( N*) do quy n¹p.

Ta cã:

5n – 1 = (
[image: image355.wmf]k
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 – 1)B

trong ®ã:

B = 
[image: image356.wmf](
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 ( t (mod 7) v× 
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Theo a), ta ph¶i cã:

B ( 0 (mod 7) ( t 
[image: image358.wmf]M

 7 ( n 
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 ak + 1 = 7ak.

c. Gi¶ sö 5n ( – 1 (mod 7k) ( 52n ( 1 (mod 7k).

Theo b), ta cã:

2n 
[image: image360.wmf]M

 ak ( n = 3.7k – 1t (t ( Z).

V×:
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do b) nªn:

 
[image: image364.wmf]1
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thµnh thö:

5n ( ( – 1)t ( – 1 (mod 7k) ( ( – 1)t ( – 1 (mod 7k) ( t lÎ.

§¶o l¹i, nÕu n = 3.7k – 1t víi t lÎ th× 5n ( ( – 1)t ( – 1 (mod 7k)

VËy, ta ®­îc n = 3t.7k – 1 = 3t.71999 víi t lÎ, t ( N*.

VÝ dô 3: *Cho x1, x2, …, xn lµ n sè thùc thuéc ®o¹n [0; 1]. Chøng minh r»ng ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc:

x1(1 – x2) + x2(1 – x3) + …+ xn(1 – x1) ( 
[image: image365.wmf]ú
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(1)

( Gi¶i

Ta xÐt c¸c tr­êng hîp:

Tr­êng hîp 1: NÕu n = 2k, k ( N* th× (1) ®­îc chuyÓn vÒ d¹ng:

x1(1 – x2) + x2(1 – x3) + …+ x2k(1 – x1) ( k.



(2)

NhËn xÐt r»ng, víi a, b ( [0, 1] ta lu«n cã:

(1 ( a)(1 ( b) ( 0 ( a + b ( 1 + ab

suy ra:
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Céng vÕ víi vÕ cña c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn, ta ®­îc:

x1 + x2 + …+ x2k 
[image: image367.wmf]2
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< k + x1x2 + x2x3 + … +x2kx1, 

( x1(1 – x2) + x2(1 – x3) + …+ x2k(1 – x1) ( k, ®pcm.

Tr­êng hîp 2: NÕu n = 2k + 1, k ( N th× (1) ®­îc chuyÓn vÒ d¹ng:

x1(1 – x2) + x2(1 – x3) + …+ x2k+1 (1 - x1) < k

(  k + x1x2 + x2x3 + x3x1 > x1 + x2 + x2k+1.



(3)

Ta chøng minh (3) b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p theo k ( B¹n ®äc tù lµm.

( Chó ý: §èi víi bÊt ®¼ng thøc chøa c¸c to¸n tö tæ mang tÝnh ®Æc thï trong nhiÒu tr­êng hîp chóng ta sö dông tÝnh ®¬n ®iÖu cña d·y sè ®Ó chøng minh, cô thÓ víi d·y sè {un} ®Ó chøng minh uk(u0 ta ®i chøng minh d·y {un} ®¬n ®iÖu gi¶m.

VÝ dô 4: Chøng minh r»ng víi 0 ( k ( n vµ k, n ( Z lu«n cã: 
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( Gi¶i

Cè ®Þnh n, ta xÐt d·y sè: 

uk = 
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 víi 0 ( k ( Z, 

khi ®ã, bÊt ®¼ng thøc ®­îc biÓu diÔn d­íi d¹ng:

uk ( u0 víi 0 ( k ( Z.

Ta ®i chøng minh d·y {uk} ®¬n ®iÖu gi¶m, thËt vËy:

uk + 1 < uk ( 
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Suy ra:

uk ( u0 víi 0 ( k ( Z ( 
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VÝ dô 5: *Cho c¸c sè tù nhiªn n vµ k tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn n = 
[image: image380.wmf]ab

 víi a + b = 10 vµ d·y sè thËp ph©n (h÷u h¹n hay v« h¹n):

[image: image381.wmf]...
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cã mäi ch÷ sè ai (i = 1, 2, 3, …) ®Òu kh¸c 0. Chøng minh r»ng hai ch÷ sè thËp ph©n kÒ nhau bÊt k× ai, ai + 1 kh«ng thÓ b»ng nhau.

( Gi¶i

Gi¶ sö 
[image: image382.wmf]...
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 víi mäi ch÷ sè ai (i = 1, 2, 3, …) ®Òu kh¸c 0. Ta sÏ chøng minh b»ng ph¶n chøng.

Theo gi¶ thiÕt, ta cã:

n = 
[image: image383.wmf]ab

 = 10a + b = 10(10 – b) + b = 100 – 9b. 



(1)

· XÐt a1 = a2 = c > 0 th× 
[image: image384.wmf]...
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(2)

Tõ (1), ta cã: 

11cn = 11c(100 – 9b) = 100c(11 – b) + bc 



(3)

(11c + 1)n = 100c(11 – b) + bc + 100 – 9b

  = 100c(11 – b) + 100 (v× 9 – c ( 0) 



(4)

Thay (3), (4) vµo (2), ta ®­îc:

c(11 – b) + 
[image: image388.wmf]100
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 ( k < c(11 – b) + 1

§iÒu nµy kh«ng x¶y ra v× k lµ sè nguyªn d­¬ng.

· Gi¶ sö ai = ai + 1 > 0 víi chØ sè i ( 1, khi ®ã:
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§Æt h = k.10i – 1 – n
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 víi sè tù nhiªn h > 0 ( h ( 1.

¸p dông kÕt qu¶ trªn ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

VÝ dô 6: Cho d·y sè (un) víi un = 
[image: image394.wmf]3
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 víi mäi n ( N* vµ d·y sè (Sn) x¸c ®Þnh nh­ sau:
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X¸c ®Þnh c«ng thøc tÝnh Sn theo n.

( Gi¶i

Ta cã ngay:

Sn = u1 + u2 + … + un.

MÆt kh¸c, ta cã biÓu diÔn:

un = 
[image: image396.wmf]3
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Tõ ®ã, ta nhËn ®­îc:

u1 = 
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Céng theo vÕ c¸c ®¼ng thøc trªn, ta ®­îc:

Sn = u1 + u2 + … + un = 
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VÝ dô 7: Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh nh­ sau:
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X¸c ®Þnh c«ng thøc tÝnh un theo n.

( Gi¶i

Ta cã:

u1 = 
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(1)

Ta ®i chøng minh dù ®o¸n trªn b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p, thËt vËy:
· (1) ®óng víi n = 1.

· Gi¶ sö (1) ®óng víi n = k, tøc lµ uk = 2cos
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· Ta ®i chøng minh uk+1 = 2cos
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VËy, ta lu«n cã un = 2cos
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VÝ dô 8: T×m k sao cho c¸c sè 
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§iÒu kiÖn 5 ( k ( N.






(*)

C¸c sè 
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( k25k + 4 = 0 ( 
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VËy, ph­¬ng tr×nh cã hai nghiÖm k = 1 hoÆc k = 4.

VÝ dô 9: Cho ph­¬ng tr×nh: 

x3 + ax + b = 0

 



(1)

Chøng minh r»ng kh«ng tån t¹i gi¸ trÞ cña a, b ®Ó ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm ph©n biÖt lËp thµnh cÊp sè nh©n.

( Gi¶i

Ta ®i chøng minh b»ng ph¶n chøng. Gi¶ sö tr¸i l¹i (1) cã ba nghiÖm ph©n biÖt x1, x2, x3 lËp thµnh cÊp sè nh©n.

Khi ®ã:
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VËy, kh«ng tån t¹i gi¸ trÞ cña a, b ®Ó ph­¬ng tr×nh cã ba nghiÖm ph©n biÖt lËp thµnh cÊp sè nh©n.

VÝ dô 10:  Cho ph­¬ng tr×nh: 

x4 ( 2(m + 1)x2 + 2m + 1 = 0.



(1)

X¸c ®Þnh m ®Ó ph­¬ng tr×nh cã 4 nghiÖm ph©n biÖt lËp thµnh cÊp sè céng.

( Gi¶i

§Æt t = x2, ®iÒu kiÖn t ( 0.

Khi ®ã, ph­¬ng tr×nh ®­îc biÕn ®æi vÒ d¹ng:
t2 ( 2(m + 1)t + 2m + 1 = 0





(2)

Ph­¬ng tr×nh (1) cã bèn nghiÖm ph©n biÖt

( ph­¬ng tr×nh (2) cã hai nghiÖm ph©n biÖt d­¬ng 0 < t1 < t2 
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Bèn nghiÖm trªn lËp thµnh cÊp sè céng khi :
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(3)

Theo ®Þnh lÝ ViÐt ta cã: 
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(I)

Thay (3) vµo (I) ®­îc :
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VËy, víi m = 4 hoÆc m = (
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  tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi.

VÝ dô 11:  Cho c¸c sè nguyªn a, b, tháa m·n a2 = b + 1. XÐt d·y sè (un) ®­îc x¸c ®Þnh bëi u0 = 0, un+1 = aun + 
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. Chøng minh r»ng d·y (un) lµ d·y c¸c sè nguyªn.

( Gi¶i

Ta cã thÓ tr×nh bµy theo hai c¸ch sau:

C¸ch 1: Tõ gi¶ thiÕt, ta cã:

un = aun ( 1 + 
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v× a2 = b + 1 nªn:

(aun – un-1)2 = bun2 + c2. 

Do ®ã, víi (n ( N* ta cã: 

un+1 = aun + (aun – un -1(





(1).

V× u0 = 0 nªn:

u1 = au0 = au0 + 
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nªn tõ (1) suy ra un ( Z, (n ( N, ®pcm.

C¸ch 2: Tõ c¸c gi¶ thiÕt ta ®­îc:

un+22 – 2aun+2.un+1 + un+12 – c2 = 0 (n ( N



(2) 

un2 – 2aun+2.un + un+12 – c2 = 0 (n ( N 




(3)

LÊy (2) trõ (3), vÕ theo vÕ, ta ®­îc:

(un+2 – un)(un+2 + un – 2a.un+1) = 0 (n ( N.

Suy ra, víi (n ( N ta cã nÕu un ( Z vµ un+1 ( Z th× un+2 ( Z. 

(*)

V× u0 = 0 ( Z vµ u1 = (c( ( Z nªn tõ (*) suy ra un ( Z víi (n ( N.

VÝ dô 12: *Víi mçi sè tù nhiªn k > 0, chøng minh r»ng (
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 víi ak, bk nguyªn d­¬ng. T×m hÖ thøc x¸c ®Þnh d·y (ak), d·y (bk) víi k = 1, 2, 3, … Chøng minh r»ng víi mäi k ( 2 th×       ak – 1.ak + 1 – 6
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( Gi¶i

a. Ta chøng minh:

(
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 b»ng ph­¬ng ph¸p quy n¹p.

· Víi k = 1, mÖnh ®Ò ®óng.

· Gi¶ sö mÖnh ®Ò ®óng víi k.

Ta cã:

(
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)(5 + 2
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Do 
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 lµ sè v« tØ nªn suy ra:

ak + 1 = 5ak + 12bk + 1 = 5ak + 1 + 12(2ak + 5bk) 

  = 5ak + 1 + 12
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 = 10ak + 1 – ak víi a1 = 5, a2 = 49.


T­¬ng tù, ta cã:

bk + 2 = 10bk + 1 – bk víi b1 = 2, b2 = 20.

Tõ ®ã, c¸c hÖ thøc truy håi x¸c ®Þnh (ak), (bk)

b. Tõ (1) vµ (2), ta cã:

ak – 1 = 5ak – 12bk.

VËy, ta lu«n cã:

ak – 1.ak + 1 – 6
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)2k = 12k = 1.

Nh­ vËy ak – 1.ak + 1 – 6
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a. Tài liệu được chia sẻ bởi Website VnTeach.Com
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