
Chương 4: 

SỐ PHƯƠNG PHÁP CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC KHÁC

CHỦ ĐỀ 1: KỸ THUẬT LƯỢNG GIÁC HÓA

Trong chủ đề này tôi đề cập đến một số phép lượng giác hoá cơ bản và một số bất đẳng thức trong tam giác và ứng dụng. Một chú ý là các bài toán trình bày trong chủ đề được giải bằng phương pháp lượng giác hoá có thể được giải bằng phương pháp đại số thông thường.

A. NỘI DUNG PHƯƠNG PHÁP

1. Các phép lượng giác hoá cơ bản

Nếu 
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thì đặt x = Rcos
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Nếu 
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thì đặt x = 
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Nếu 
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 thì đặt 
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Nếu 
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 thì đặt 
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Nếu trong bài toán xuất hiện
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Ví dụ 1. Cho bốn số thực x, y, u, v thoả mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng 
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Lời giải

 
Đặt 
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Ta có  
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Bất đẳng thức được chứng minh.

Ví dụ 2. Chứng minh rằng với mọi số thực a,b thuộc đoạn [-1;1] ta có
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Lời giải

Do 
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Khi đó : 
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Bất đẳng thức được chứng minh.

Bài tập tương tự

1) Chứng minh rằng với mọi số thực x,y thuộc đoạn 
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2) Cho 
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Ví dụ 3. Cho a,b là hai số thực thoả mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng 
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Lời giải

Đặt
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 khi đó 


[image: image31.wmf]2222

2

222

(4)(2)

4(1).cos

41

2sin22(1cos2)2(sin2cos2)2

22sin(2)2222,222

2

aabtgtg

tg

abtg

aa

aa

a

aaaa

p

a

----

==-

++

=-+=--

éù

=--Î---

êú

ëû

.

Bất đẳng thức được chứng minh.

Bài tập tương tự


Cho x,y là các số thực chứng minh rằng 
[image: image32.wmf](
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Ví dụ 4. Cho a,b,x,y,z là các số thực dương có 
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Chứng minh rằng 
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Lời giải

Các đẳng thức và bất đẳng thức trong tam giác
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Một số phép lượng giác hoá đưa về chứng minh bất đẳng thức trong tam giác

+ 
Nếu a,b,c là các số thực dương thỏa mãn 
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khi đó tồn tại ba góc 
một tam giác sao cho 
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Nếu a,b,c là các số thực dương thỏa mãn 
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một tam giác sao cho 
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Nếu a,b,c là các số thực dương thỏa mãn 
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21

abcabc

+++=

khi đó tồn tại 
ba góc nhọn của một tam giác sao cho 
[image: image41.wmf]cos,cos,cos

aAbBcC

===

.     


Đẳng thức quen thuộc: 
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Bài toán 1. Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC ta có


[image: image43.wmf]3

coscoscos

2

ABC

++£

.

Chứng minh.
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Do A,B,C là các góc của tam giác nên 
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Do đó, 
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi tam giác đều.

Tổng quát với x,y,z là các số thực dương và A,B,C là các góc của một tam giác ta 
có 
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Chứng minh.

 
Bất đẳng thức tương đương với: 
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Bất đẳng thức được chứng minh. 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Ví dụ 1. Cho a,b,c là độ dài ba cạnh một tam giác và x,y,z là các số thực thoả mãn
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Chứng minh rằng 
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Lời giải


Dễ tính được 
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Bài toán đưa về chứng minh 
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Bất đẳng thức luôn đúng đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Cách 2: Từ giả thiết ta có: 
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Cộng theo vế ba phương trình trên ta được: 
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Sử dụng AM-GM ta có ngay đpcm.

Ví dụ 2. Cho a, b, c là các số thực khác 0 và 
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
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Lời giải
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Vì 3 số a,b,c khác o nên trong hệ trục tọa độ Oxy chọn 3 điểm 
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Ta có 
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Xét tam giác ABC có 
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC đều.

Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 
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Ví dụ 3. Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng 
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Lời giải

Theo giả thiết tồn tại 3 góc nhọn của một tam giác thỏa mãn 
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Khi đó: 




[image: image71.wmf]22

11cos

2

212tan1

A

aA

==

++





[image: image72.wmf]22
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Ta cần chứng minh: 
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Bất đẳng thức này luôn đúng bởi vì
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: 
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Ví dụ 4. Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng 
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Lời giải


Phân tích biểu thức vế phải trước
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Đặt 
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Theo giả thiết ta có: 
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Cho ta thấy dấu hiệu của lượng giác hoá vậy tồn tại ba góc một tam giác sao cho
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Ta cần chứng minh
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Bất đẳng thức cuối đúng và ta có điều phải chứng minh. 


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài tập tương tự


Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng 
[image: image86.wmf]1
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Bài toán 2. Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC ta có
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Chứng minh.
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Chú ý sử dụng bất đẳng thức AM – GM ta có
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Bất đẳng thức được chứng minh. 
Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Ví dụ 1.  Cho a,b,c là các số thực dương có tổng bằng 1 chứng minh rằng
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Lời giải


Gọi P là biểu thức vế trái của bất đẳng thức.

Ta có 
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Chú ý theo giả thiết ta có
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Suy ra tồn tại 3 góc một tam giác sao cho 
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Khi đó 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bằng cách chứng minh tương tự các bất đẳng thức trên ta chứng minh được


Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC ta có
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Bài toán 3. Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC ta có
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Chứng minh.

Đẳng thức đã cho tương đương với:
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Đẳng thức cuối đúng và ta có đpcm.

Như vậy với các số thực dương x,y,z thoả mãn điều kiện



[image: image101.wmf]222
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Khi đó tồn tại ba góc nhọn trong một tam giác sao cho 
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Thật vậy ta luôn có


[image: image103.wmf]222
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Với 
[image: image104.wmf],,0;

2

ABC

p

æö

÷

ç

Î

÷

ç

÷

ç

èø

 thì 
[image: image105.wmf]ABC
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Ví dụ 1. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện
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Chứng minh rằng 
[image: image107.wmf]3
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.

Lời giải

Giả thiết bài toán tương đương với:



[image: image108.wmf](
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Do đó tồn tại ba góc nhọn trong một tam giác thoả mãn:
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Bất đẳng thức trở thành: 
[image: image110.wmf]3
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Bất đẳng thức cuối luôn đúng và ta có đpcm. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image111.wmf]1
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Ví dụ 2. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image112.wmf]14
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image113.wmf]41411
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Lời giải

Giả thiết bài toán tương đương với 
[image: image114.wmf]1111
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Do đó tồn tại ba góc nhọn trong một tam giác thoả mãn:


[image: image115.wmf]111

2cos;2cos;2cos

ABC

bccaab

===

.

Khi đó 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image117.wmf]3

6

3

5

233

12

C

ab

AB

c

p

p

ì

ï

ì

ï

ï

=

ï

ï

==

ï

ï

ïï

Û

íí

ïï

ïï

==

ïï

=+

ï

î

ï

ï

î

.


Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 5 đạt tại 
[image: image118.wmf]3

,233

3

abc

===+

.   

Ví dụ 3. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image119.wmf]2
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Chứng minh rằng 
[image: image120.wmf](
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Lời giải

Giả thiết bài toán tương đương với:


[image: image121.wmf]1111
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Do đó tồn tại ba góc nhọn một tam giác sao cho
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Ta cần chứng minh 
[image: image123.wmf]1111

24

coscoscoscos.cos.cos

ABCABC

æö

÷

ç

++£+

÷

ç

÷

ç

èø



[image: image124.wmf](
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Để chứng minh bất đẳng thức cuối ta chứng minh như sau


[image: image125.wmf](
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Cộng lại thế vế và khai triển vế phải ta có ngay điều phải chứng minh.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image126.wmf]2

ABCabc

==Û===

.

Bài tập tương tự

Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image127.wmf]4
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.

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image128.wmf]Pabbccaabbcca
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.

Ví dụ 4.  Cho a,b,c,x,y,z là các số thực dương thoả mãn điều kiện 


[image: image129.wmf]222
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Chứng minh rằng 
[image: image130.wmf]abcxyz
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.

Lời giải

Giả thiết đã cho tương đương với: 
[image: image131.wmf]222
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Do đó tồn tại ba góc một tam giác sao cho:



[image: image132.wmf]cos;cos;cos

222

xyz

ABC

bccaab

===

.

Ta cần chứng minh 
[image: image133.wmf]2cos2cos2cos
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Bất đẳng thức cuối luôn đúng và ta có đpcm. 

B. BÀI TẬP CHỌN LỌC

Bài 1. Cho x,y,z là các số thực không âm thỏa mãn điều kiện 
[image: image134.wmf]1
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image135.wmf]2
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Lời giải

TH1: Nếu 
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TH2: Nếu 
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Đặt 
[image: image138.wmf](
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Khi đó : 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image142.wmf]15
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Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 
[image: image143.wmf]3
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đạt tại 
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Bài 2. Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image145.wmf]1
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image146.wmf]22
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Lời giải


Theo giả thiết tồn tại ba góc của một tam giác thỏa mãn 
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Khi đó: 
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và 
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Từ đó suy ra


[image: image150.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image151.wmf]cos1
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Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 
[image: image152.wmf]10

đạt tại 
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Cách 2: Ta xử lý bằng đại số như sau


Sử dụng giả thiết 
[image: image154.wmf]1
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Do đó 
[image: image156.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image157.wmf]103,3
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Bài 3. Cho x,y,z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image158.wmf]xyzxyz
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và 
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
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Lời giải


Theo giả thiết ta có: 
[image: image161.wmf]1
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nên tồn tại 3 góc của một tam giác sao cho:
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Khi đó :
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Mặt khác 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image165.wmf]1,21
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Bài 4. Cho 
[image: image166.wmf],,
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là các số thực dương thay đổi thỏa mãn điều kiện 
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
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Lời giải


Đặt 
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Theo giả thiết ta có: 
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Do 
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Khi đó:
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Nếu 
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sử dụng bất đẳng thức AM – GM ta có:
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
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Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 
[image: image177.wmf]2
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Cách 2: Theo giả thiết ta có: 
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Sử dụng bất đẳng thức C –S ta có
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Suy ra 
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Đặt 
[image: image183.wmf](
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Ta có 
[image: image185.wmf](
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Ta có f’(t) đổi dấu dương sang âm khi đi qua 
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Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 
[image: image190.wmf]2
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Bài 5. Cho x,y,z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image193.wmf](
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Lời giải


Theo giả thiết tồn tại 3 góc nhọn của một tam giác sao cho:
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Khi đó 
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1cos1cos1cos271cos1cos1cos

ABCABC

Û+++³---

.


[image: image198.wmf](
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image200.wmf]1
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Bài 6. Cho a,b,c là các số thực dương có tổng bằng 1 chứng minh
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Lời giải


Chú ý theo giả thiết ta có 
[image: image202.wmf]...1
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Suy ra tồn tại 3 góc một tam giác sao cho 
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Khi đó 
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Bất đẳng thức cuối đúng do 
[image: image205.wmf]5
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 7. Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image207.wmf]222
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Chứng minh rằng 
[image: image208.wmf](
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Lời giải


Theo giả thiết tồn tại ba góc nhọn của một tam giác thỏa mãn:




[image: image209.wmf]cos,cos,cos
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Ta cần chứng minh:



[image: image210.wmf](
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Do 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image214.wmf]1
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Cách 2: Ta đưa về chứng minh



[image: image215.wmf](
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Ta có: 
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Do đó 
[image: image217.wmf](
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Ta đưa về chứng minh bất đẳng thức: 
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Không mất tính tổng quát giả sử 
[image: image220.wmf]abc
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khi đó 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image223.wmf]abc
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Bài tập tương tự

Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa mãn 
[image: image224.wmf]222
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Chứng minh rằng 
[image: image225.wmf](
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Bài 8. Cho x,y,z là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image226.wmf]632
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image227.wmf](
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Lời giải


Giả thiết bài toán tương đương với 
[image: image228.wmf]263
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Đặt 
[image: image229.wmf]123
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 khi đó tồn tại ba góc một tam giác sao cho 
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Khi đó  
[image: image231.wmf]222
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image232.wmf]22,32
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C. BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 1. Cho a,b là hai số thực bất kỳ chứng minh rằng 
[image: image233.wmf](
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Bài 2. Cho x,y là hai số thực thoả mãn điều kiện 
[image: image234.wmf]22
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Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image235.wmf]25
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Bài 2. Đặt 
[image: image236.wmf]5
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Bài 3. Chứng minh rằng với mọi số thực a,b,c ta có
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Bài 4. Cho a, b, c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image239.wmf]22
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Chứng minh rằng 
[image: image240.wmf]22
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Bài 5. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image241.wmf].1
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Chứng minh rằng 
[image: image242.wmf]222
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Bài 6. Cho a,b,c là các số thực thuộc khoảng (0;1) chứng minh rằng


[image: image243.wmf](
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Bài 7. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image244.wmf]1
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.


Chứng minh rằng 
[image: image245.wmf]9
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.

Bài 8. Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image246.wmf]abcabc
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image247.wmf]222
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.

Bài 9. Cho x,y,z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image248.wmf]0
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image249.wmf]222
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.

Bài 10. Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện
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Chứng minh rằng 
[image: image251.wmf]3
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.

Bài 11. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image252.wmf]abcabc

++=

.


Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image253.wmf]abc
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.

Bài 12. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image254.wmf]abcabc
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.


Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image255.wmf]3

abc

P

abcbcacab

æö

÷

ç

=++

÷

ç

÷

ç

èø

+++

.

Bài 13. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image256.wmf]111
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 Chứng minh rằng 
[image: image257.wmf]1
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Bài 14. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 


[image: image258.wmf]20092009
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image259.wmf]2
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.

Bài 15. Cho a,b,c là các số thực không âm thỏa mãn 
[image: image260.wmf]222
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Chứng minh rằng 
[image: image261.wmf](

)

(

)

(

)

222222222

ababcbcabccaabcabc

+-+-+-³

.

Bài 16. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image262.wmf]4
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.


Chứng minh rằng 
[image: image263.wmf]3
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.

Bài 17. Chox,y,z là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image264.wmf]xyyzzxxyz
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.


Chứng minh rằng 
[image: image265.wmf]222
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.

Bài 18. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image266.wmf]6
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
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Bài 19. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image268.wmf]222
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.


Chứng minh rằng 
[image: image269.wmf]222
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.

Bài 20. Cho a,b,c là các số thực thuộc khoảng (0;2) thoả mãn điều kiện 


[image: image270.wmf]4
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Chứng minh rằng 
[image: image271.wmf]222
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.

Bài 21. Cho x,y,z là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image272.wmf](
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image273.wmf](
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D. HƯỚNG DẪN GIẢI – ĐÁP SỐ

Bài 1. Đặt 
[image: image274.wmf]; 
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Bất đẳng thức được chứng minh.

Nên 
[image: image276.wmf]5555
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Phương trình (*) có nghiệm khi và chỉ khi 
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Bài 3. Đặt 
[image: image278.wmf]; ; tan

atanxbtanycz
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.


Bất đẳng thức đã cho tương đương với:
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Bất đẳng cuối đúng bởi vì 


[image: image280.wmf]sin()sin()sin()sin()sin()
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.


Bất đẳng thức được chứng minh.

Bài tập tương tự


Chứng minh rằng với mọi số thực a,b,c ta có
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Bài 4. Theo giả thiết tồn tại ba góc một tam giác sao cho:


[image: image282.wmf]atanA
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[image: image283.wmf]1

tan

B

b

=

; 
[image: image284.wmf]2
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Bất đẳng thức đã cho tương đương với: 
[image: image285.wmf]3
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Bất đẳng thức cuối luôn đúng và ta có đpcm.

Bài 5. Đặt 
[image: image286.wmf]tan;tan
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 từ giả thiết suy ra 
[image: image287.wmf]tan
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của tam giác nhọn ABC


Bất đẳng thức tương đương với:


[image: image288.wmf]133
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Bài 6. Đặt 
[image: image289.wmf]222
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Ta cần chứng minh 
[image: image290.wmf]sin.sin.sincos.cos.cos1
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Bất đẳng thức đúng bởi vì 
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Dấu bằng không xảy ra và ta có đpcm.  

Bài 7. Ta cần chứng minh 
[image: image292.wmf]1119
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Theo giả thiết ta có 
[image: image293.wmf]...1
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Do đó tồn tại ba góc một tam giác sao cho
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Bất đẳng thức trở thành: 
[image: image295.wmf]222
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Bất đẳng cuối đúng và ta có đpcm. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image296.wmf]1
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Bài 8. Theo giả thiết tồn tại 3 góc nhọn của một tam giác sao cho: 
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Khi đó: 
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Bài 9. Từ giả thiết ta có: 
[image: image299.wmf]1
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Do đó tồn tại 3 góc của một tam giác sao cho 
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Khi đó ta có:
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image302.wmf]1

sin,

23

C

AB

==



[image: image303.wmf]11
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Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 
[image: image304.wmf]10
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Cách 2: Từ điều kiện cho phép ta giảm biến biểu thức P về hai biến x và y.
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Khi đó ta có:
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Sử dụng bất đẳng thức AM-GM và C-S ta có:
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Suy ra 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image311.wmf]1
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Bài tập tương tự

1) Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image312.wmf]bacabc
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image313.wmf]222
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.

2) Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image314.wmf]20142014
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image315.wmf]2
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3) Cho x,y,z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image316.wmf]1
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image317.wmf]22
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4) Cho x,y,z là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
[image: image318.wmf]1
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image319.wmf]222
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Bài 10. Sử dụng đẳng thức: 
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Suy ra 
[image: image321.wmf]abcabc
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.


Do đó tồn tại 3 góc của một tam giác thỏa mãn 
[image: image322.wmf]tan,tan,tan
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.


Bài toán đưa về chứng minh 
[image: image323.wmf]tantantan33
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.  


Bất đẳng thức cuối luôn đúng và ta có đpcm.  

Bài 11. Điều kiện bài toán tương đương với:


[image: image324.wmf].....
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Do đó tồn tại ba góc trong một tam giác sao cho
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Khi đó 
[image: image326.wmf]222
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image327.wmf]3
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Bài 12. Điều kiện bài toán tương đương với:


[image: image328.wmf].....
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Do đó tồn tại ba góc trong một tam giác sao cho
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Khi đó 
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Chú ý 
[image: image331.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image332.wmf]323
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Bài 13. Giả thiết đã cho tương đương với: 
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Trong tam giác ta có:
[image: image334.wmf]cotcotcotcot.cot.cot

222222

ABCABC

++=

.

Suy ra tồn tại ba góc trong một tam giác sao cho:
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Vì vậy  
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Bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài 14. Từ giả thiết ta có: 
[image: image339.wmf]..1
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Suy ra tồn tại ba góc một tam giác sao cho:
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Khi đó
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Bài tập tương tự

1) Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image343.wmf]abcabc
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.


Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image344.wmf]2
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.

2)  Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image345.wmf]abcabc
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.


Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image346.wmf](
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3) Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image347.wmf]1
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.


Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image348.wmf]22
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4)  Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image349.wmf]1
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.


Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image350.wmf]222
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5) Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image351.wmf]1
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image352.wmf]222
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Bài 15.  Đặt 
[image: image353.wmf](
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Khi đó 
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Tương tự suy ra:
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Bài 16. Bất đẳng tương đương với: 
[image: image356.wmf]3
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Với 
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Bài 17. Theo giả thiết tồn tại các góc nhọn trong một tam giác sao cho
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Khi đó gọi P là biểu thức vế trái ta có
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Bất đẳng thức được chứng minh.

Bài 18. Trước hết,ta biến đổi P về dạng:


[image: image360.wmf]222
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Bây giờ ta sẽ chứng minh rằng:


[image: image361.wmf]222222
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Thật vậy,nếu 
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 bất đẳng thức trên đúng

Nếu 
[image: image363.wmf]()()()0
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 ta thấy rằng 3 số a + b – c; b + c – a;     c + a – b không thể có đồng thời 2 số âm. 


Vì thế, ta có thể quy bài toán về cminh bđt đúng với 3 cạnh 1 tam giác.


Ta xét tam giác ABC với bán kính ngoại tiếp
[image: image364.wmf];;;
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Ta có : 
[image: image365.wmf]2222
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hay 
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Vậy ta có (1) được chứng minh.


Suy ra 
[image: image368.wmf]93

8

62

P

£=

 hay 
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Bài 19. Theo giả thiết tồn tại ba góc nhọn trong một tam giác sao cho 


[image: image370.wmf]2cos;2cos;2cos
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Bất đẳng thức trở thành:
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Không mất tính tổng quát giả sử 
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Theo bất đẳng thức Chebyshev ta có


[image: image373.wmf](
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Bất đẳng thức cuối đúng và ta có đpcm.

Bài 20. Sử dụng bất đẳng thức C –S ta có


[image: image374.wmf](
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Ta chỉ cần chứng minh 
[image: image375.wmf]222
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Thật vậy theo giả thiết tồn tại ba góc nhọn một tam giác sao cho
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Suy ra 
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Vậy ta chứng minh 
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Bất đẳng thức đúng do
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Ta có đpcm.

Bài 21. Theo giả thiết ta có 
[image: image380.wmf]111
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Do đó tồn tại ba góc một tam giác sao cho 
[image: image381.wmf]11
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Khi đó sử dụng bất đẳng thức C –S và AM – GM ta có 
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Vậy giá trị lớn nhất của P bằng 
[image: image383.wmf]433
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đạt tại 
[image: image384.wmf]2

,23;3

63

ABCxyz

pp

===Þ==+=

. 

CHỦ ĐỀ 2: KỸ THUẬT SỬ DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC SCHUR

Nội dung chủ đề này đề cập đến bất đẳng thức Schur và một số bài toán áp dụng dạng cơ bản nhất. Để chi tiết hơn các bạn có thể tìm đọc một số bài viết trong [1].[2].

A. NỘI DUNG PHƯƠNG PHÁP

Với mọi a,b,c,k là các số thực không âm ta có
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Với 
[image: image386.wmf]1
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 ta có bất đẳng thức Schur bậc 3
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Một số dạng tương đương: 
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Với 
[image: image390.wmf]2
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 ta có bất đẳng thức Schur bậc 4 
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Trong quá trình sử dụng bất đẳng thức thường đưa về chứng minh các bất đẳng thức ràng buộc giữa p,q,r được gọi là phương pháp bất đẳng thức Schur kết hợp đổi biến p,q,r 

Các hằng đẳng thức cần lưu ý


Ta đặt 
[image: image392.wmf];;
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, khi đó  
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Nếu đặt 
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Ngoài ra để đánh giá r với p,q ta thường sử dụng hai bất đẳng thức:
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B. BÀI TẬP MẪU

Bài 1. Cho a,b,c là các số thực dương có tổng bằng 3 chứng minh


[image: image397.wmf]12
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Lời giải

Sử dụng bất đẳng thức Schur bậc 3 ta có
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Ta cần chứng minh 
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Bất đẳng thức luôn đúng. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image401.wmf]1
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Bài 2. Cho a,b,c là các số thực dương có tích bằng 1 chứng minh
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Lời giải

Sử dụng bất đẳng thức Schur bậc 3 ta có
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Vậy ta chỉ cần chứng minh 
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Đặt 
[image: image405.wmf](
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 bất đẳng thức trở thành
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Luôn đúng với 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 3. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng 
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Lời giải
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Sử dụng bất đẳng thức Schur bậc 3 ta có
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Vậy ta chỉ cần chứng minh
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image415.wmf]1

abc

===

.  

Bài 4. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
[image: image416.wmf]3
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Chứng minh rằng 
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Lời giải


Ta có 
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Đặt 
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bất đẳng thức trở tành
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Theo bất đẳng thức Schur bậc 3 ta có
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Ta cần chứng minh 
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Luôn đúng. Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 5. Cho a,b,c là các số thực dương chứng minh
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Lời giải

Chuẩn hoá 
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Ta có 
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Khi đó ta cần chứng minh: 
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Sử dụng 
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Do đó 
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Vậy chỉ cần chứng minh 
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Bất đẳng thức luôn đúng và ta có đpcm. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 5. Cho x,y,z là các số thực không âm thỏa mãn 
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Lời giải


Ta có: 
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Suy ra 
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Tương tự ta có: 
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Suy ra 
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Sử dụng bất đẳng thức Mincopski ta có:
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Theo bất đẳng thức schur ta có:


[image: image443.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3

2

94

9

44

xyzxyzxyzxyyzzx

xyz

xyzxyyzzx

xyz

+++³++++

Þ+++³++=

++

.

Do đó 
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. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 6. Cho x,y,z là các số thực không âm thỏa mãn 
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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Lời giải


Ta có: 


[image: image449.wmf](

)

(

)

2

29

9

2

kxyzkxyyzzxxyz

kxyz

Pk

xyyzzxxyyzzxxyyzzx

++-+++

==+-

++++++

.

Theo bất đẳng thức Schur ta có:
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Suy ra 
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TH1: Nếu 
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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TH2: Nếu 
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Ta có: 
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Mặt khác: 
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Bài 7. Cho a,b,c là các số thực không âm thoả mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng 
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Lời giải

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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Đặt 
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Sử dụng bất đẳng thức Schur bậc 3 ta có
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Chú ý 
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Vậy ta chứng minh 
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Luôn đúng do 
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t

££
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Bài 8. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng 
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Lời giải

Đặt 
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Bất đẳng thức đã cho trở thành:
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Sử dụng bất đẳng thức AM – GM ta có
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Tương tự ta có 
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Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta được


[image: image475.wmf](

)

(

)

(

)

333

333333

333

2228

xyyzzx

yzzxxy

yzzxxy

+++++

+++

++£

.

Vậy ta chỉ cần chứng minh
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Bất đẳng thức cuối là bất đẳng thức Schur bậc 3 nên ta có đpcm.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image477.wmf]1
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C. BÀI TẬP RÈN LUYỆN

Bài 1. Cho a,b,c là các số thực dương có tổng bằng 1 chứng minh


[image: image478.wmf](
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Bài 2. Tìm hằng số dương k lớn nhất thoả mãn bất đẳng thức với mọi a,b,c là các 
số không âm có tổng bằng 3. 
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Bài 3. Chứng minh với a,b,c là các số thực dương có tích bằng 1 ta có
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Bài 4. Cho a,b,c là các số thực dương chứng minh
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Bài 5. Cho a,b,c là các số thực dương có tổng bằng 3 chứng minh
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Bài 6. Cho a,b,c là các số thực dương thoả mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng 
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Bài 7. Cho a,b,c là các số thực không âm thoả mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng 
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Bài 8. Cho a,b,c là các số thực không âm thoả mãn điều kiện 
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3

abc

++=

.


Chứng minh rằng 
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D. HƯỚNG DẪN GIẢI – ĐÁP SỐ

Bài 1. Bất đẳng thức tương đương với
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Bất đẳng thức trên là tổng của hai bất đẳng thức 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 2. Cho 
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Ta chứng minh 
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Thật vậy bất đẳng thức trở thành
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Đây chính là bất đẳng thức Schur bậc 3.

Bài 3. Theo giả thiết tồn tại các số thực dương x,y,z sao cho 
[image: image495.wmf],,
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Bất đẳng thức trở thành
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Đây chính là bất đẳng thức Schur bậc 3.

Bài 4.  Sử dụng bất đẳng thức AM – GM ta có
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Tương tự cho 2 căn thức còn lại

Và ta chỉ cần chứng minh 
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[image: image499.wmf](
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Bất đẳng thức cuối chính là bất đẳng thức Schur bậc 3.

Bài 5. Quy đồng và rút gọn với điều kiện 
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 bất đẳng thức đã cho tương 
đương với 
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Đặt 
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Ta cần chứng minh 
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Theo bất đẳng thức Schur bậc ba ta có



[image: image504.wmf](

)

2

2

4

12

max0;max0;

93

ppq

q

r

ìü

ïï

-

ìü

ïï

-

ïï

ïïïï

³=

íýíý

ïïïï

ïïïï

îþ

ïï

îþ

.

+ 
Nếu 
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Vậy ta chỉ cần chứng minh 
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Bất đẳng thức cuối đúng vì 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 7. Đặt 
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Theo bất đẳng thức Schur bậc 3 ta có
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+ Nếu 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image514.wmf]1
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CHỦ ĐỀ 3: KỸ THUẬT DỒN BIẾN

A. NỘI DUNG PHƯƠNG PHÁP

Một bất đẳng thức đối xứng 3 biến a,b,c ta ký hiệu là 
[image: image515.wmf](

)

,,

Pabc

 ta phải chứng minh 
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Dồn biến chính là một cách tách bất đẳng thức cần chứng minh thành hai bất đẳng thức đơn giản hơn tức là đánh giá 
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qua một biểu thức trung gian chẳng hạn 
[image: image518.wmf](

)

2222

,,,,,,,,,...

2222

bcbcbcbc

PabcbcPaPa

æö

æö

++++

÷

ç

÷

÷

ç

ç

÷

÷

ç

ç

÷

÷

ç

ç

èø

÷

ç

èø

 sau đó đánh giá biểu thức trung gian.


Như vậy tóm tắt theo 2 bước như sau :

Bước 1 : Chứng minh 
[image: image519.wmf](
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 và cần sắp thứ tự các biến để bất đẳng thức đúng.

Bước 2 : Chứng minh 
[image: image520.wmf]0

TG

P

³

.   

Thông thường thực hiện bước 2 trước để kiểm tra tính đúng của phương pháp dồn biến, sau đó thực hiện bước 1 chú ý sắp thứ tự các biến chẳng hạn 
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Dưới đây tôi trình bày một số phương pháp dồn biến cụ thể phụ thuộc vào điều kiện bài toán.

1. Nếu điều kiện bài toán cho tổng 3 số 
[image: image523.wmf]abck
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Ta tìm cách đánh giá 
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Khi đó ta cần sắp thứ tự 
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Ví dụ 1.  Cho a, b, c là các số thực dương thoả mãn điều kiện a + b + c = 1. 


Chứng minh rằng 
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Lời giải

Ta cần chứng minh: 
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Không mất tính tổng quát, có thể giả sử  
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 Để chứng minh (1), ta sẽ lần lượt chứng minh


i) 
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ii) 
[image: image532.wmf](
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Để chứng minh i), ta xét 
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Vì 
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Suy ra
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Vậy i) đã được chứng minh. 

Để chứng minh ii), ta có 




[image: image537.wmf]2

2

22

12

(,,)48(2)25

12

48(2(12))25

12

2(41)(31)

0

(12)

Pattatt

at

ttt

tt

tt

tt

=+++-

=++-+-

-

--

=³

-

.


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image538.wmf]1
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Bất đẳng thức được chứng minh.

Nhận xét. 

1) 
Khi thực hành phương pháp dồn biến, nên bắt đầu từ bất đẳng thức ii) trước với 
các lý do sau:

+ 
Tìm được các điểm nghi vấn xảy ra dấu bằng. Biết được điểm xảy ra dấu bằng, 
chúng ta có thể tìm được các cách tiếp cận thích hợp. 

+ 
Nếu không chứng minh được ii) thì việc dồn biến là vô ích. Vì vậy phải làm 
bước này trước. 

2) Bất đẳng thức 
[image: image542.wmf](,,)(,,)
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 nói chung không đúng với mọi a, b, c. 
Sử dụng tính đối xứng của bất đẳng thức, ta có thể sắp xếp thứ tự a, b, c để bất 
đẳng thức này đúng.

3) Việc chọn giá trị để dồn biến đến phụ thuộc vào biểu thức của P và điều kiện 
ràng buộc. Trong trường hợp bài toán trên, do có điều kiện a + b + c = 1 nên ta 
bắt buộc phải dồn biến đến các biến mà điều kiện này không thay đổi.

4) Khéo léo đánh giá điều kiện của biến ta hoàn toàn dồn được biến về chứng minh 
bất đẳng thức trong trường hợp hai biến bằng nhau(xem ví dụ 2).

Ví dụ 2. Cho a,b,c là các số thực dương chứng minh rằng
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Lời giải

Ta cần chứng minh 
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Giả sử c là số nhỏ nhất trong ba số a,b,c xét hiệu 
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+ 
Nếu 
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+ 
Nếu 
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Do vậy ta chỉ cần chứng minh bất đẳng thức trong trường hợp hai số bằng nhau.
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Ta có 
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Điều đó chứng tở bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image550.wmf]1
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Nhận xét. Ngoài ra ta có thể chứng minh đơn giản bằng Nguyên lý Dirichlet

Trong ba số 
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 luôn có hai số cùng dấu giả sử là 
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Vậy ta chỉ cần chứng minh 
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Ta có 
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Chú ý 
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2. Nếu điều kiện bài toán cho tích ba số bằng 1


Ta tìm cách đánh giá 
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 với 
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Khi đó ta cần sắp thứ tự 
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Chú ý. Một số trường hợp dồn biến về 
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Ví dụ 1. Cho a,b,c là các số thực dương có tích bằng 1. 


Chứng minh rằng 
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Lời giải


Ta cần chứng minh: 
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Không mất tính tổng quát giả sử 
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Để chứng minh bất đẳng thức (1) ta thực hiện chứng minh 2 bất đẳng thức sau:

i) 
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[image: image568.wmf]2

1

,,0

Pxx

x

æö

÷

ç

³

÷

ç

÷

ç

èø

 với 
[image: image569.wmf]xbc

=

.

Chứng minh bất đẳng thức i)

Ta có:    
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Do 
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Do đó 
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Chứng minh bất đẳng thức ii)

Ta chỉ cần chứng minh 
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 (luôn đúng).

Bất đẳng thức được chứng minh. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image576.wmf]11
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