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PHÒNG GD-ĐT 

XUÂN TRƯỜNG 

ĐÁP ÁN VÀ HƯỚNG DẪN CHẤM THI 

KỲ THI KHẢO SÁT HSG NĂM HỌC 2023-2024 

Môn: TOÁN – Lớp 9      

 

Chú ý: Cách giải nêu trong đáp án chỉ là một phương án, các cách giải khác đúng, phù hợp với 
chương trình thì cho điểm tương đương. Điểm toàn bài giữ nguyên không làm tròn. 

 

Câu Ý Nội dung Biểu 
điểm 

Câu 1 
(3,0 điểm) 

 

1) 
  Cho biểu thức 

3 2 21

2 3 6

x x
A

x x x x


  

   
 với 0, 9x x  .  

Rút gọn và tìm x để 2A  . 
 

2,0 
điểm 

    
  

   
  

   
  

3 3 2 2 213 2 21

2 3 6 2 3

3 5 3

2 3

3 . 5 5

22 3

x x x xx x
A

x x x x x x

x x x

x x

x x x

xx x

    
   

     

  


 

  
 

 

 

 
 
 
 

0,5 
 
 

0.5 

Với 0, 9x x  : Để 2A  thì  25
2 1 0

2

x
x

x


   


(vì 

2 0x   ) 

 
0,5 

1 0 1x x     ( thoả mãn) 
Vậy 1x  thì 2A   

 
0,5 

2)  
  Tìm các số thực 4x y   thoả mãn 22 4

2

x y
y xy y


    . 

1,0 
điểm 

  22 4 4 4 2 0
2

x y
y xy y x y y y x y


            

 
   2 2

4 4 4 4 ( ) 2 0

4 2 0

y y x y y x y y

y x y y

          

      
 

 
 
 
 

0,5 

4 2 0
0

y
x y y

       
 

 8 16
2 8

y x
x y y
     ( thoả mãn) 

 Vậy 16, 8x y   

 
 
 
 

0,5 
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Câu 2  
(5,0 điểm) 

 
 
 
 
 
 
 

1) 
 Giải phương trình: 

2

4 3 2 3
2

x
x x     

2,5 
điểm 

 
Điều kiện xác định: 

3

2
x    

0,25 

   

2
2

2

4 3 2 3 2 8 6 2 3
2

4 4 2 3 6 2 3 9

x
x x x x x

x x x x

        

         

 

 
 

0,5 

     
 

22 2 2 3 3 1
2 2 3 3

2 3 2 3 2
x x

x x
x x

             
 

 
0,5 

 1 2 4 2 2 3 6 2 3 2 2 3 1 6x x x x             

 2

2 3 1 6x       ( loại) 

 2 2 4 6 2 2 3 2 3 2 2 3 1 6x x x x            

 2

2 3 1 6 2 3 1 6x x        ( vì 2 3 1 0x     ) 

 
 

0,25 
 
 

0,25 

2 3 6 1 2 3 7 2 6 2 4 2 6x x x           

2 6x    (thoả mãn) 

 
0,5 

Vậy phương trình có tập nghiệm là  2 6S    0,25 

2)  
Giải hệ phương trình 

 
2

2

1 2 4 2
4 2 5 3 2 *

x xy x y y
y x x y

     
      

 
2,5 

điểm 

 ĐKXĐ: 2 , 5, 4x y x y    0,25 

    
    

2

2

1 2 4 2 2 1 2 2 2

2 2 2 2 2 0 2 2 0

x xy x y y x x y y

x y x y y y x y y

         

            
 

 
 

0,5 

2 2 0 1x y y y x         0,25 

Thay 1y x  vào phương trình (*) ta có  
23 2 5 3 5x x x x           (3 5x  ) 

 
0,25 

 
    

 

 

23 1 2 5 1 3 4

2 44
1 4 0

3 1 5 1
1 2

4 1 0
3 1 5 1

4
1 2

1 0 1
3 1 5 1

x x x x

xx
x x

x x

x x
x x

x

x
x x

        


     
   

           


        

 

 
 
 
 
 
 
 
 

0,5 

4 5x y   ( thoả mãn ) 0,25 

Giải phương trình (1) : 

  1 2
1 1

3 1 5 1
x

x x
   

   
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Với x 3  thì 
1

1
3 1x


 

,
2

2
5 1x


 

, 1 4x    

nên phương trình (1) vô nghiệm 

 
 

0,25 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là    ; 4;5x y   0,25 

Câu 3. 
(3,0 điểm) 

 

1) Tìm các số tự nhiên ,x y  thoả mãn 2 4 3 2x x y y y y      2,0 
điểm 

 
Giả sử có các số tự nhiện x, y thoả mãn đề bài. Ta có :

 
     

2 4 3 2 2 4 3 2

2 4 3 2

22 2 2

4 4 1 4 4 4 4 1
2 1 4 4 4 4 1

2 1 2 3 4 1 1

x x y y y y x x y y y y
x y y y y

x y y y y

            
      
      

 

 
 
 
 

0,25 

Vì ,x y  là các số tự nhiên nên  ta có 

   222 23 4 1 0 2 1 2y y x y y        

 
0,25 

Xét hiệu :    2 222 2 2 1y y x     
4 2 3 2 4 3 24 4 4 8 4 4 4 4 4 1y y y y y y y y y            
25 3 0y y     

     
   

2 222 2

22 2

2 2 1 2 2

2 1 2 1

y y x y y

x y y

      

    
 

 
 
 
 
 
 

0,5 

 

4 2 3 2 4 3 2

2

4 1 4 4 2 4 4 4 4 1
02 0 2

y y y y y y y y y
yy y tmy

          
    

 

 2
0 2 1 1y x    0

1
x N
x N
    

 

 2 52 2 1 121 6
x Ny x x N
        

 

 
 

0,25 
 

0,25 
 

0,25 

Thử lại       ; 0;0 , 5;2x y  thoả mãn đề bài  

 Vậy các số tự nhiên x, y cần tìm là :       ; 0;0 , 5;2x y   

0,25 

2) Cho p là số nguyên tố lẻ và ,x y  là các số tự nhiên lẻ sao cho x y ,  
x y  chia hết cho p, x y  chia hết cho 1p  . Chứng minh rằng 

y xx y  chia hết cho 2p. 

1,0 
điểm 

 Gọi r là dư trong phép chia x cho p thì ta có  modx r p  

 Vì x y  chia hết cho p  mody r p    

Do đó     mod 1 mody x y x yy yx xx y r r p x y r r p        

Vì ,x y  là các số tự nhiên lẻ và x y  

lại có x y chia hết cho 1p   1x y k p    với k N  

vì p là số nguyên tố,  , 1r p   nên theo định lý Fecma nhỏ ta có : 

       11 1 mod 1 mod 1 modk pp x yr p r p r p       

 
 
 

0,25 
 
 
 
 

0,25 
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Từ đó ta có      1 mod 0 mody x yy xx y r r p p     
y xx y  chia hết cho p 

Mà ,x y  là các số tự nhiên lẻ nên y xx y chia hết cho 2, (2;p)=1 

 y xx y  chia hết cho 2p 

 
 

0,25 
 

0,25 

Câu 4. 
(7,0 điểm) 

1)  Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn tâm O, tiếp tuyến tại B và 
C cắt nhau tại điểm M. Qua M kẻ đường thẳng vuông góc với đường 
thẳng AO tại I cắt đường thẳng AB, AC lần lượt tại D và E, OM cắt BC 
tại H. Gọi P và Q lần lượt là trung điểm của các đoạn thẳng BD và CE. 
Chứng minh rằng: 

a) Bốn điểm B, C, D, E cùng thuộc một đường tròn có tâm là M; 
b) AH vuông góc với PQ. 

 

 

  

 

 

a) Bốn điểm B, C, D, E cùng thuộc một đường tròn có tâm là M; 
 

2,5 
điểm 

 Xét (O) có MB, MC là hai tiếp tuyến cắt nhau tại M 
 suy ra , , ,MB MC OB OC MC OC MB OB     

MO  là đường trung trực của BC 
MO BC   tại H và H là trung điểm của BC.  

 
 
 

0,5 

Có    0 090 , 90IDA IAD OBA MBD     

Mà tam giác OAB cân tại O   OAB OBA IAD    
 IDA MBD  hay  MDB MBD  

Do đó tam giác MBD cân tại M MD MB   

 
 
 
 

1,0 
Chứng minh tương tự ta có ME MC  
Mà MB MC (theo chứng minh trên) 

MB MC MD ME     
, , ,B D C E cùng thuộc đường tròn có tâm là M 

 
 
 

1,0 
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b)  AH vuông góc với PQ. 2,5 
điểm 

 Chứng minh được tứ giác MPHQ là hình bình hành  
Suy ra / / , / /PH MQ QH MP  

 
1,0 

Xét tam giác MBD cân tại M có MP là đường trung tuyến đồng thời là 
đường cao MP BD   
Chứng minh tương tự MQ CE   
Mà / / , / /PH MQ QH MP  ( theo chứng minh trên) 

,PH AQ QH AP    

 
 
 
 

1,0 

Xét tam giác có ,PH AQ QH AP  , mà PH cắt QH tại H 
  H là trực tâm của tam giác APQ 
Từ đó suy ra AH vuông góc với PQ . 

 
 

0,5 
2) Cho tam giác ABC nhọn có AB < AC, đường cao AH. Đường tròn tâm 

O đường kính AH cắt cạnh AB ở D, cắt cạnh AC ở E. Đường thẳng đi 
qua A vuông góc với DE tại I cắt cạnh BC tại F, DE cắt AH tại M. 

Chứng minh rằng  2 2sin .sinADM

AFC

S
ABC ACB

S




  

2,0 
điểm 

 

   

 

Chứng minh hai tam giác AED và ABC đồng dạng  
 ADE ACB   hay  ADM ACF   

 
0,5 

Xét tam giác AMI có AMD là góc ngoài tại đỉnh M 
 090AMD MAI    

Chứng minh tương tự:  090AFC HAF   
 AMD AFC   

Từ đó suy ra hai tam giác AMD và AFC đồng dạng (g.g) 

Nên ta có 
2

ADM

AFC

S AD

S AC
   
 

 

 
 
 
 
 
 
 

0,5 

Ta có 
2 2

2

2 2

.
sin

AH AH AD AB AD
ABC

AB AB AB AB
     
 

 


2 2

2

2 2

.
sin

AH AH AD AB
ACB

AC AC AC
    
 

 

 
 
 
 

0.5 
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Suy ra  
2

2 2

2

.
sin .sin .

AD AD AB AD
ABC ABC

AB AC AC
    
 

 

do đó  2 2sin .sinADM

AFC

S
ABC ACB

S




  

 
 
 

0,5 
 

Câu 5 
( 2,0 điểm) 

1)  Cho các số thực dương x, y thay đổi thoả mãn 24 1xy y  .  

 Hãy tìm giá trị lớn nhất của biểu thức  2 2

2313

2023

xy
E

x y



.   

1,0 
điểm 

  
Có 2 24 1 4 16 16 16

x
xy y y xy y x y

y
          

 2 2

2313 2313 1
.

20232023

xy
E

x yx y
y x

 
 

 

Đặt 16
x

a a
y
    

thì ta có 
2313 1

.
12023

E
a

a




 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0,25 

Có 
1 1 255

256 256

a a
N a

a a
      

Áp dụng bất đẳng thức Cô si cho 2 số dương ta có: 

1 1 1 1
2 . 2.

256 256 16 8

a a

a a
    , 

255 255
16

256 16

a
a     

 
 
 
 
 

0,25 

1 255 257 1 257 1 16
18 16 16 16 257

N a
a a

a

        


 

Do đó 
2313 1 2313 16 144

. .
12023 2023 257 2023

E
a

a

  


 

 

 
 
 
 

0,25 
 
 

Dấu “=” xảy ra khi 
16 8
1 1

2 2

x y x

y y

       
( thoả mãn) 

Vậy giá trị lớn nhất của E là 
144

2023
 khi 

8
1

2

x

y


 

 

 

 
 
 
 

0,25 

2) Cho  1 1,n n n N    số tự nhiên phân biệt và nhỏ hơn 2n . Chứng 

minh rằng trong các số đã cho luôn có thể chọn ra 3 số mà một trong 
ba số này bằng tổng của hai số còn lại. 
 

1,0 
điểm 
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 Không giảm tổng quát, giả sử n+1 số tự nhiên khác nhau đó là : 
 1 2 3 10 ... 2 1n na a a a a n            ia N  

Xét dãy các hiệu : 2 1 3 1 1 1 1, ,..., ,n na a a a a a a a    ,  có n số 

Do  1 1i ia a i n     nên 1 1 1ia a   ,  1 1 2ia a n     

và  2 1 3 1 1 1 11 ... 2 2n na a a a a a a a n           

 
 
 
 
 

0,5 

Như vậy ta có dãy 2n+1 số : 

1 2 3 1 2 1 3 1 1 1 11 , , ,..., , , , ,..., , 2n n n na a a a a a a a a a a a a n        
Do đó trong dãy 2n+1 số trên phải có 2 số bằng nhau. 
Vì các số ở mỗi dãy (1) và (2) đều khác nhau do đó phải có 1 số ở dãy 
(1) bằng 1 số ở dãy (2)  
Suy ra tồn tại hai số nguyên dương i, j thoả mãn 

 1

1

1 ,i j

j i

a a a i n j i
a a a
    

    

Vậy trong các số đã cho luôn có thể chọn ra 3 số mà một trong ba số 
này bằng tổng của hai số còn lại. 
 

 
 
 
 

0,25 
 
 
 
 

0,25 

___Hết___ 


