Chuyên đề 8. PHÉP CHIA HẾT TRấN TẬP HỢP SỐ NGUYÊN
A. Kiến thức cần nhớ
1. Khái niệm: Cho a,b là hai số nguyên và b khác 0. Ta nói a chia hết cho b nếu tồn tại số nguyên q sao cho a = bq.
Khi a chia hết cho b thì ta nói b là ước của a hay b chia hết a; a là bội của b.
Lưu ý : Khi a chia hết cho b thì a cũng chia hết cho - b.
2. Một số tính chất thường dùng
a) Nếu a chia hết cho b, b chia hết cho c thì a chia hết cho c.
b) Nếu a, b chia hết cho m thì ax + by cũng chia hết cho m ( x, y là số nguyên )
c) Nếu a chia hết cho tích m.n thì a chia hết cho m, a chia hết cho n. ( điều ngược lại không đúng)
d) Nếu a chia hết cho m, n với (m , n) = 1 thì a chia hết cho tích mn.
e) Nếu tích a.b chia hết cho m mà (b, m) = 1 thì a chia hết cho m.
f) Cho p là số nguyên tố. Khi đó, nếu tích ab chia hết cho p thì a chia hết cho p hoặc b chia hết cho p.
g) Khi chia n + 1 số nguyên dương liên tiếp cho n (n > 0) luôn nhận được hai số dư bằng nhau.
h) Tích của n số nguyên liên tiếp luôn chia hết cho n (n > 0).
i) Trong n số nguyên liên tiếp ( n > 0) luôn có duy nhất một số chia hết cho n.
2. Cho a,b là hai số nguyên và b khác 0.  Khi đó, tồn tại duy nhất cặp số nguyên (q; r) sao cho
 a = bq + r và  0  ≤ r ≤  b - 1.
· Cho b > 0 và a tuỳ ý. 
      Khi đó, nếu  chia a cho b thì số dư chỉ có thể là 0, 1, 2, ..., b - 1.
B. Một số ví dụ 
I - PHƯƠNG PHÁP XÉT SỐ DƯ
Ví dụ 1. Chứng minh rằng :
a) ab(a + b) chia hết cho 2 với a, b  Z.
b) A = n(n2 +1 )(n2 + 4) chia hết cho 5 với n  Z.
Giải 
Tỡm cỏch giải.  Để chứng minh A(n) chia hết cho k, ta có thể xét mọi trường hợp về số dư khi chia n cho k. Chẳng hạn:
Câu a. Chúng ta xét các trường hợp số dư khi chia a; b cho 2.
Câu b. Chúng ta xét các trường hợp số dư khi chia n cho 5. 
lời giải
a) Xét các trường hợp về số dư khi chia cho 2, ta có :
· Nếu ít nhất a hoặc b chia hết cho 2 thì ab chia hết cho 2.
· Nếu a và b cùng không chia hết cho 2 thì chúng cùng lẻ suy ra a + b chẵn do đó a + b chia hết cho 2.
Vậy ab(a + b) chia hết cho 2 với a, b  Z.
b) Xét các trường hợp về số dư khi chia cho 5, ta có :
· Nếu n =5k  (k  Z)thì A chia hết cho 5.
· Nếu n =5k  1 thì n2 = 5m + 1(m  Z) nên n2 + 4= 5m + 5 chia hết cho 5 suy ra A chia hết cho 5.
· Nếu n =5k  2 thì n2 = 5m + 4 (m  Z) nên n2 + 1= 5m + 5 chia hết cho 5 suy ra A chia hết cho 5.
Vậy A = n(n2 +1 )(n2 + 4) chia hết cho 5 với n  Z.
 Ví dụ 3.  Cho x, y, z là các số nguyên sao cho (x - y)(y - z)(z- x) = x + y + z.
Chứng minh rằng x + y + z chia hết cho 27.
(thi học sinh giỏi Toán 9, Thành Phố Hồ Chí Minh, vòng 2 - năm học 1995- 1996)
Giải 
Tỡm cỏch giải.  Nhận thấy x + y + z chia hết cho 27 tức là (x - y)(y - z)(z- x) chia hết cho 27. Vỡ vậy chỳng ta cần xột số dư khi chia x, y, z cho 3. Tuy nhiên nếu xột riờng thỡ nhiều trường hợp quỏ, do tớnh hoỏn vị chỳng ta cú thể xét các trường hợp cựng số dư, khác số dư.
Trỡnh bày lời giải 
Xét các trường hợp về số dư khi chia cho 3, ta có :
· Nếu x, y, z chia cho 3 có các số dư khác nhau thì : x - y, - z, z- x cùng không chia hết cho 3, còn x + y + z chia hết cho 3 do đó (x - y)(y - z)(z- x) = x + y + z không xảy ra.
· Nếu x, y, z chỉ có hai số chia cho 3 có cùng số dư thì  x - y, y - z, z- x  chỉ có một hiệu chia hết cho 3 còn x + y + z không chia hết cho 3 do đó 
(x - y)(y - z)(z- x) = x + y + z không xảy ra.
Do đó x, y, z chia cho 3 có cùng số dư suy ra x - y, y - z, z - x chia hết cho 3 .
Vậy x + y + z = (x - y)(y - z)(z- x) chia hết cho 27.
II - PHƯƠNG PHÁP PHÂN TÍCH TÍCH
Ví dụ 3. Chứng minh rằng P = a5b – ab5 chia hết cho 30 với a, b là hai số nguyên bất kỳ.
( thi học sinh giỏi Toán 9, Toàn Quốc , năm học 1985 - 1986)
Giải 
Tỡm cỏch giải.  Nhận thấy rằng nếu dùng phương pháp xét số dư cho 30 thỡ nhiều trường hợp quỏ nờn khụng khả thi. Ta sử dụng phương pháp phân tích thành tích: để chứng minh A(n) chia hết cho k, ta phân tích k ra thừa số  k =p.q, nếu (p; q) = 1, ta chứng minh A(n) chia hết cho p và A(n) chia hết cho q.
Mặt khỏc 30 = 2.3.5 mà (2; 3) = (3; 5) = (5; 2) = 1 nên ta chỉ cần chứng  minh  P chia hết cho 2; 3; 5. Mỗi trường hợp chỳng ta dựng kỹ thuật xột số dư.
lời giải
Ta có:  P = ab(a2 + b2)(a2 – b2)
Vì 30 = 2.3.5 mà (2; 3) = (3; 5) = (5; 2) = 1 nên ta chứng minh  P chia hết cho 2; 3; 5
· Chứng minh P chia hết cho 2.
· Nếu ít nhất a hoặc b chẵn thì ab chia hết cho 2.
· Nếu a và b cùng lẻ thì a- b chia hết cho 2.
· Chứng minh P chia hết cho 3.
· Nếu ít nhất a hoặc b chia hết cho 3 thì ab chia hết cho 3.
· Nếu a, b cùng không chia hết cho 3 thì chúng có dạng 3k  1 suy ra a2 , b2 có dạng 3m + 1 nên a2 -  b2 chia hết cho 3.
· Chứng minh P chia hết cho 5.
· Nếu ít nhất a hoặc b chia hết cho 5 thì ab chia hết cho 5.
· Nếu a, b cùng không chia hết cho 5.
· Nếu  a,  b  có  một trong các dạng 5k  1 hoặc 5k  2 thì a2 , b2 có cùng dạng 5m + 1  hoặc 5m + 4 nên a2 -  b2 chia hết cho 5 .
· Nếu a, b có một số có dạng 5k  1 còn một số có dạng  5k  2 thì a2 và b2  có một số có  dạng 5m + 1  còn một số có dạng  5m + 4 nên a2 + b2 chia hết cho 5 .
Vậy P chia hết cho 30.
Ví dụ 4. Chứng minh rằng  một số có dạng:  P = n4 – 4n3 – 4n2 + 16n (  với n là số chẵn lớn hơn 4 ) thì chia hết cho 384.                                       
  (thi học sinh giỏi toán 9, Toàn Quốc - Năm học 1970- 1971)
Giải 
cách giải.  Ta nhận thấy biểu thức cú thể phõn tớch thành nhõn tử được:  n4 - 4n3 - 4n2 + 16n = n(n - 4)(n - 2)(n + 2). Vì n chẵn lớn hơn 4 nên n = 2k + 2 ( k  N*). thay  vào biểu thức P ta được : P = (2k + 2)(2k+ 2 - 4)(2k + 2 - 2)(2k + 2 + 2) = 16k(k - 1)(k + 1)(k + 2). Mặt khỏc ta cú 384 = 16.24 do vậy chỳng ta chỉ cần chứng minh k(k - 1)(k + 1)(k + 2) chia hết cho 24.
lời giải
 Ta có : n4 - 4n3 - 4n2 + 16n = n(n - 4)(n - 2)(n + 2)
Vì n chẵn lớn hơn 4 nên n = 2k + 2 ( k  N+) thay  vào biểu thức P ta được :
(2k + 2)(2k+ 2 - 4)(2k + 2 - 2)(2k + 2 + 2) = 16k(k - 1)(k + 1)(k + 2).
· k, k + 1, k + 2 có một số chia hết cho 3.
· k – 1, k , k + 1, k + 2 có hai số chẵn liên tiếp, nên một số chia hết cho 2, một số chia hết cho 4 suy ra k(k - 1)(k + 1)(k + 2) chia hết cho 8.
Do đó k(k - 1)(k + 1)(k + 2) chia hết cho 24 vì (3; 8) = 1
hay 16k(k - 1)(k + 1)(k + 2) chia hết cho 16.24 tức là n4 - 4n3 - 4n2 + 16n chia hết cho 384.
III - PHƯƠNG PHÁP TÁCH TỔNG
Ví dụ 5. Chứng minh rằng với mọi số nguyên a ta đều có (a3 + 5a) là số nguyên chia hết cho 6.
(thi học sinh giỏi Toán 9, Thành Phố Hà Nội , năm học 2008- 2009)
Giải 
Tỡm cỏch giải.  Nhận thấy vớ dụ này cú thể giải được bằng kỹ thuật xột số dư. Song chúng ta có thể giải bằng phương pháp tách tổng: Để chứng minh A(n) chia hết cho k, ta có thể biến đổi A(n) thành tổng của nhiều hạng tử và chứng minh mỗi hạng tử chia hết cho k. Do đó ta chỉ cần tỏch a3 + 5a = a3  - a + 6a, sau đó chứng tỏ a3  - a  và 6a cựng chia hết cho 6.
Trỡnh bày lời giải
Ta có a3 + 5a = a3  - a + 6a .
Mà a3  - a = (a - 1)a(a + 1) chia hết cho 6 vỡ là tớch của ba số nguyờn liờn tiếp và 6a chia hết cho 6 với mọi số nguyên a.
Vậy (a3 + 5a) là số nguyên chia hết cho 6.
IV -PHƯƠNG PHÁP SỬ DỤNG HẰNG ĐẲNG THỨC
Ví dụ 6. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n ,   số A(n) = 5n(5n + 1) – 6n(3n + 2n) chia hết cho 91.
(tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên ĐHSP Hà Nội, Vòng 1 - năm học 1997-1998)
Giải 
Tỡm cỏch giải.  Những bài toỏn chứng minh chia hết mà biểu thức cú số mũ n hoặc quỏ lớn chỳng ta cú thể sử dụng kết quả của các hằng đẳng thức mở rộng :
an – bn chia hết cho a – b  (a ≠ b ) với n bất kỳ.
an – bn chia hết cho a + b  (a ≠ - b ) với n chẵn.
an + bn chia hết cho a + b  (a ≠ -b )với n lẻ.
Trong vớ dụ này, ta có 91 = 7.13 và (7; 13) = 1. Để chứng minh A(n) chia hết cho 91, ta chứng minh A(n) chia hết cho 7 và 13. Vậy chỳng ta chỉ cần nhúm cỏc hạng tử một cỏch thớch hợp.
Trỡnh bày lời giải
Ta có 91 = 7.13 và (7; 13) = 1. Để chứng minh A(n) chia hết cho 91, ta chứng minh A(n) chia hết cho 7 và 13. Ta có A(n) = 25n + 5n – 18n – 12n.
Áp dụng tớnh chất [image: ]với mọi a, b, n là số nguyờn dương và a ≠ b.
25n- 18n chia hết cho 25 - 18 tức là 25n- 18n chia hết cho 7.
12n-  5n chia hết cho 12 - 5 tức là 12n-  5n chia hết cho 7.
Vậy A(n) = 25n- 18n - (12n-  5n) chia hết cho 7.
25n -12n chia hết cho 25 - 12 tức là 25n- 12n chia hết cho 13.
18n - 5n chia hết cho 18 - 5 tức là 18n - 5n chia hết cho 13.
Vậy A(n) = 25n- 12n - (18n-  5n) chia hết cho 13.
Suy ra  số A(n) = 5n(5n + 1) - 6n(3n + 2n) chia hết cho 91.
Ví dụ 7. Chứng minh rằng nếu n là số nguyên dương thỡ [image: ]chia hết cho 65
(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyờn, Hà Nội , năm học 2014 – 2015)
Giải 
Ta có 65 = 13.5 và (5; 13) = 1. Để chứng minh biểu thức chia hết cho 65, ta chứng minh biểu thức chia hết cho 13 và 5.
Ta cú [image: ].
Áp dụng tớnh chất [image: ]với mọi a, b, n là số nguyên dương và a ≠ b
25n -12n chia hết cho 25 - 12 tức là 25n- 12n chia hết cho 13.
20n - 7n chia hết cho 20 - 7 tức là 20n - 7n chia hết cho 13.
[image: ]chia hết cho 13
25n -20n chia hết cho 25 - 20 tức là 25n- 20n chia hết cho 5.
12n - 7n chia hết cho 12 - 7 tức là 20n - 7n chia hết cho 5.
[image: ]chia hết cho 5
[image: ] mà ƯCLN (5; 13) = 1 nên A ⋮ 65.
V - PHƯƠNG PHÁP DÙNG NGUYÊN LÝ ĐIRICHLET
Phương pháp giải
Nếu nhốt n + 1 thỏ vào n cái lồng thì chắc chắn có một lồng chứa ít nhất hai thỏ.
- Trong n số nguyên liên tiếp thì có một số chia hết cho n ( n ≥ 1)
-  Trong n + 1 số nguyên  bất kỳ thì có ít nhất  hai số có cùng số dư khi chia cho  n   
   ( n ≥ 1).
 Ví dụ 8. Chứng minh rằng tồn tại số tự nhiên n khác 0 thoả mãn (13579n - 1) chia hết cho 313579.
[bookmark: OLE_LINK1][bookmark: OLE_LINK2](thi học sinh giỏi toán 9,  Thành Phố Hà Nội , năm học 2005 - 2006)
  Giải 
Xét 313579 số sau : 13579 ; 135792 ; 135793 ; ..... ; [image: ]đem chia cho 313579 ta nhận được 313579 số dư.
Mà 13579 không chia hết cho 3 nên trong các số trên không có số nào chia hết cho 3 do đó chúng nhận các số dư trong các số : 1; 2 ; 3; ...; 313579 – 1  nên tồn tại hai số có cùng số dư . 
Giả sử đó là hai số 13579i  ; 13579j  ( i > j )  13579i  - 13579j  chia hết cho 313579
13579j(13579i - j  - 1) chia hết cho 313579  mà (13579 ; 3) = 1 nên (13579i - j  - 1) chia hết cho 313579 với n = i – j. Từ đó suy ra điều phải chứng minh.
Nhận xột. Chỳng ta cú thể giải được bài toỏn tổng quỏt sau: Với a và p là hai số nguyờn tố cựng nhau. Với số tự nhiờn k chứng minh rằng tồn tại số tự nhiên n khác 0 thoả mãn (an - 1) chia hết cho pk.
Ví dụ 9. Chứng minh rằng trong 5 số nguyên bất kỳ bao giờ cũng tìm được 3 số có tổng chia hết cho 3.					
(thi học sinh giỏi Toán 9 Thành Phố Hà Nội , năm học 2000- 2001)
Giải 
Đặt 5 số đó là a, b, c, d, e. Đem 5 số chia cho 3 chúng chỉ nhận các số dư là 0; 1; 2.
· Nếu tồn tại 3 số có cùng số dư thì tổng ba số đó chia hết cho 3.
· Nếu không tồn tại 3 số có cùng số dư thì nhiều nhất chỉ có 2 số có cùng số dư khi chia cho 3, suy ra phải có 3 số có số dư khác nhau khi chia cho 3. Tổng 3 số này chia hết cho 3.
VI - PHƯƠNG PHÁP DÙNG QUY NẠP TOÁN HỌC
Phương pháp giải
Trong toán học, khi dùng quy nạp để chứng minh A(n) chia hết cho k với n ≥ n0 ta thực hiện :
· Bước 1. Chứng minh A(n) chia hết cho k với n = n0.
· Bước 2.  Chứng minh với mọi m ≥ n0 , giả sử nếu A(m) chia hết cho k đúng , ta phải chứng minh  A(m + 1) chia hết cho k.
· Bước 3. Kết luận.
Ví dụ 10.  Với mọi n nguyên dương, chứng minh rằng: A(n) = 7n + 3n - 1 chia hết cho 9.
Giải 
· Với n = 1 thì A(1) = 7 + 3 - 1 = 9 chia hết cho 9.
· Giải sử bài toán đúng với n = k( k ≥ 1), tức là A(k) = 7k + 3k - 1 chia hết cho 9. Ta cần chứng minh mệnh đề đúng với n = k + 1. Thật vậy :
Ta cú: A(k + 1) = 7k + 1 + 3(k + 1) - 1= 7.7k + 3k + 2
 A(k + 1) = 7.( 7k + 3k - 1) - 18k + 9. Vì  7k + 3k - 1 chia hết cho 9 và 18k ;  9 chia hết cho 9  A(k + 1) chia hết cho 9. Như vậy bài toán đúng với n = k + 1. Do đó bài toán đúng với mọi n là số nguyên dương.
Ví dụ 11. Chứng minh rằng với mỗi số nguyên dương  n thì 122n + 1 + 11n + 2 chia hết cho 133.
Giải 
· Với n = 1, tổng 123 + 113 = 2926 = 22. 133 chia hết cho 133.
· Giả sử  mệnh đề đúng với n = k ( k ≥ 1), tức là 122k +1 + 11k+ 2 chia hết cho 133. Ta cần chứng minh đúng với n = k +1. 
Ta cú: 122k + 3 + 11k + 3 = 144.122k + 1 + 11.11k + 2 = 133.122k + 1 + 11.( 122k +1 + 11k+ 2).
Mỗi số hạng của tổng chia hết cho 133 nên 122k + 3 + 11k + 3 chia hết cho 133.
 Như vậy bài toán đúng với n = k + 1. Do đó bài toán đúng với mọi n là số nguyên dương.
VII - PHƯƠNG PHÁP DÙNG ĐỒNG DƯ THỨC
Phương pháp giải
Hai số nguyên a và b chia cho số nguyên m ( m ≠ 0) có cùng số dư ta nói a đồng dư với b theo modun m,  kí hiệu a  b ( mod m).
Với a, b, c, d  Z và m N+ ta có :
· a  b ( mod m);  b  c ( mod m)   a  c ( mod m)
· a  b ( mod m);  c  d ( mod m)   a + c  b + d ( mod m); 
a - c  b - d ( mod m) ; a. c  b. d ( mod m)
· a  b ( mod m)  an  b n( mod m) với n N*
· a  b ( mod m) ; c  N*   ac  bc ( mod m) với c  Z.
 Ví dụ 12. Cho [image: ]. Tìm số dư trong phép chia A cho 7.
(thi học sinh giỏi Toán 9, Thành Phố Hà Nội , năm học 2008-  2009)
Giải 
Tỡm cỏch giải.  Nhận thấy 27309  2 ( mod  7), mặt khỏc 23 = 8  1 ( mod  7)23k  1 ( mod  7) nờn ta cần tỡm đồng dư của số mũ với 3.
Trỡnh bày lời giải
Ta có 10n  1( mod 3) với n N  10n = 3k + 1  ( với  k N)		(1)
Ta có 27309  2 ( mod  7)   27309 3k + 1   23k + 1  2.8k   2 (mod 7)	 (2)
Từ (1), (2)  Ta có A   2 + 2 + ... + 2 (mod 7)
 A   20    6 (mod 7)
Vậy số dư trong phép chia A cho 7 là 6.
Ví dụ 13. Với mỗi số tự nhiên n , đặt an = 3n2 + 6n + 13. Chứng minh rằng nếu hai số ai , aj không chia hết cho 5 và có số dư khác nhau khi chia cho 5 thì ai + aj chia hết cho 5.
Giải 
Ta có an = 3(n + 1)2 + 10.
Ta thấy nếu an không chia hết cho 5 thì n + 1 không chia hết cho 5 suy ra :(n + 1)2 1 hoặc 4 ( mod 5)  an 3 hoặc 2( mod 5). Do đó, nếu ai , aj đều không chia hết cho 5 và có số dư khác nhau thì ai + aj  3+ 2   0 ( mod 5)  nên ai + aj chia hết cho 5.
IX- PHƯƠNG PHÁP ÁP DỤNG TÍNH CHẴN LẺ
Phương pháp giải
Một số bài toán chia hết ta có thể giải nhanh bằng nhận xét sau :
· Trong hai số nguyên liên tiếp thì có một số chẵn và một số lẻ.
· Tổng hoặc hiệu của một số chẵn và một số lẻ là một số lẻ.
· Tổng hoặc hiệu của hai số chẵn là một số chẵn.
· Tích của các số lẻ là số lẻ.
· Trong tích chứa ít nhất một số chẵn thì kết quả là số chẵn.
 Ví dụ 14. Cho a1 ; a2 ; a3 ;....., a7 là các số nguyên và b1 ; b2 ; b3 ;....., b7 cũng là số nguyên đó , nhưng lấy theo thứ tự khác. Chứng minh rằng (a1  - b1) (a2  - b2)... (a7  - b7) là số chẵn.
( Thi Học sinh giỏi Anh , năm 1968)
Giải 
Tỡm cỏch giải.  Phõn tớch từ kết luận, chỳng ta chứng tỏ phải cú một nhõn tử là số chẵn. Mỗi nhõn tử là một hiệu, tổng 7 hiệu này bằng 0 ( số chẵn), nờn cỏc hiệu này khụng thể toàn là số lẻ được, mà phải cú ớt nhất một số chẵn. Từ đó ta có điều phải chứng minh.
Trỡnh bày lời giải
Đặt ci = ai - bi  với i = 1,2, 3, ..., 7. Ta có :
c1+ c2+ ..... +  c7 = (a1  - b1) + (a2  - b2)+ ... + (a7  - b7)
		     = (a1 + a2+ a3 + ....+ a7) - ( b1 +  b2 +b3 + ...+ b7 ) = 0
Vì có số lẻ ci  , tổng một số số là 0 thì phải có ít nhất một số chẵn   c1. c2 ... c7 chia hết cho 2, suy ra điều phải chứng minh.
Ví dụ 15. Cho P = (a+ b)(b+ c)(c + a) - abc với a, b, c là các số nguyên.
Chứng minh rằng nếu a + b + c chia hết cho 4 thì P chia hết cho 4.
(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên Chu Văn An, Amsterdam, Vòng 2 - Năm học 2005- 2006)
Giải 
Tỡm cỏch giải.  
Ta có P =  (a+ b)(b+ c)(c + a) - abc =(a + b)(bc + ab + ac + c2) – abc
            = (a + b)ab + abc + (a + b)c( a + b + c) – 2abc 
            = (a + b + c)(ab + bc + ca) - 2abc.
Do a + b + c chia hết cho 4 nên trong 3 số a, b, c có ít nhất một số chẵn.
Suy ra 2abc chia hết cho 4.
Mà (a + b + c)(ab + bc + ca) chia hết cho 4 suy ra P chia hết cho 4.
C. Bài tập vận dụng
8.1.  Có thể tìm được số tự nhiên n để n2 + n + 1 chia hết cho 2025 hay không ?
8.2. 
a) Chứng minh rằng n3 - n + 2 không chia hết cho 6 với mọi số tự nhiên n.
b) Chứng minh rằng n3 - n chia hết cho 24 với mọi số tự nhiên n lẻ.
1.  Cho a và b là cỏc số nguyờn sao cho [image: ] chia hết cho 13. Chứng minh rằng tồn tại ớt nhất  một trong hai số 2a + 3b ; 2b + 3a chia hết cho 13. 
2. Cho a, b, c là các số nguyên , chứng minh rằng (a3+ b3 + c3 ) chia hết cho 3 khi và chỉ khi (a + b + c) chia hết cho 3.
3.  Cho số M = 19931997 + 19971993
a) Chứng minh rằng M chia hết cho 15.
b) Hỏi M tận cùng bằng chữ số nào ?
(Thi Học sinh giỏi Toán 9, Thành Phố Hồ Chí Minh, vòng 1 , Năm học 1992- 1993)
4.  Chứng minh rằng A= 2903n – 803n – 464n + 261n chia hết cho 1897.
(thi vô địch toán Hunggary , năm 1978)
5.  Cho X là một tập hợp gồm 700 số nguyên dương đôi một khác nhau, mỗi số không lớn hơn 2006. Chứng minh rằng trong tập hợp X luôn tìm được hai phần tử x, y sao cho x – y thuộc tập hợp E = {3 ; 6; 9}
(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên ĐHSP Hà Nội, Vòng 2 - năm học 2006-2007)

6. Chứng minh rằng nếu m chia hết cho 2 thì [image: ] chia hết cho 48, với m là một số nguyên.
(Thi học sinh giỏi Toán 9, Bình Phước, năm học 2012-2013)
7. Với a, b là các số nguyên . Chứng minh rằng nếu [image: ] chia hết cho 5 thì a4 – b4  chia hết cho 5.
(thi học sinh giỏi Toán 9, Hải Dương , năm học 2012-2013)
8. Chứng minh rằng nếu tổng hai số nguyên chia hết cho 3 thì tổng lập phương của chúng chia hết cho 9.                      
 (thi học sinh giỏi Toán 9, tỉnh Vĩnh Long , năm học 2012-2013)
9. Cho [image: ]. Tìm tất cả các số tự nhiên n để A nhận giá trị là một số nguyên tố.       
   (thi học sinh giỏi Toán 9, tỉnh Nghệ An , năm  học 2011 – 2012)
10. Cho đa thức bậc ba f(x) với hệ số của   [image: ] là một số nguyên dương và biết 
f(5) – f(3) = 2020. Chứng minh rằng f(7) – f(1) là hợp số.
11. Cho số nguyên k.
a) Chứng minh (k2 + 3k + 5) chia hết cho 11 khi và chỉ khi k = 11t + 4 với t là số nguyên.
b) Chứng minh (k2 + 3k + 5) không chia hết cho 121.
(tuyển sinh lớp 10, chuyên toán, Phổ Thông Năng Khiếu, ĐH QG TP Hồ Chớ Minh,
năm học 1996- 1997)
12. Cho a,b, c khác 0 thỏa mãn điều kiện: [image: ]
Chứng minh rằng [image: ] chia hết cho 3.
13. Cho [image: ]Chứng minh rằng A(n) chia hết cho 60 với mọi số tự nhiên n.
14. Cho [image: ]
a) Phân tích P thành nhân tử .
b) Chứng minh rằng nếu a, b, c là các số nguyên mà a + b + c chia hết 6 thì P – 3abc cũng chia hết cho 6.
15. Cho [image: ]là các số nguyên thỏa mãn [image: ].
Chứng minh rằng: [image: ]chia hết cho 5.
                                      (thi học sinh giỏi toán 9, tỉnh Quảng Bình, năm học 2010-2011)
16. Cho [image: ]với [image: ]là số tự nhiên chẵn. Hãy chứng minh [image: ]có giá trị nguyên.
17. Cho [image: ]và[image: ]. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên [image: ], có một và chỉ một trong 2 số [image: ]hoặc [image: ]chia hết cho 5.  
18. Chứng minh rằng nếu p là số nguyên tố lớn hơn 3 thì [image: ].
Chuyên đề 8. PHÉP CHIA HẾT TRÊN TẬP HỢP SỐ NGUYÊN
1. Xét chữ số tận cùng n ta có:
	n
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	n2+n+1
	1
	3
	7
	3
	1
	1
	3
	7
	3
	1


 n2+  n +  1 không chia hết cho 5[image: ] không chia hết cho 2025.
2. a) Ta có [image: ].
n – 1; n là hai số nguyên liên tiếp nên [image: ]
n – 1; n ; n+1 là ba số nguyên liên tiếp nên [image: ]
[image: ] không chia hết cho 6.
b) Ta có [image: ]
Với n là số lẻ , đặt n = 2k + 1, biểu thức có dạng:
[image: ] 
Ta có k và k + 1 là hai số nguyên liên tiếp [image: ]
- Với k ⋮ 3 thì [image: ]
- Với k : 3 dư 1 thì 2k + 1 ⋮ 3 [image: ]
- Với k : 3 dư 2  thì k + 1 ⋮ 3 [image: ]
Vậy [image: ] với k là số tự nhiên.
Mà ƯCLN (3; 8) = 1 nên [image: ]
3. Ta có [image: ].
Mà [image: ] và [image: ] nên [image: ] [image: ]Vậy tồn tại ít nhất một trong hai số 2a + 3b ; 2b + 3a chia hết cho 13.
4. Xét [image: ]
Mà [image: ][image: ]
Suy ra [image: ] khi và chỉ khi [image: ].
5. a) Vì 15 = 3.5 mà (3, 5) = 1 nên ta chứng minh M chia hết cho 3 và 5.
Áp dụng hằng đẳng thức ta có :
19931997 - 1 = 19931997 - 11997 chia hết cho 1993 -1 , mà 1993 -1 chia hết cho 3 nờn(19931997 - 1) chia hết cho 3.
19971993 + 1 = 19971993 + 11993 chia hết cho 1997 +1 , mà 1997 +1 chia hết cho 3 
nờn (19971993 + 1) chia hết cho 3.
Do đó 19931997 + 19971993 = (19931997 - 1) + (19971993 + 1) chia hết cho 3.
19931997 - 1993 = 1993[(19932)998 - 1] chia hết cho 19932 + 1, mà 19932 + 1 chia hết cho 5 nờn 19931997 - 1993 chia hết cho 5
19971993 - 1997 = 1997[(19972)992 - 1] chia hết cho 19972 + 1, mà 19972 + 1 chia hết cho 5 nờn 19971993 - 1997 chia hết cho 5
.Do đó 19931997 - 1993 + 19971993 - 1997 chia hết cho 5
 19931997 + 19971993 - 3990 chia hết cho 5   19931997 + 19971993 chia hết cho 5
Suy ra M chia hết cho 15.
b) Ta có 19931997 + 19971993 chia hết cho 5 nên M có tận cùng là 0 hoặc 5.
    Mặt khác 19931997 + 19971993  là chẵn nên M có tận cùng là 0.

6. Áp dụng công thức [image: ] với a, b, n là số tự nhiên a ≠ b
[image: ]
[image: ].
Mà [image: ]hay A ⋮ 7
[image: ]
[image: ].
Mà [image: ][image: ]
Mà ƯCLN (7; 271) = 1  A ⋮ 7.271 hay A ⋮ 1897.
7. Cách 1.Chia dãy các số nguyên dương từ 1 đến 2006 thành 201 đoạn : [1 ; 10], [11 ; 20], [21 ; 30], ... , [1991 ; 2000], [2001 ; 2006]. Vì X có 700 số nguyên dương khác nhau nên theo nguyên lí Đi-rich lê, tồn tại ít nhất 4 số trong 700 số trên thuộc cùng một đoạn. Mặt khác, với 4 số bất kì, luôn tồn tại ít nhất 2 số khi chia cho 3 có cùng số dư, hiệu của hai số đó chia hết cho 3, suy ra hiệu hai số này thuộc tập hợp E = {3 ; 6; 9}.
Cách 2.
Chia X thành 3 tập hợp như sau :
A = { x / x = 3k + 1, k  N}; 
B = { x / x = 3k + 2, k  N}; 
C = { x / x = 3k + 3, k  N}; 
Có 700 số được chia thành 3 tập hợp, theo nguyên lí Đi-rich lê, tồn tại một tập hợp có ít nhất 234 phần tử. Trong tập hợp này luôn tồn tại hai số cách nhau 3 hoặc 6 đơn vị. Thật vậy nếu các số trong tập hợp chỉ các nhau ít nhất 9 đơn vị thì số lớn nhất trong tập hợp không nhỏ hơn 9.233 = 2097 > 2006, mâu thuẫn với giả thiết. Suy ra trong X luôn tồn tại hai số cách nhau 3 hoặc 6. Vậy trong tập
hợp X luôn tìm được hai phần tử x, y sao cho x - y thuộc tập hợp E = {3 ; 6; 9}.
8. Đặt m = 2k ( k ∈ Z)
Ta có [image: ]
Xét k chẵn [image: ]
Xét k lẻ [image: ] 
Xét k ⋮ 3[image: ]
Xét k không chia hết cho 3[image: ] 
[image: ]
Mà ƯCLN (3; 16) = 1 nên [image: ] hay [image: ]chia hết cho 48.
9. Ta có [image: ][image: ]
[image: ](vì 10b2 ⋮5).
· Trường hợp 1. [image: ]
Mà [image: ] nên [image: ].
· Trường hợp 2: a + b ⋮ 5 mà [image: ] nên [image: ].
Vậy [image: ] chia hết cho 5 thì a4 – b4  chia hết cho 5.
10. Đặt hai số nguyên đó là a và b thì a + b ⋮ 3
 Xét [image: ] 
[image: ]suy ra [image: ]
11. Xét n = 0 thì A = 1, không phải số nguyên tố .
 Xét với n = 1 thì A = 3 là số nguyên tố.
Xét n ≥ 2 .
Ta có [image: ]
[image: ].
Mà [image: ]
[image: ] và [image: ] nghĩa là A không phải là số nguyên tố với n ≥ 2. Vậy chỉ có n = 1 thỏa mãn.
12. Theo đề bài f(x) có dạng [image: ]
Ta có: [image: ]
                    [image: ]
Ta có: [image: ]
                                [image: ] 
                               [image: ]
Vậy f(7) – f(1) là hợp số.
13.
a) Ta có k2 + 3k + 5 = (k - 4)2 + 11(k - 1). Suy ra k2 + 3k + 5 chia hết cho 11 khi và chỉ khi (k - 4)2 chia hết cho 11. Do 11 là số nguyên tố nên điều này chỉ xảy ra khi k – 4 chia hết cho 11 hay k = 11t + 4 với t là số nguyên.
b) Giả sử có k nguyên sao cho (k2 + 3k + 5) chia hết cho 121. Khi đó (k2 + 3k + 5) chia hết cho 11. Theo câu a) thì k = 11t + 4, thay vào ta có :
k2 + 3k + 5 = (k - 4)2 + 11(k - 1) = 121t2 + 121t + 33 không chia hết cho 121 ( vì 33 không chia hết cho 121). Mâu thuẫn.
Vậy (k2 + 3k + 5) không chia hết cho 121.
14. Từ giả thiết ta có
[image: ]
[image: ] vì abc  ≠ 0
Ta có: [image: ]
                             [image: ].
15. Ta có [image: ]
- Nếu n chẵn [image: ].
   Nếu n lẻ [image: ].
-  Ta có n – 1; n; n + 1 là ba số nguyên liên tiếp nên [image: ]
- Nếu n ⋮ 5 thì A ⋮ 5
   Nếu n : 5 dư 1 hoặc 4 thì [image: ]
   Nếu n : 5 dư  2 hoặc 3  n2 : 5 dư 4 [image: ] .
Mà 3; 4; 5 nguyên tố cùng nhau từng đôi một nên A ⋮ 3.4.5 hay A ⋮60.
16. a) Ta có: [image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ].
b) Từ a + b + c ⋮ 6  P ⋮ 6
[image: ]ít nhất tồn tại một số chẵn [image: ].
17. Ta có [image: ]
Xét [image: ]
Mà [image: ].
- Nếu [image: ]
- Nếu a = 5k ± 1 thì [image: ].
- Nếu a = 5k ± 2 thì [image: ].
Vậy với a là số nguyên thì  a5 – a ⋮ 5.
Tương tự ta có [image: ]
[image: ]
Mà [image: ].
18.Ta có: [image: ]
[image: ]là các số nguyên liên tiếp [image: ](1)
Vì [image: ]là số chẵn nên ta đặt [image: ]([image: ]).
[image: ]
[image: ]là các số nguyên liên tiếp  [image: ][image: ] (2)
Từ (1) và (2)[image: ].
19.Ta có [image: ].
Với n là số tự nhiên thì 4n+1 chỉ có thể tận cùng là 4 hoặc 6  an +bn chỉ có thể  tận cùng là 6 hoặc 8 [image: ]không chia hết cho 5 [image: ]và bn không cùng chia hết cho 5. (1)
Xét  [image: ]    [image: ] [image: ] (vì 2n+1 lẻ)
[image: ] 
Từ (1) và (2) suy ra có một và chỉ một trong 2 số [image: ]hoặc [image: ]chia hết cho 5.  
[bookmark: _GoBack]  20.  Ta có p là số nguyên tố lớn hơn 3 nên [image: ] chia 3 dư 1
        [image: ] (1)
     Mặt khác p là số nguyên tố lớn hơn 3 nên [image: ] là hai số chẵn liên tiếp.
         [image: ] (2)
      * Mà (3,8)[image: ] 1, từ (1) và (2) suy ra điều phải chứng minh.

image6.wmf
13579

3

13579


image96.wmf
(

)

(

)

Pabcabcababc

éù

=+++++

ëû


image97.wmf
(

)

(

)

(

)

Pabcabcabababc

=++++++


image98.wmf
(

)

(

)

(

)

Pabcabcababc

=++++++


image99.wmf
(

)

(

)

Pabcabbcca

=++++


image100.wmf
abc6abc2a,b,c

++Þ++Þ

MM


image101.wmf
abc23abc6P3abc6

ÞÞÞ-

MMM


image102.wmf
(

)

555555

abcd5cd5

+++=+

M


image103.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

55555555

abcdabcdaabbccdd

+++-+++=-+-+-+-


image104.wmf
(

)

(

)

(

)

5422

aaaa1aa1a1

-=-=-+


image105.wmf
5

a5aa5

Þ-

MM


image7.wmf
10

3

2

10

10

10

10

27309

......

27309

27309

27309

+

+

+

+

=

A


image106.wmf
25

a15aa5

-Þ-

MM


image107.wmf
25

a15aa5

+Þ-

MM


image108.wmf
555

bb5;cc5;dd5

---

MMM


image109.wmf
(

)

5555

abcdabcd5

Þ+++-+++

M


image110.wmf
5555

abcd5abcd5

+++Þ+++

MM


image111.wmf
32

32(1)(2)

2424

aaaaaa

A

++++

==


image112.wmf
; 1; 2

aaa

++


image113.wmf
(1)(2)3

aaa

++

M


image114.wmf
a


image115.wmf
2

ak

=


image8.wmf
22

ab

+


image116.wmf
k

ÎN


image117.wmf
4(1)(21)(1)(21)

246

kkkkkk

A

++++

==


image118.wmf
;1

kk

+


image119.wmf
(1)2

kk

+

M


image120.wmf
(

)

(

)

124

aaa

++

M


image121.wmf
A

Î

Z


image122.wmf
(

)

n1

2n12n1

nn

ab2.222242

+

++

+=+=+=+


image123.wmf
nn

ab

Þ+


image124.wmf
n

a

Þ


image125.wmf
(

)

(

)

2n1n12n1n1

nn

a.b221221

++++

=++-+


image9.wmf
(

)

3

m20m

+


image126.wmf
(

)

(

)

22

211212122

21242.212

nnnnn

+++++

=+-=++-


image127.wmf
2n1

415

+

=+

M


image128.wmf
(

)

.5  2.

nn

ab

M


image129.wmf
2

p


image130.wmf
2

13

p

Þ-

M


image131.wmf
1;1

pp

-+


image132.wmf
2

(1)(1)818

ppp

Þ+-Þ-

MM


image133.wmf
=


image10.wmf
22

4a3ab11b

+-


image11.wmf
20122011

Ann1

=++


image12.wmf
3

x


image13.wmf
(

)

2

222222

abbccaabbcca

++=++


image14.wmf
333

abc

++


image15.wmf
(

)

(

)

24

Annn1

=-


image16.wmf
(

)

(

)

(

)

Pabbccaabc

=++++


image17.wmf
,,,

abcd


image18.wmf
5555

4()

abcd

+=+


image19.wmf
abcd

+++


image20.wmf
32

24812

aaa

A

=++


image21.wmf
a


image22.wmf
A


image23.wmf
211

221

nn

n

a

++

=++


image24.wmf
211

221

nn

n

b

++

=-+


image25.wmf
n


image26.wmf
n

a


image27.wmf
n

b


image28.wmf
2

124

p

-

M


image29.wmf
2

nn1

Þ++


image30.wmf
(

)

(

)

3

nnnn1n1

-=-+


image31.wmf
3

nn2

-

M


image32.wmf
3

nn3

-

M


image33.wmf
33

nn6nn2

Þ-Þ-+

M


image34.wmf
(

)

(

)

3

nnnn1n1

-=-+


image35.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

212224211

kkkkkk

++=++


image36.wmf
(

)

(

)

(

)

kk1242k1kk18

Þ+Þ++

MM


image37.wmf
(

)

(

)

42k1kk13

++

M


image38.wmf
3

nn24

-

M


image39.wmf
(

)

(

)

(

)

22

2a3b2b3a6ab13ab

++=++


image40.wmf
22

ab13

+

M


image41.wmf
13ab13

M


image42.wmf
(

)

22

6ab13ab13

++

M


image43.wmf
(

)

(

)

2a3b2b3a13

Þ++

M


image44.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

333333

abcabcaabbcc

++-++=-+-+-


image45.wmf
---

MMM

333

aa3; bb3; cc3


image46.wmf
(

)

(

)

333

abcabc3

Þ++-++

M


image47.wmf
(

)

333

abc3

++

M


image48.wmf
(

)

abc3

++

M


image49.wmf
nn

abab

--

M


image50.wmf
nnnn

2903803290380329038032100

--Þ-

MM


image51.wmf
nnnn

464261464261464261203

--Þ-

MM


image52.wmf
(

)

nnnn

21007;203729038034642617

Þ---

MMM


image53.wmf
nnnn

2903464290346429034642439

--Þ-

MM


image54.wmf
nnnn

803261803261803261542

--Þ-

MM


image55.wmf
MM

2439271; 542271


image2.wmf
(

)

(

)

nn

abab

--

M


image56.wmf
(

)

nnnn

2903464803261271A271

Þ---Þ

MM


image57.wmf
332

m20m8k40k8k(k5)

+=+=+


image58.wmf
(

)

2

8k168kk516

ÞÞ+

MM


image59.wmf
(

)

(

)

222

5285168516

kkkk

Þ+Þ+Þ+

MMM


image60.wmf
(

)

2

8kk53

Þ+

M


image61.wmf
22

31961

kmkmm

=±Þ=±+


image62.wmf
(

)

222

k59m6m638kk53

Þ+=±+Þ+

MM


image63.wmf
(

)

2

8kk548

+

M


image64.wmf
(

)

2

m20m

+


image65.wmf
22222

4a3ab11b4a3abb10b

+-=+--


image3.wmf
(

)

nnnnn

257435

+-+


image66.wmf
(

)

(

)

2

4abab10b

=-+-


image67.wmf
(

)

(

)

2

4a3ab11b54abab5

+-Û-+

MM


image68.wmf
(

)

4ab55aab5ab5

-Û-+Û+

MMM


image69.wmf
(

)

(

)

(

)

4422

abababab

-=++-


image70.wmf
44

ab5

-

M


image71.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

3

3322

3a3

ababaabbababb

éù

+=+-+=++-

êú

ëû

M


image72.wmf
(

)

(

)

2

abab3ab9

éù

Þ++-

êú

ëû

M


image73.wmf
33

ab9

+

M


image74.wmf
2012220112

Annnnnn1

=-+-+++


image75.wmf
(

)

(

)

(

)

23.6703.6702

nn1nn1nn1

=-+-+++


image4.wmf
(

)

+-+=+--

nnnnnnnnn

2574352571220


image76.wmf
(

)

670

3.67033323.6702

n1n1n1;n1nn1n1nn1

-=---++Þ-++

MMM


image77.wmf
22

Ann1;nn11

Þ++++>

M


image78.wmf
2

nn1A

++<


image79.wmf
32

()ax  ()

fxbxcxda

+

=+++Î

¢


image80.wmf
3322

2020(5)(3)(53)(53)(53)

ffabc

=-=-+-+-


image81.wmf
98162

162(202098)

abc

bca

=++

Þ+=-


image82.wmf
3322

(7)(1)(71)(71)(71)

ffabc

-=-+-+-


image83.wmf
342a486

bc

=++


image84.wmf
(

)

(

)

342a3162

342a3.202098a606048a3

bc

=++

=+-=+

M


image85.wmf
222222222222222

abbcca2abc2bca2bcaabbcca

+++++=++


image5.wmf
(

)

(

)

nnnn

A25201275

=---

M


image86.wmf
(

)

2abcabc0abc0

Þ++=Þ++=


image87.wmf
(

)

++=+-+

3

33333

abcabab


image88.wmf
(

)

=+----=-+=

M

333223

aba3ab3abb3abab3abc3


image89.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22222

Annn1n1nn1n1n1

=-+=-++


image90.wmf
2

n4A4

ÞÞ

MM


image91.wmf
(

)

(

)

n1n14A4

Þ-+Þ

MM


image92.wmf
(

)

(

)

n1nn13A3

-+Þ

MM


image93.wmf
(

)

(

)

n1n15A5

-+Þ

MM


image94.wmf
2

n15A5

Þ+Þ

MM


image95.wmf
(

)

(

)

2

Pabbcabcacabc

=+++++


