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I. 
Sử dụng bất đẳng thức cổ điển để giải phương trình vô tỷ

II.
Đưa về tổng các số không âm hoặc dạng 
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I.  Sử dụng bất đẳng thức cổ điển để giải phương trình vô tỷ
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 Lúc đó, nghiệm là tất cả các giá trị 
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Lúc đó, nghiệm của phương trình là các giá trị 
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2.  Các bất đẳng thức cổ điển thường được sử dụng
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  Bất đẳng thức Cauchy:
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  Bất đẳng thức Cauchy – Schwarz (Bunhiacôpxki):
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  Bất đẳng thức véctơ: cho 
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♦  Lưu ý. Thông thường, tôi sẽ sử dụng casio để đi tìm nghiệm của phương trình (điểm rơi). Dựa vào điểm rơi này để ghép hợp lý khi sử dụng BĐT.

Các ví dụ sử dụng bất đẳng thức Cauchy, Cauchy – Schwarz
Ví dụ 203. Giải phương trình: 
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Tạp chí Toán Học & Tuổi Trẻ số 402
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 hằng số, đó là dấu hiện nhận dạng sử dụng bất đẳng thức Cauchy hoặc Cauchy – Schwarz. Nếu sử dụng Cauchy, thì chỉ số căn thức bấy nhiêu thì trong căn sẽ có bấy nhiêu hạng tử tích số bằng nhau. Đối với căn thức 
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 có một hạng tử, cần thêm một hạng tử hằng số dạng 
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Điều kiện: 
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(  Lời giải 1.  Sử dụng Cauchy dạng 
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 nên nghiệm phương trình 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất 
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(  Lời giải 2.  Sử dụng Cauchy – Schwarz dạng 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 204. Giải phương trình: 
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Đề nghị Olympic 30/04/2014 – THPT Nguyễn Văn Linh – Phú Yên
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 Sử dụng casio, tìm được nghiệm duy nhất của phương trình là 
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 Từ đó có lời giải chi tiết như sau:
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Do đó nghiệm của phương trình 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 205. Giải phương trình: 
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Đề nghị Olympic 30/04/2014 – Chuyên Lê Quý Đôn – Ninh Thuận

Phân tích. Phương trình 
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 và sử dụng casio, tìm được nghiệm duy nhất của phương trình là 
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Từ (2), (3), suy ra nghiệm (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) và (3) đồng thời xảy ra 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 206. Giải phương trình: 
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Phân tích.  Sử dụng casio, tìm được phương trình có nghiệm duy nhất 
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 Hình thức bài toán khó cho việc sử dụng liên hợp, hoặc hàm số nên ta sẽ nghĩ đến việc sử dụng bất đẳng thức. Nhưng nếu sử dụng Cauchy thì biểu thức trong căn thức (bậc ba) phải dương. Với điều kiện 
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Dấu 
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 nên nghiệm 
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Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 207. Giải phương trình: 
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Phân tích. Sử dụng casio, nhận thấy phương trình có nghiệm duy nhất 
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(  Lời giải 1.  Sử dụng Cauchy dạng 
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Dấu 
[image: image152.wmf]""

=

 trong (3) xảy ra khi và chi khi dấu 
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Ta lại có: 
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 nên nghiệm phương trình 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất 
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(  Lời giải 2.  Sử dụng Cauchy – Schwarch dạng 
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Từ 
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 suy ra nghiệm phương trình là các giá trị làm dấu 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất 
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x

=


Ví dụ 208. Giải phương trình: 
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(  Lời giải 1.  Sử dụng bất đẳng thức Cauchy.
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Suy ra: 
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Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Suy ra nghiệm làm cho dấu đẳng thức trong (5) xảy ra:
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Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 209. Giải phương trình: 
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 nên có nghiệm của phương trình đã cho là tất cả các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (1), (2) đồng thời xảy ra 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 210. Giải phương trình: 
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Suy ra nghiệm của phương trình 
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 là tất cả các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (1) xảy ra 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm là 
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Suy ra nghiệm của phương trình là các giá trị làm cho dấu 
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 trong (1), (2), (3) đồng thời xảy ra 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 212. Giải phương trình: 
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Phân tích. Sử dụng casio, tìm được phương trình có nghiệm duy nhất 
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Dấu 
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Ta lại có: 
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Từ 
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Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 213. Giải phương trình: 
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Phân tích. Sử dụng casio tìm được phương trình có nghiẹm duy nhất 
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Nghiệm phương trình (1) là các giá trị làm cho dấu 
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 trong (2), (3) đồng thời xảy ra 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 214. Giải phương trình: 
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(  Lời giải.  Điều kiện: 
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Suy ra nghiệm của phương trình (2) là các giá trị làm cho dấu 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Phân tích. Sử dụng casio, tìm được nghiệm duy nhất của phương trình là 
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Dấu 
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 trong (1) xảy ra khi và chỉ khi 
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 xảy ra khi và chỉ khi 
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Lấy (1) nhân (2) theo vế, suy ra: 
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Dấu đẳng thức xảy ra khi 
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Từ (3), (4), suy ra: 
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[image: image330.wmf]1.

x

Û=


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 216. Giải phương trình: 
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5(49)

2(5)13310

2106431

xx

xxx

xx

++

+-+-=

-+++


(  Lời giải.  Điều kiện: 
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Từ (1), (2), suy ra nghiệm phương trình tại vị trí dấu 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 217. Giải phương trình: 
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Đề nghị Olympic 30/04/2014 – Chuyên Lê Quý Đôn – Vũng Tàu

(  Lời giải.  Điều kiện: 
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Lấy 
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Do đó nghiệm của phương trình (3) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức của (6), (7) đồng thời xảy ra 
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 dấu đẳng thức ở (4), (5), (7) đồng thời xảy ra, tức:
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 218. Giải phương trình: 
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Phân tích. Để ý các biểu thức trong và ngoài căn có thể đưa về dạng hằng đẳng thức dạng 
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Suy ra nghiệm phương trình đã cho là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong 
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 đồng thời xảy ra 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 219. Giải phương trình: 
[image: image370.wmf]3
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Đề thi thử THPT Quốc Gia 2015 lần 2 – THPT Chuyên Đại học Vinh

(  Lời giải.  Điều kiện: 
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Dấu đẳng thức trong (2) xảy ra khi và chỉ khi 
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Do đó 
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Dấu đẳng thức trong (4) xảy ra khi và chỉ khi 
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Suy ra nghiệm của phương trình (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) và trong (4) đồng thời xảy ra 
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Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là 
[image: image391.wmf]2, 0, 2.
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(  Các ví dụ sử dụng bất đẳng thức véctơ

Ví dụ 220. Giải phương trình: 
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2521029

xxxx

-++++=

            
[image: image393.wmf]()

*


Phân tích. Các biểu thức trong căn thức đưa được về dạng bình phương, nhưng ta sẽ không làm được như ví dụ trên do điểm rơi của bài toán là 
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 Tức biến đổi phương trình 
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Mà ta luôn có: 
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Từ 
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Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 
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Ví dụ 221. Giải phương trình: 
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(  Lời giải.  Tập xác định: 
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Từ 
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Kết luận: phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: 
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Ví dụ 222. Giải phương trình: 
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Phân tích. Phương trình 
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Trong mặt phẳng tọa độ 
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Kết luận: phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: 
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Ví dụ 223. Giải: 
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(  Lời giải.  Tập xác định: 
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Ta luôn có: 
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Kết luận: phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: 
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Ví dụ 224. Giải phương trình: 
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Phân tích. Phương trình 
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Từ 
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Kết luận: phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: 
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Nhận xét. Qua các ví dụ, nhận thấy dấu hiệu nhận dạng giải phương trình vô tỷ bằng các bất đẳng thức 
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 là các biểu thức trong căn đều có thể biến đổi được về dạng: 
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 Lúc đó, ta cần chọn tọa độ véctơ dựa vào 
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 theo công thức tính môđun véctơ hợp lý.

Ví dụ 225. Giải phương trình: 
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 Khi đó hiển nhiên liên quan đến bất đẳng thức véctơ dạng:  
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Suy ra: 
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 suy ra nghiệm của phương trình là các giá trị làm cho dấu 
[image: image500.wmf]""

=

 trong 
[image: image501.wmf](

)

2

 xảy ra 
[image: image502.wmf], 

uv

Û

rr

 cùng chiều 
[image: image503.wmf]1

432

324

x

xxx

xx

Û=Û-=+

+-




[image: image504.wmf]2

0

(4)22

x

xxx

ì

³

ï

Û

í

-=+

ï

î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image505.wmf]32

0

4320

x

xxx

ì

³

ï

Û

í

-++=

ï

î

 
[image: image506.wmf]2

x

Û=

 hoặc 
[image: image507.wmf]12.

x

=+


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có hai nghiệm là 
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Ví dụ 226. Giải phương trình: 
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(  Lời giải.  Điều kiện: 
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Ví dụ 227. Giải phương trình: 
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(  Lời giải.  Điều kiện: 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất: 
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