Chuyên đề 25.
 
GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT VÀ GIÁ TRỊ LỚN NHẤT CỦA BIỂU THỨC
A. Kiến thức cần nhớ
1. Xét trong tập xác định (D):
a) Hằng số a là giá trị lớn nhất của A(x) với 
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b) Hằng số b là giá trị nhỏ nhất của B(x) với 
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c) Hằng số a là giá trị lớn nhất của A(x, y,…_) với 
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nếu 
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Ký hiệu: 
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d) Hằng số b là giá trị nhỏ nhất của 
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Ký hiệu: 
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2. Định lý về cực trị:
a) Nếu tổng hai số dương không đổi thì tích của chúng lớn nhất khi và chỉ khi hai số đó bằng nhau.

b) Nếu tích của hai số dương không đổi thì tổng của chúng nhỏ nhất khi và chỉ khi hai số đó bằng nhau.

3. Một số bất đẳng thức hay dùng: (đã nêu trong chuyên đề 21)

a. Bất đẳng thức Cauchy.

b. Bất đẳng thức Bunhiacôpxki.

c. Bất đẳng thức về giá trị tuyệt đối.

d. Bất đẳng thức tam giác.
B. Một số ví dụ
1. Dạng tam thức bậc hai và đưa về tam thức bậc hai
Ví dụ 1: 
a) Tìm giá trị lớn nhất của 
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b) Tìm giá trị nhỏ nhất của 
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c) Tìm giá trị nhỏ nhất của 
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* Tìm lời giải: 

Để tìm giá trị lớn nhất của A(x) ta phân tích A(x) thành một số a trừ đi bình phương một tổng (hoặc hiệu). Từ đó tìm 
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Khi ấy 
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Để tìm giá trị nhỏ nhất của B(x) ta phân tích B(x) thành bình phương một tổng (hoặc hiệu) trừ đi một số b. Từ đó tìm 
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Khi ấy 
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Giải
a) 
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Do 
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b) 
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Do 
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Do đó 
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c) 
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Do đó 
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2. Dạng đa thức một biến bậc lớn hơn hai
Ví dụ 2: 
a) Tìm giá trị nhỏ nhất của 
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b) Tìm giá trị lớn nhất của 
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* Tìm cách giải: 

a) Sử dụng tách hoặc thêm bớt để biến đổi biểu thức làm xuất hiện các bình phương một nhị thức.

b) Hoán vị và nhân từng cặp làm xuất hiện các biểu thức có phần giống nhau 
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Giải
a) 
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Nên 
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b) 
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Đặt 
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Vậy 
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3. Dạng đa thức nhiều biến bậc hai
Ví dụ 3: 
a) Tìm giá trị nhỏ nhất của  
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b) Tìm x, y, z để đa thức 
[image: image47.wmf](x,y,z)
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* Tìm cách giải: 

a) Biến đổi biểu thức thành tổng các bình phương các nhị thức với một hằng số

b) Dùng tách, thêm bớt các hạng tử làm xuất hiện bình phương các biểu thức. Sử dụng hằng đẳng thức:
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Giải
a) 
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Do 
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Do đó 
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b) 
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Do đó 
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4. Dạng phân thức
Ví dụ 4: 
a) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image58.wmf]2
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b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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c) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
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Giải
a) Do 
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Vậy 
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b) 
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Vậy 
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c) 
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Do 
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 Vậy 
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5. Dạng chứng minh giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của biểu thức
Ví dụ 5: 
a) Chứng minh giá trị lớn nhất của 
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b) Chứng minh giá trị nhỏ nhất của 
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* Tìm cách giải:

+ Phương pháp chứng minh 
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Chứng minh 
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+ Phương pháp chứng minh 
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Chứng minh 
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Giải
a) Ta chứng minh 
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Hiển nhiên đúng. Dấu “=” xảy ra 
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b) Ta chứng minh 
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Hiển nhiên đúng. Dấu “=” xảy ra 
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6. Dạng cùng tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của một biểu thức
Ví dụ 6: Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức 
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Tìm cách giải: Biến đổi biểu thức M để có 
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Giải
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Do đó 
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Do đó 
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7. Dạng bài tập áp dụng định lý, tính chất về cực trị
Ví dụ 7: Chứng minh định lý:

1) Nếu tổng hai số dương không đổi thì tích của chúng lớn nhất khi và chỉ khi hai số đó bằng nhau.

2) Nếu tích của hai số dương không đổi thì tổng của chúng nhỏ nhất khi và chỉ khi hai số đó bằng nhau.

Áp dụng:

a) Tìm giá trị nhỏ nhất của 
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b) Cho 
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Giải
Gọi 2 số dương là a và b
Ta có 
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1) Nếu 
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2) Nếu 
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Áp dụng:

a) 
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Ta có với 
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 Phương trình có 2 nghiệm 
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Nghiệm 
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b) Xét 
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 không đổi nên tích của chúng lớn nhất khi và chỉ khi hai số đó bằng nhau.
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Ví dụ 8: Chứng minh tổng một số dương với nghịch đảo của nó có giá trị nhỏ nhất là 2.
Áp dụng:

a) Với 
[image: image128.wmf],0
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b) Với 
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Giải

Gọi số dương là 
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 . Thì số nghịch đảo của nó là 
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Ta có tích 
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a) 
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Vậy 
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b) Ta có 
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Theo chứng minh trên ta có 
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Nên 
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8. Dạng bài tập các biến bị ràng buộc bởi các hệ thức
Ví dụ 9: Cho 
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a) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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b) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
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c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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Giải
a) Cách 1: 
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Mặt khác 
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Do đó cộng vế với vế của ba bất đẳng thức cùng chiều này ta được:
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Vậy 
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Cách 2:Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacôpxki cho bộ 3 số 1, 1, 1 và x, y, z ta có 
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Từ đó 
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Vậy 
[image: image159.wmf]min122.

Axyz

=Û===

 

b) Theo a) ta có 
[image: image160.wmf]236

AB

+=

 và 
[image: image161.wmf]3236

ABBAB

³Þ£+=

 nên 
[image: image162.wmf]12

B

£


  
[image: image163.wmf]max122.

Þ=Û===

Bxyz


c) Ta có 
[image: image164.wmf]236

AB

+=

 mà 
[image: image165.wmf]12

B

£

 nên:


[image: image166.wmf]2243648min(2)122.

ABABBABxyz
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9. Dạng bài chứa dấu giá trị tuyệt đối
Ví dụ 10: 
a) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image167.wmf]194529

2015

x

A

--

=

 

b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image168.wmf]25211.

Bxx

=-+-

 

c) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image169.wmf]2

45816(58).

Cxx

=----

 
Giải
a) Ta luôn có: 
[image: image170.wmf],290

xx

"-³

 do đó 
[image: image171.wmf]1945291945

x

--£

 và 
[image: image172.wmf]194529

1945

.

20152015

x

A
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Dấu “=” xảy ra 
[image: image173.wmf]2904,5

xx

Û-=Û=

 

Do đó 
[image: image174.wmf]1945389

max4,5

2015403

Ax

==Û=

 

b) Cách 1: Sử dụng 
[image: image175.wmf].

abab

+³+

 Dấu “=” xảy ra 
[image: image176.wmf]0

ab

Û³

 

Ta có: 
[image: image177.wmf]2521125112(25)(112x)6

Bxxxxx

=-+-=-+-³-+-=

 

Vậy 
[image: image178.wmf]6

B

³

 . Dấu “=” xảy ra 
[image: image179.wmf](25)(112)0

xx

Û--³

 

Lập bảng xét dấu:

	x
	                         2,5                          5,5

	
[image: image180.wmf]25
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[image: image181.wmf]112
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	            +             |               +              0          -

	Vế trái
	·          0              +              0          - 



[image: image182.wmf](25)(112)02,55,5
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Do đó 
[image: image183.wmf]min62,55,5

Bx

=Û££


Cách 2: Lập bảng xét giá trị tuyệt đối:
	x
	                      2,5                        5,5

	
[image: image184.wmf]25

x
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[image: image185.wmf]52
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           0          
[image: image186.wmf]25
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        |         
[image: image187.wmf]25
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[image: image188.wmf]211
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[image: image189.wmf]112
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          |          
[image: image190.wmf]112

x
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       0        
[image: image191.wmf]211

x
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* Với 
[image: image192.wmf]2,5

x

<

  ta có 
[image: image193.wmf]1646(1)

Bx
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* Với 
[image: image194.wmf]2,55,5

x

££

 thì 
[image: image195.wmf]6(2)

B

=


* Với 
[image: image196.wmf]5,5

x

>

 ta có 
[image: image197.wmf]4166(3)

Bx

=->


Từ (1), (2), (3) ta có 
[image: image198.wmf]min62,55,5

Bx
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c) Đặt 
[image: image199.wmf]58

xy

-=

 thì

[image: image200.wmf]2
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Vậy 
[image: image201.wmf]max1225822;1,2.

Cyxxx

=-Û=Û-=Û==

   
C. Bài tập vận dụng
Dạng tam thức bậc hai và đưa về tam thức bậc hai
25.1. Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức:
a) 
[image: image202.wmf]2

()4815.

Axxx

=++

 

b) 
[image: image203.wmf]2222

()(1)(2)(3)(4).

=++-+--+

Ayyyyy

 

c) 
[image: image204.wmf]32

()(2)(2)(z24).

=+--++

Azzzz

 
Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image205.wmf](
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 Vậy 
[image: image206.wmf]min()111

Axx

=Û=-

 
b) 
[image: image207.wmf]22

()21622(4)3434,.

Ayyyyy

=--=--³-"

 Vậy 
[image: image208.wmf]min()344.

Ayy

=-Û=

 

c) 
[image: image209.wmf]22

()612166(1)1010,.

Azzzzz

=++=++³"

 Vậy 
[image: image210.wmf]min()101.

Azz

=Û=-

 
25.2. Tìm giá trị lớn nhất của các biểu thức:
a) 
[image: image211.wmf]2

()156.

Bxxx

=+-

 

b) 
[image: image212.wmf]22222

()(2)2(1)(2)(2)

=-+-+-+

Byyyyy

 

c) 
[image: image213.wmf]2
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image214.wmf]22

()24(69)24(3)24,.

=--+=--£"

Bxxxxx

 
Vậy 
[image: image215.wmf]max()243.

Bxx

=Û=

 

b) 
[image: image216.wmf]22

()2410122(1)12,.

Byyyyy

=--+=-+£"

 

Vậy 
[image: image217.wmf]max()121

Byy

=Û=-

 

c) Rút gọn 
[image: image218.wmf]2222
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111...1

2341020

æöæöæöæö
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ç÷ç÷ç÷ç÷
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 ( bạn đọc tự rút gọn)

Lưu ý 
[image: image219.wmf]222
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Do đó 
[image: image220.wmf]22
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Bzzzzz

 

Vậy 
[image: image221.wmf]max()401.

Bzz

=-Û=

 

Dạng đa thức một biến bậc lớn hơn hai
25.3. 
a) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image222.wmf]2

(3)(5)(817)

Cxxxx

=---+

 

b) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image223.wmf]32

(1)(114155).

Dxxxx

=--+-

 

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image224.wmf]22

(918)(2)1.

Exxxx

=+++-+

 

d) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image225.wmf]44

2018(2014)(2016).

Fxx

éù

=--+-

ëû

 
Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image226.wmf]22

(815)(817)

Cxxxx

=-+-+

 
Đặt 
[image: image227.wmf]2
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xxy
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 ta có 
[image: image228.wmf](
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Vậy 
[image: image229.wmf](
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b) 
[image: image230.wmf](
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Đặt 
[image: image231.wmf]2
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 ta có 
[image: image232.wmf](
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Vậy 
[image: image233.wmf]2
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c) 
[image: image234.wmf]22

(6)(3)(2)(x1)1(x56)(56)1

Exxxxxx

=+++-+=+-+++

 

Đặt 
[image: image235.wmf]2

5

xxy
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 ta có 
[image: image236.wmf]2

(6)(6)136135,

Eyyyy
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Vậy 
[image: image237.wmf]2

min3505(5)00;5.

Eyxxxxxx

=-Û=Û+=+=Û==-

 

d) Đặt 
[image: image238.wmf]2015

xy

-=

 thì 
[image: image239.wmf](
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Áp dụng hằng đẳng thức 
[image: image240.wmf](

)

4

432234
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abaabababb
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 ta có 


[image: image241.wmf]4242

20182(61)20162(6)2016,

Fyyyyy

=-++=-+£"

 
Vậy 
[image: image242.wmf]max201602015.

Fyx

=Û=Û=

 
Dạng đa thức nhiều biến bậc hai
25.4.
a) Tìm 
[image: image243.wmf],

xy

để biểu thức sau đạt giá trị nhỏ nhất và tìm giá trị đó:


[image: image244.wmf]22

(,)241222.

Mxyxxyyy

=-+++

 

b) Tìm 
[image: image245.wmf],

xy

để biểu thức sau đạt giá trị lớn nhất và tìm giá trị đó:


[image: image246.wmf]22

(,)20063226

Nxyxyxyxy

=----+

 

c) Tìm 
[image: image247.wmf],,

xyz

để biểu thức sau đạt giá trị lớn nhất và tìm giá trị đó:


[image: image248.wmf]222

(,,)1246

Pxyzxyzxyz

=---+++

 

d) Tìm 
[image: image249.wmf],,,

xyzt

để biểu thức sau đạt giá trị nhỏ nhất và tìm giá trị đó:


[image: image250.wmf]2222

(,,,)()2246113.

Qxyztxyzxytxtyt

=++++++--+

 
Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image251.wmf](
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Do đó 
[image: image252.wmf](
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b) 
[image: image253.wmf](
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Do đó 
[image: image254.wmf](
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c) 
[image: image255.wmf](
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Do đó 
[image: image256.wmf](
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d) 
[image: image257.wmf](
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Do đó 
[image: image258.wmf](
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25.5. 
a) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:


[image: image259.wmf]2222
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Rxxxxxxxx
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b) Với 
[image: image260.wmf]nN

Î

 và 
[image: image261.wmf]1

n

>

 . Tìm giá trị nhỏ nhất của:


[image: image262.wmf]2222222
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c) Với 
[image: image263.wmf]nN

Î

 và 
[image: image264.wmf]1.

n

>

 Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

[image: image265.wmf]22322222
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Hướng dẫn giải – đáp số
a) 
[image: image266.wmf](
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[image: image267.wmf](
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b) Ta có 
[image: image268.wmf](
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Do đó 
[image: image269.wmf](
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Do đó 
[image: image270.wmf]123
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c) Ta có 
[image: image271.wmf](
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 Do đó: 


[image: image272.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2222

123

100123...100,

ni

Txxxxnx

=---------£"

 

Do đó 
[image: image273.wmf](
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Dạng phân thức
25.6. 
a) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image274.wmf]2
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b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
[image: image275.wmf]2

50

.

46

B

xx

-

=

-+

 
c) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image276.wmf]22
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image277.wmf]2
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. Vậy 
[image: image278.wmf]max100,25
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b) 
[image: image279.wmf]22
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. Vậy 
[image: image280.wmf]min252.

Bx

=-Û=

 
c) 
[image: image281.wmf]22
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. Vậy 
[image: image282.wmf]1
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25.7. 
a) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image283.wmf]2
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b) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image284.wmf]2
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c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image285.wmf]2
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d) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image286.wmf]2
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image287.wmf]222
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. Vậy 
[image: image288.wmf]min41.
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b) 
[image: image289.wmf]2
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Do 
[image: image290.wmf]x
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 ta có 
[image: image291.wmf]2
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c) 
[image: image292.wmf]2
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 Vậy 
[image: image293.wmf]min22.
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d) 
[image: image294.wmf]2
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25.8. 
a) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image295.wmf]2
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b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image296.wmf]2
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 với 
[image: image297.wmf]2.
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Với 
[image: image298.wmf]22
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 Đặt 
[image: image299.wmf]1
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Ta có 
[image: image300.wmf]2
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Vậy 
[image: image301.wmf]31
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 hay 
[image: image302.wmf]1.
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b) 
[image: image303.wmf]22
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 với 
[image: image304.wmf]1
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 và với 
[image: image305.wmf]2.
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 Vậy 
[image: image306.wmf]min()21
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 hay 
[image: image307.wmf]3.
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Dạng chứng minh giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của biểu thức

25.9. 
a) Chứng minh giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image308.wmf]2
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Axx

=-+

 là 6 khi và chỉ khi 
[image: image309.wmf]3.

x

=

 
b) Chứng minh giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image310.wmf]2
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 là 8 
[image: image311.wmf]2.
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c) Cho 
[image: image312.wmf]2

2

2

y

C

y

1+

=

+

 chứng minh rằng: 
[image: image313.wmf]max11
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 và 
[image: image314.wmf]min0,52.
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Hướng dẫn giải – đáp số

a) Ta chứng minh 
[image: image315.wmf]6,.
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 Thật vậy

[image: image316.wmf]222
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  đúng 
[image: image317.wmf].
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Dấu “=” xảy ra 
[image: image318.wmf]3.
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b) Ta chứng minh 
[image: image319.wmf]8,.

Bx

£"

 Thật vậy: 
[image: image320.wmf],
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 ta có:
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Hiển nhiên đúng. Dấu “=’ xảy ra 
[image: image322.wmf]2.
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c) Xét 
[image: image323.wmf]22
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 Như vậy 
[image: image324.wmf]1,,
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 dấu “=” xảy ra 
[image: image325.wmf]1
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  nghĩa là 
[image: image326.wmf]max11.
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Xét 
[image: image327.wmf](
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 Như vậy 
[image: image328.wmf]0,5,,
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 dấu “=” xảy ra 
[image: image329.wmf]2
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 nghĩa là 
[image: image330.wmf]minC0,5y2.
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25.10. Chứng minh rằng với 
[image: image331.wmf],

xZ

Î

 các biểu thức:
a) 
[image: image332.wmf]30
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 có giá trị lớn nhất là 
[image: image333.wmf]303.
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b) 
[image: image334.wmf]26
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x

B

x

-

=

-

 có giá trị lớn nhất là 
[image: image335.wmf]242.

x

Û=

 

c) 
[image: image336.wmf]975

1945

x

C

x

1-

=

-

 có giá trị nhỏ nhất là 
[image: image337.wmf]311944.

x

-Û=

 
Hướng dẫn giải – đáp số
a) Với 
[image: image338.wmf]4

x

>

 thì 
[image: image339.wmf]0.

A

<

 Với 
[image: image340.wmf].

xZ

Î

 
Xét 
[image: image341.wmf]4

x

<

 thì mẫu 4 – x là số nguyên dương. Phân số A có tử và mẫu đều dương, tử bằng 30 không đổi nên A lớn nhất
[image: image342.wmf]Û

 mẫu (4 – x) là số nguyên dương nhỏ nhất.

Do đó 
[image: image343.wmf]413

xx

-=Û=

 Khi đó 
[image: image344.wmf]30

A

=

 . Vậy 
[image: image345.wmf]max303,

Ax

=Û=


b) Với 
[image: image346.wmf]3

x

¹

 thì 

[image: image347.wmf]26(3)232323

11

3333

---

===-=+

----

xx

B

xxxx

 

B lớn nhất khi 
[image: image348.wmf]23

3

x

-

 lớn nhất. Nếu 
[image: image349.wmf]3

x

>

 thì 
[image: image350.wmf]23

0

3

x

<

-

 

Nếu 
[image: image351.wmf]3

x

<

 thì 
[image: image352.wmf]23

0

3

x

>

-

 nên 
[image: image353.wmf]23

3

x

-

 lớn nhất 
[image: image354.wmf](3)

x

Û-

 nhỏ nhất


[image: image355.wmf]30

3

(3)

->

ì

ï

-

í

ï

-Î

î

x

x

xZ

 nhỏ nhất 
[image: image356.wmf]31

x

Þ-=

 hay 
[image: image357.wmf]2.

x

=

 

Khi đó 
[image: image358.wmf]max242

Bx

=Û=

 

c) Với 
[image: image359.wmf]1945

x

¹

 thì 
[image: image360.wmf]197530(1945)30

1

194519451945

xx

C

xxx

---

===-

---

 

Đặt 
[image: image361.wmf]30

1945

E

x

=

-

 Ta có: C nhỏ nhất 
[image: image362.wmf]E

Û

 nhỏ nhất

* Với 
[image: image363.wmf]1945

x

>

 thì 
[image: image364.wmf]0

E

>

 

* Với 
[image: image365.wmf]1945

x

<

 thì 
[image: image366.wmf]0

E

<

 nên C nhỏ nhất 
[image: image367.wmf]Û

 số đối của E lớn nhất 
[image: image368.wmf]30

1945

x

Û

-

 lớn nhất. Do 
[image: image369.wmf]19450

x

->

 nên 
[image: image370.wmf]30

1945

x

-

 lớn nhất 
[image: image371.wmf](1945)

x

Û-

 nhỏ nhất 


[image: image372.wmf]19450

(1945)

1945

x

x

xZ

->

ì

ï

-

í

ï

-Î

î

 nhỏ nhất 
[image: image373.wmf]19451.

x

Þ-=

 Khi đó 
[image: image374.wmf]31.

C

=-

 

Vậy 
[image: image375.wmf]min311944.

Cx

=-Û=

 
Dạng cùng tìm giá tị lớn nhất và nhỏ nhất của một biểu thức
25.11. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của các biểu thức:
a) 
[image: image376.wmf]2

61

.

92

x

D

x

+

=

+

 




b) 
[image: image377.wmf]2

2

46

.

23

xx

E

xx

++

=

++

 
c) 
[image: image378.wmf]2

2

222

21

xx

G

xx

++

=

++

với 
[image: image379.wmf]0.

x

³

 


d) 
[image: image380.wmf]Kxy

=+

 với 
[image: image381.wmf]2

50.

xy

2

+=

 
Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image382.wmf]222

22

(92)(961)(31)

11.

9292

+--+-

==-£"

++

xxxx

Dx

xx

 
Do đó 
[image: image383.wmf]1

max1

3

Dx

=Û=

 


[image: image384.wmf]222

222

122(9124)(92)(32)11

,

2(92)2(92)2(92)22

+++-++

===-³-"

+++

xxxxx

Dx

xxx

 

Do đó 
[image: image385.wmf]12

min.

23

Dx

=-Û=-

 

b) 
[image: image386.wmf]222

22

2(23)

22,

2323

xxxx

Ex

xxxx

++-

==-£"

++++

 
Do đó 
[image: image387.wmf]max20

Ex

=Û=

 


[image: image388.wmf]2222

222

2812(23)(x69)1(3)1

,

2(23)2(23)22(23)2

xxxxxx

Ex

xxxxxx

++++++++

===+³"

++++++

 

Do đó 
[image: image389.wmf]1

min3

2

Ex

=Û=-

 

c) 
[image: image390.wmf]2

2

2(1)2

2,0

(1)

1

1

xx

Gx

x

xxx

xx

2

++

==£"³

+++

+

++

 

Vậy 
[image: image391.wmf]maxG2x0

=Û=

 

* Xét với 
[image: image392.wmf]0

x

>

 thì 
[image: image393.wmf]2

22

242222

22

1

2121

2

xxxx

G

xxxx

x

x

++-

==-=-

++++

++

 

Do 
[image: image394.wmf]1

2

x

x

+³

 nên 
[image: image395.wmf]23

2,0.

1

2

2

-³">

++

x

x

x

 Vậy 
[image: image396.wmf]min1,51.

Gx

=Û=

 

d) Ta có 
[image: image397.wmf]22222

2()2()100

xyxyxyxy

£+Þ+£+=

 


[image: image398.wmf]101010

xyxy

Þ+£Þ-£+£

 

Vậy 
[image: image399.wmf]max105;min105

KxyKxy

=Û===-Û==-

 

Dạng bài tập áp dụng định lý, tính chất về cực trị
25.12.
a) Chứng minh trong các hình chữ nhật có cùng chu vi, hình vuông có diện tích lớn nhất.

b) Chứng minh trong các hình chữ nhật có cùng diện tích, hình vuông có chu vi nhỏ nhất.
Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng trực tiếp định lý về cực trị.
25.13. 
a) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image400.wmf](8)(29)

xx

B

x

++

=

 với 
[image: image401.wmf]0

x

>

 

b) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image402.wmf]3

1

x

C

x

2

+

=

+

 với 
[image: image403.wmf]0

x

³

 
c) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image404.wmf]22

(520)(285)

Dxxxx

=---+

 
Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image405.wmf]2

2257272

225

xx

Bx

xx

++

==++

 
Ta có với 
[image: image406.wmf]0

x

>

 thì 2x và 
[image: image407.wmf]72

x

 là hai số dương có tích bằng 144 không đổi nên tổng của chúng nhỏ nhất khi và chỉ khi hai số đó bằng nhau tức là:


[image: image408.wmf]2

72

236.

xx

x

=Û=

 Nghiệm 
[image: image409.wmf]6

x

=

 thỏa mãn điều kiện của bài.

Vậy 
[image: image410.wmf]minB49x6

=Û=

 

b) 
[image: image411.wmf]2

(21)42(1)4

(1)2

11

xxx

Cx

xx

+++-+

==++-

++

 

Ta có với 
[image: image412.wmf]0,2

x

³

 số dương 
[image: image413.wmf]1

x

+

 và 
[image: image414.wmf]4

1

x

+

 có tích bằng 4 không đổi.

Nên C nhỏ nhất 
[image: image415.wmf]2

4

1(1)4.

1

xx

x

Û+=Û+=

+

 Nghiệm 
[image: image416.wmf]1

x

=

 thỏa mãn điều kiện đầu bài. 

Vậy 
[image: image417.wmf]min21

Cx

=Û=

 

c) Tổng 
[image: image418.wmf](

)

(

)

22

5202858

xxxx

--+-+=

 không đổi nên tích của chúng lớn nhất khi hai số đó bằng nhau 
[image: image419.wmf]222

5202855240

xxxxxx

--=-+Û--=

 

[image: image420.wmf](3)(8)03;8

xxxx

Û+-=Û=-=

 

Vậy 
[image: image421.wmf]3

max4.416

8

x

D

x

=-

é

==Û

ê

=

ë

 
25.14. 
a) Với 
[image: image422.wmf],,0

abc

>

 tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image423.wmf]2020.

abc

G

bca

æö

=-++

ç÷

èø


b) Với 
[image: image424.wmf],,,0

abcd

>

 tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image425.wmf]1111

()4

Habcd

abcd

æö

=+++++++

ç÷

èø

  
Hướng dẫn giải – đáp số

a) Ta đã biết 
[image: image426.wmf]1

2,0.

xx

x

+³">

 Do đó 
[image: image427.wmf]2(1)

ab

ba

+³

 
Do vai trò của a, b, c là như nhau nên ta giả sử 
[image: image428.wmf]0.

abc

³³>

 

Ta có 
[image: image429.wmf]0

ac

-³

 và 
[image: image430.wmf]2

()()1(2)

-³-Þ-+³Þ-+³

bbc

baccacabbccac

caa

 

Từ (1) và (2) 
[image: image431.wmf]320202017

abcabc

G

bcabca

æö

Þ++³Þ=-++£

ç÷

èø

 

Vậy
[image: image432.wmf]max2017

Gabc

=Û==

 và 
[image: image433.wmf],,0

abc

>

 
b) 
[image: image434.wmf]4482.620

abacadbcbdcd

H

bacadacbdbdc

æöæöæöæöæöæö

=+++++++++++++³+=

ç÷ç÷ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèøèøèø

 

Vậy 
[image: image435.wmf]minH20

abcd

=Û===

 và 
[image: image436.wmf],,,0

abcd

>

 
25.15. Với 
[image: image437.wmf],,0.

xyz

>

 Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức:

a) 
[image: image438.wmf]111111

.

æöæö

æö

=+++++

ç÷ç÷

ç÷

+++

èø

èøèø

Kxyz

yyzzzxxxy

 

b) 
[image: image439.wmf]222222

()()()

()()()

xyzyzxzxy

L

xyzyzxzxy

+++++

=++

+++

. 
Hướng dẫn giải – đáp số
a) 
[image: image440.wmf]xyzxyz

K

yzxyzzxxy

æöæö

=+++++

ç÷ç÷

+++

èøèø

 
Ta có
[image: image441.wmf]3

xyz

yzx

++³

 (xem bài tập 25.14) và 
[image: image442.wmf]3

2

xyz

yzzxxy

++³

+++

 

(xem ví dụ 8 chuyên đề 20)
[image: image443.wmf]39

3

22

K

Þ³+=

 

Vậy 
[image: image444.wmf]min4,5

Kxyz

=Û==

 và 
[image: image445.wmf],,0

xyz

>

 

b) Biến đổi 
[image: image446.wmf]xyzyzzxxy

L

yzzxxyxyz

+++

=+++++

+++

 

[image: image447.wmf]3

222

2

xyzxyxzyz

yzzxxyyxzxzy

æöæö

æö

=++++++++³+++

ç÷ç÷

ç÷

+++

èø

èøèø

 

Vậy 
[image: image448.wmf]min7,5

Lxyz

=Û==

 và 
[image: image449.wmf],,0

xyz

>

 

Dạng bài tập các biến bị ràng buộc bởi các hệ thức 
25.16. Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức sau:
a) 
[image: image450.wmf]22

Dab

=+

 với 
[image: image451.wmf];0

ab

>

 và 
[image: image452.wmf]4.

ab

+=

 

b) 
[image: image453.wmf]222

Eabc

=++

 với 
[image: image454.wmf],,0

abc

>

 và 
[image: image455.wmf]3.

abc

++=

 

c) 
[image: image456.wmf]33

2

Fabab

=++

 biết 
[image: image457.wmf]2.

ab

+=

 
Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image458.wmf]22222

41622()(ab)

abababab

+=Þ=++=+--

 

[image: image459.wmf]2222

162()8.

abab

Þ£+Þ+³

 Vậy 
[image: image460.wmf]min82

Dab

=Û==

 

b) Ta có 
[image: image461.wmf]2222

3()()

++³++

abcabc

 (xem bài tập 21.1)

Do đó 
[image: image462.wmf]2

3()9.

Eabc

³++=

 Vậy 
[image: image463.wmf]min31.

Eabc

=Û===

 

c) 
[image: image464.wmf]3322

2()()2

Fabababaabbab

=++=+-++

 

Do 
[image: image465.wmf]2

ab

+=

 nên 
[image: image466.wmf]222222

2()22222(2)

Faabbababaa

=-++=+=+-

 


[image: image467.wmf]22

4884(1)44,.

aaaa

=-+=-+³"

 Vậy 
[image: image468.wmf]41.

Fab

=Û==

 
25.17. 
a) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức
[image: image469.wmf]2

Gab

=

 với 
[image: image470.wmf]22;

ab

+=

 
b) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image471.wmf]111

1

111

H

abc

æö

=-++

ç÷

+++

èø

 với 
[image: image472.wmf],,0

abc

³

 và 
[image: image473.wmf]3.

abc

++£

 
Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image474.wmf]2

222224(1)4()

ababGabbbbb

+=Þ=-Þ==-=--

 

[image: image475.wmf]2

1

411,.

2

bb

æö

=--+£"

ç÷

èø

 Vậy 
[image: image476.wmf]1

maxG1b

2

=Û=

 và 
[image: image477.wmf]1.

a

=

 

b) Đặt 
[image: image478.wmf]1;1;1

axbycz

+=+=+=

 thì 
[image: image479.wmf]36

xyzabc

++=+++£

 nên 
[image: image480.wmf]11

6

³

++

xyz

 và 

Ta có 
[image: image481.wmf]111

()9

xyz

xyz

æö

++++³

ç÷

èø

 (xem ví dụ 7 chuyên đề 21)


[image: image482.wmf]11199311131

11

6222

æö

Þ++³³=Þ-++£-=-

ç÷

++

èø

xyzxyzxyz

 


[image: image483.wmf]1

max21.

2

Hxyzabc

=-Û===Û===

 

Dạng bài tập chứa dấu giá trị tuyệt đối
25.18. Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức sau:
a) 
[image: image484.wmf]5201052020;

Lxx

=-+-

 

b) 
[image: image485.wmf]2015201620172018;

Mxxxx

=-+-+-+-

 

c) 
[image: image486.wmf](

)

2

198101981970.

Nxx

=---+

 
Hướng dẫn giải – đáp số

a) Sử dụng bất đẳng thức 
[image: image487.wmf].

abab

+³+

 Dấu “=” xảy ra 
[image: image488.wmf]0

ab

Û³

 

[image: image489.wmf]5201052020

5201020205520102020510

Lxx

xxxx

=-+-

=-+-³-+-=

 

Vậy 
[image: image490.wmf]10.

L

³

 Dấu “=” xảy ra 
[image: image491.wmf](20205)(52010)0

xx

Û--³

 


[image: image492.wmf]402404.

x

Û££

 Do đó 
[image: image493.wmf]min10402404

Lx

=Û££

 

(có thể lập bảng xét giá trị tuyệt đối để giải).

b) Đặt 
[image: image494.wmf]12

20152018;20162017

MxxMxx

=-+-=-+-

 

Giải tương tự a) ta có: 
[image: image495.wmf]1

minM320152018

x

=³Û££

 


[image: image496.wmf]2

min120162017

=Û££

Mx

 

Vậy 
[image: image497.wmf]min420162017

=Û££

Mx

 

c) Đặt 
[image: image498.wmf]198

xy

-=

 thì 
[image: image499.wmf]22

10251945(5)19451945

Nyyy

=-++=-+³

 

Vậy 
[image: image500.wmf]133

min194551985;x.

1919

Nyxx

=Û=Û-=Û==

 
25.19. Tìm giá trị lớn nhất của các biểu thức sau:
a) 
[image: image501.wmf]62

8.

5

y

P

+

=-

 




b) 
[image: image502.wmf]20141954

.

756060

Q

y

=-

-+

 

c) 
[image: image503.wmf]52

Txx

=+-+

. 
Hướng dẫn giải – đáp số

a) 
[image: image504.wmf]max83

Py

=Û=-

 
b) 
[image: image505.wmf]y

"

 ta có: 
[image: image506.wmf]11

750756060

756060

yy

y

-³Û-+³Û£

-+

 


[image: image507.wmf]201420142014195420141954

1

7560607560606060

yy

Û£Û-£-=

-+-+

 

Vậy 
[image: image508.wmf]5

max1

7

Qy

=Û=

 

c) Với 
[image: image509.wmf]5

x

£-

 thì 
[image: image510.wmf]523

Txx

=--++=-

 

Với 
[image: image511.wmf]52

x

-<<-

 thì 
[image: image512.wmf]5227

Txxx

=+++=+

 

Do 
[image: image513.wmf]52

x

-<<-

 nên 
[image: image514.wmf]102433

xT

-<<-Þ-<<

 

Với 
[image: image515.wmf]2

x

³-

 thì 
[image: image516.wmf]523

Txx

=+--=

 

Vậy 
[image: image517.wmf]max32.

=Û³-

Tx

 
25.20. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

[image: image518.wmf]123...99100.

Szzzzz

=-+-+-++-+-

 
Hướng dẫn giải – đáp số
Đặt 
[image: image519.wmf]12350

1100;299;398;...;5051.

SzzSzzSzzSzz

=-+-=-+-=-+-=-+-


Tương tự bài 24.18 a)

Ta có: 
[image: image520.wmf]1

minS991100

z

=Û££

 
          
[image: image521.wmf]2

3

49

50

minS97299

minS95398

........................................

....

minS34952

minS15051

z

z

z

z

=Û££

=Û££

=Û££

=Û££


Ta có 
[image: image522.wmf]135...9799(199).50:22500

+++++=+=

 

Vậy 
[image: image523.wmf]1234950

minSminSminSminS...minSminS2500

=+++++=

 


[image: image524.wmf]5051

z

Û££

 
25.21. Tìm tất cả các giá trị của 
[image: image525.wmf]x

 để hàm số 
[image: image526.wmf]22

166

yxxxx

=++++-

 đạt giá trị nhỏ nhất và tính giá trị nhỏ nhất đó.
(Thi vào lớp 10 THPT Chu Văn An & Hà Nội Amsterdam, năm học 2000-2001)
Hướng dẫn giải – đáp số
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25.22. Cho biểu thức 
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Hãy tìm cặp số 
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(Thi vào lớp 10 THPT Chu Văn An & Hà Nội Amsterdam, năm học 2001-2002)
Hướng dẫn giải – đáp số
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25.23. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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là những số thực lớn hơn 1.
(Thi vào lớp 10 THPT chuyên ĐHQG Hà Nội, năm 2004)
Hướng dẫn giải – đáp số
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25.24. Tìm giá trị nhỏ nhất của 
[image: image557.wmf]22

5912244882

Pxyxyxy

=+-+-+

 
(Thi vào lớp 10 THPT chuyên Lê Hồng Phong, TP. Hồ Chí Minh, năm học 2004-2005)
Hướng dẫn giải – đáp số
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25.25. Cho
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 đạt giá trị lớn nhất.
(Thi vào lớp 10 chuyên Toán THPT Lê Khiết – Quảng Ngãi, năm học 2009-2010)
Hướng dẫn giải – đáp số
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25.26. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
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(Thi chọn học sinh năng khiếu lớp 8 huyện Lâm Thao – Phú Thọ, năm học 2009-2010)
Hướng dẫn giải – đáp số
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25.27. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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thay đổi. Giá trị nhỏ nhất đó đạt được tại các giá trị nào của 
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.
(Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 THPT chuyên Quốc học Huế, năm học 2010-2011)
Hướng dẫn giải – đáp số
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25.28. Cho số tự nhiên n có hai chữ số, chữ số hàng chục là 
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a) Tìm n để M = 2.

b) Tìm n để M nhỏ nhất,

(Đề thi tuyển sinh lớp 10 phổ thông năng khiếu ĐHQG TP. Hồ Chí Minh, năm học 2010 – 2011)
Hướng dẫn giải – đáp số
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25.29.Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn 
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(Đề thi học sinh giỏi lớp 9 TP.Hà Nội, năm học 2013-2014)
Hướng dẫn giải – đáp số
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