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MÔN THI: TOÁN (Vòng 2)

Thời gian làm bài: 150 phút (không kể thời gian phát đề)

Câu I (3,0 điểm). 
1) Với 
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 là các số thỏa mãn
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Chứng minh rằng 
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2) Giải hệ phương trình 
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Câu II (3,0 điểm). 
1) Tìm số tự nhiên 
[image: image5.wmf]n

 để 
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 và 
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 là số chính phương (số chính phương là bình phương của một số nguyên)

2) Tìm 
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 nguyên thỏa mãn đẳng thức 
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3) Giả sử 
[image: image10.wmf];;
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 là các số thực lớn hơn 2. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:
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Câu III (3,0 điểm). Cho tam giác 
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 nhọn không cân với 
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. Gọi 
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 là trung điểm của đoạn thẳng 
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. Gọi 
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 là hình chiếu vuông góc của 
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 trên đoạn 
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. Trên tia đối của tia 
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 lấy điểm 
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 sao cho 
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1) Chứng minh rằng 
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2) Gọi 
[image: image23.wmf]Q

 là điểm đối xứng với 
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 qua
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. Đường thẳng 
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 cắt 
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 tại 
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 .Chunwgs minh rằng bốn điểm 
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 cùng thuộc một đường tròn,gọi đường tròn này là 
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3) Đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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 tại 
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. Chứng minh rằng 
[image: image35.wmf]NG

 song song với 
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Câu IV (1,0 điểm). Ký hiệu 
[image: image37.wmf]S

 là tập hợp gồm 
[image: image38.wmf]2015

 diểm phân biệt trên một mặt phẳng. Giả sử tất cả các điểm của 
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 không cùng nằm trên một đường thẳng. Chứng minh rằng có ít nhất 
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 đường thẳng phân biệt mà mỗi đường thẳng đi qua ít nhất hai điểm của 
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LỜI GIẢI – NHẬN XÉT – BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Câu I.
1). Đặt 
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Ta có 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ, khai thác biến đổi từ giả thiết, điểm nhấn ở đây chính là hằng đẳng thức bậc ba để suy ra điều phải chứng minh.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Hằng đẳng thức 
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· Hằng đẳng thức
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Ý tưởng: Bài toán cho giả thiết khá là cồng kềnh, phức tạp thậm chí bậc to, nhưng quan sát các đại lượng bên vế phải, ta thấy các biểu thức 
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Vì thế nếu đặt 
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. Khoan nói đến chuyện biến đổi nói, bây giờ ta sẽ quan sát đến biểu thức cần chứng minh, với phép ẩn phụ trên ta có thể hoàn toàn rút 
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 vậy nên ta cần tìm mối liên hệ giữa 
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 điều phải chứng minh.

Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự:

1. Cho 
[image: image79.wmf];;
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 là ba số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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2). Ta có 
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Vậy 
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Nhận xét: Bài hệ phương trình rất hay ở chỗ kết hợp cả hai phương trình, sau đó nhóm lại hằng đẳng thức đưa được về phương trình biểu diễn mối liên hệ giữa 
[image: image90.wmf];
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 và thế ngược lại tìm nghiệm của hệ phương trình.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Hằng đẳng thức 
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· Hằng đẳng thức 
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· Giải phương trình tổng quát 
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Ý tưởng: Phương trình thứ hai trong hệ khá phức tạp, ta sẽ đi khai thác nó trước, để ý bên vế phải của phương trình hai, xuất hiện các tổng 
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 có bóng dáng của hằng đẳng thức nếu thêm đại lượng 
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Chuyển đại lượng 
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 sang vế trái của phương trình hai, ta được: 
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[image: image102.wmf]i
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Điều còn lại là ta chưa khai thác tới phương trình một, nhưng quan sát (
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) một chút, ta thấy vế phải là một lũy thừa bậc ba, ta sẽ biến đổi vế trái (
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Sẽ có hai cách để chứng minh, một là đi xuôi, hai là chứng minh ngược:

· Từ phương trình một của hệ, có 
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· Ta có 
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Khi đó ta có 
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự: 

1. Giải hệ phương trình 
[image: image115.wmf](

)

332

225

2777126

xyxy

xyyxxx

ì

ï

++=

ï

í

ï

+++=++

ï

î

.
Câu II.

1). Đặt 
[image: image116.wmf]2

2

5

30

nx

ny

ì

ï

+=

ï

í

ï

+=

ï

î

 (
[image: image117.wmf],?;,0

xyxy

Î>

).

[image: image118.wmf](

)

(

)

22

251.25

yxyxyx

Û-=Û-+=

 vì (
[image: image119.wmf],?;,0

xyxy

Î>

).

Lại có 
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Thay vào ta tính được 
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 thảo mãn.

Nhận xét: Bài toán số học sử dụng tính chất số chính phương, phương trình ước số

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:
· Số chính phương được viết dưới dạng 
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· Hằng đẳng thức 
[image: image131.wmf](

)

(

)

22

ABABAB

-=+-

.

Trừ vế theo vế của 
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· Phương trình ước số.
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2). Ta thấy 
[image: image138.wmf]13

xyxy

+++=+

 và 
[image: image139.wmf],?,

xyxy

ÎÞ

 là số chính phương.


[image: image140.wmf]3;;?

xyxy

Þ++Î


Đặt 
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Nhận xét: Bài toán số học sử dụng tính chất số chính phương, phương trình ước số.
Nhắc lại kiến thức và phương pháp:
· Khi 
[image: image147.wmf]a

 là số nguyên ta có được 
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 là số chính phương.

Ta có 
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 là các số nguyên nên ta có thể biển diễn như sau 
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với 
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 là các số nguyên dương.

Từ đây ta có 
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· Hằng đẳng thức 
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· Phương trình ước số 
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Vậy 
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3). Ta có 
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Dấu = xảy ra khi 
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Nhận xét: Bài toán sử dụng kỹ thuật chọn điểm rơi, kết hợp với bất đẳng thức Cosi đưa về được một bất đẳng thức quen thuộc gọi là bất đẳng thức Nesbitt, bất đẳng thức có tới 45 cách chứng minh từ đó tìm ra giá trị nhỏ nhất của biểu thức đã cho. 

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Bất đẳng thức Cosi cho hai số thực dương 
[image: image167.wmf]2
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· Bất đẳng thức Cosi cho ba số thực dương 
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· Bất đẳng thức Nesbitt cho ba số thực dương 
[image: image169.wmf];;
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Chứng minh: Bất đẳng thức đã cho tương đương với: 
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Áp dụng bất đẳng thức Cosi cho ba số thực dương, ta có:


[image: image175.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3

3

3

1113

abbccaabbcca

abbcca

abbcca

+++++³+++

++³

+++

+++


Nhân hai bất đẳng thức trên với nhau suy ra điều phải chứng minh.

Ý tưởng: Bài toán là một bất đẳng thức đối xứng, vai trò các biến 
[image: image176.wmf];;
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 là như nhau, không khó để thấy nếu 
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[image: image178.wmf]xyzk

===

. Với giá trị 
[image: image179.wmf]xyzk

===

 thay ngược lại 
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Để bất phương trình (*) có nghiệm với mọi 
[image: image182.wmf],
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 thì 
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, chứa ba phân thức đồng thời căn thức xuất hiện ở mẫu số mỗi phân thức, bằng cách nào đó ta sẽ đánh giá khử căn bậc hai. Với điểm rơi đã tìm được là 
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, vì vậy đã khử căn bậc hai ta áp dụng bất đẳng thức Cosi như sau:
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Tương tự cho các biểu thức còn lại, ta suy ra:
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Và nếu chứng minh được bất đẳng thức (*) bài toán sẽ được hoàn thành. Nhận thấy nếu lấy tử cộng mẫu trong từng phân thức của (*) ta sẽ được đại lượng 
[image: image192.wmf]xyz

++

 chung, chính vì thế, mỗi phân thức ta sẽ cộng thêm 
[image: image193.wmf]1

 khi đó, ta có (*)
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Đặt 
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự: 

1. Cho 
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 là các số thực dương lớn hơn 
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
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2. Cho 
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 là các số thực dương lớn hơn 
[image: image203.wmf]3

. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image204.wmf]2

62626

y

xz

P

yzzxxy

=++

+-+-+-

.
Câu III.
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1). Gọi 
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 là điểm đối xứng của 
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 qua 
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là trung điểm của 
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Mà 
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, suy ra tam giác 
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 cân tại 
[image: image214.wmf]BBNBP
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Mặc khác lại có 
[image: image215.wmf]M

 là trung điểm của 
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. Do đó tứ giác 
[image: image217.wmf]ACPB

 là hình bình hành, suy ra 
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.
Nhận xét: Chứng minh hai đoạn thẳng bằng nhau ta chứng minh cho chúng cùng bằng một đoạn thẳng thứ ba

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:
· Hai điểm đối xứng nhau qua một điểm thì điểm đó là trung điểm của đoạn thẳng nối hai điểm đã cho.


[image: image219.wmf]P

 là điểm đối xứng với 
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 qua 
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 nên 
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 là trung điểm của 
[image: image227.wmf]PN

.
· Tam giác có đường trung tuyến cũng là đường cao thì tam giác đó là tam giác cân.

Tam giác 
[image: image228.wmf]PNB
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 có 
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 vừa là đường trung tuyến 
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· Tam giác cân có hai cạnh bên bằng nhau.

Tam giác 
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 cân tại 
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 nên 
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· Tứ giác có hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm mỗi đường là hình bình hành.

Tứ giác 
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 có 
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[image: image240.wmf]BC
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 nên 
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 là hình bình hành.
· Hình bình hành có các cạnh đối diện bằng nhau.
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 (điều phải chứng minh).

2). Do tứ giác 
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Ta có 
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Nhận xét: Chứng minh hai đoạn thẳng bằng nhau ta chứng minh cho chúng cùng bằng một đoạn thẳng thứ ba.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Hình bình hành có hai cạnh đối diện song song.
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· Tam giác cân có hai góc ở đáy bằng nhau.
Tam giác 
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 đối xứng với 
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 qua 
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· Hai tam giác có một góc bằng nhau và hai cạnh kề góc tương tứng bằng nhau thì bằng nhau theo trường hợp “cạnh - góc - cạnh” (c – g – c).

Xét 
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Suy ra 
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· Tứ giác có hai đỉnh liên tiếp cùng nhìn một cạnh dưới hai góc bằng nhau là tứ giác nội tiếp.

Tứ giác 
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 có hai đỉnh 
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3). Ta có 
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Nhận xét: Chứng minh hai đoạn thẳng bằng nhau ta chứng minh cho chúng cùng bằng một đoạn thẳng thứ ba

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Tứ giác nội tiếp có góc trong bằng góc ngoài tại đỉnh đối diện.
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· Hai góc nội tiếp cùng chắn một cung thì bằng nhau.
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· Hai tam giác có hai cặp góc bằng nhau thì đồng dạng theo trường hợp “góc - góc” (g – g); Tam giác đồng dạng có các cặp cặp tương ứng tỷ lệ và các góc tương ứng bằng nhau.
Xét 
[image: image301.wmf]GBQ

V

 và 
[image: image302.wmf]GCA

V

 có:
+ 
[image: image303.wmf]·

·

CAGBQG

=

;

+ 
[image: image304.wmf]·

·

GBQGCA

=

;

Suy ra 
[image: image305.wmf]GBQGCA

VV

∽

 (g – g), suy ra 
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· Hai tam giác có hai góc bằng nhau và hai cặp cạnh kề góc tương ứng tỷ lệ thì đồng dạng theo trường hợp “cạnh - góc - cạnh” (c – g – c); Tam giác đồng dạng có các cặp cặp tương ứng tỷ lệ và các góc tương ứng bằng nhau.
Xét 
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Suy ra 
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Câu IV. Giả sử trên mặt phẳng có n điểm thẳng hàng thì tồn tại một đường thẳng.Theo bài ra các điểm đã cho không cùng nằm trên một đường thẳng nên tồn tại ít nhất một điểm không cùng nằm trên đường thẳng đó nối điểm đó với 
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 điểm đã cho ta được 
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 đường thẳng với đường thẳng đi qua 
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 điểm ta được 
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 đường thẳng, thay 
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 thì tồn tại ít nhất 
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 đường thẳng.
Nhận xét: Bài toàn tư duy từ việc lập đường thẳng đi qua các điểm kết hợp với tính toán số đường thẳng được tạo thành.
Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Với 
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 điểm thẳng hàng luôn tồn tại một đường thẳng duy nhất đi qua 
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 điểm đó.
· Với 
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 điểm thẳng hàng và 1 điểm nằm ngoài đường thẳng đi qua 
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 điểm đó. Khi đó từ 1 điểm đó ta kẻ được 
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 đường thẳng tới 
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 điểm. Trường hợp này ta có 
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 đường thẳng được tạo thành. Đây là trường hợp có ít đường thẳng được tạo ra nhất.
Thay 
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 ta có 
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 đường thẳng phân biệt được tạo thành.
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