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I. BIẾN ĐỐI TƯƠNG ĐƯƠNG

Kiến Thức Cần Nhớ
Để chứng minh bất đẳng thức [image: image4908.png]a



. Tư tưởng của phương pháp là biến đổi tương đương bất đẳng thức trên thành một bất đẳng thức đúng mà phổ biến là các dạng sau:

+ Sử dụng định nghĩa bất đẳng thức: [image: image2.wmf]0
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+ Dạng tổng bình phương: [image: image3.wmf]222
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+ Dạng tích hai thừa số cùng dấu: [image: image4.wmf].0
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Một Số Ví Dụ Minh Họa

Ví dụ 1

Chứng minh các bất đẳng thức sau với a, b là số thực bất kỳ.
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Lời giải

a) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với [image: image15.wmf]22
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 rõ ràng bất đẳng thức này luôn đúng. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image17.wmf]ab
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b) Cộng hai vế (*) với [image: image18.wmf]22

ab

+

 ta thu được bất đẳng thức cần chứng minh.

c) Cộng hai vế (*) với [image: image19.wmf]2
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 ta thu được bất đẳng thức cần chứng minh.

d) Từ [image: image20.wmf]22
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, tương tự ta cũng có: [image: image21.wmf]2222
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 cộng 3 bất đẳng thức cùng chiều ta có: [image: image22.wmf](
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Ngoài ra ta cũng có thể làm theo cách khác:
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, bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image25.wmf]abc
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e) Nhân hai vế (**) với 2 rồi cộng 2 vế với [image: image26.wmf]222
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 ta thu được bất đẳng thức cần chứng minh.

f) Cộng 2 vế (**) với [image: image27.wmf](
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 ta thu được điều phải chứng minh.

g) Ta viết lại bất đẳng thức cần chứng minh thành: [image: image28.wmf]222
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image30.wmf]1
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h) Với mọi số thực dương a, b, c và số thực k thỏa mãn: [image: image31.wmf]01
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 ta có:

[image: image32.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22222

22

0102

abkababkabababkab

-³Þ--³Û-³-Û+³+-

. Chia 2 vế cho [image: image33.wmf]0

b

>

 ta thu được: [image: image34.wmf](
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, tương tự ta cũng có hai bất đẳng thức nữa và cộng lại thì thu được: [image: image35.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image37.wmf]abc
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Ví dụ 2

Cho các số thực không âm a, b. Chứng minh các bất đẳng thức sau:

a) [image: image38.wmf](
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Lời giải

a) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: [image: image54.wmf](
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 bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image56.wmf]ab
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b) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: [image: image57.wmf](
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 bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image59.wmf]ab
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c) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 
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, bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image62.wmf]aybx
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d) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 
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, bất đẳng thức này luôn đúng với mọi số thực không âm a, b thỏa mãn [image: image67.wmf]1
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e) Làm tương tự câu d.

f) Áp dụng bất đẳng thức ở câu c ta có:
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Tương tự ta cũng có: [image: image69.wmf](
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, cộng 2 bất đẳng thức cùng chiều ta thu được:
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image71.wmf]1
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g) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 
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Rõ ràng bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image74.wmf]aybx
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.

h) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 
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. Bất đẳng thức này luôn đúng. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image79.wmf]aybx
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i) Áp dụng bất đẳng thức ở câu g liên tục 2 lần ta có:
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đpcm. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
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Cách khác: Áp dụng bất đẳng thức ở câu h ta có:
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Hay [image: image83.wmf](
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Các bất đẳng thức ở g, h, i còn có tên gọi là bất đẳng thức Cauchy-Schwarz. Đây là những bất đẳng thức cơ sở để giải quyết hầu hết các bài toán chứng minh bất đẳng thức. Học sinh cần nắm chắc phần này.

j) Áp dụng bất đẳng thức ở câu d) liên tục 2 lần ta có:
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Hay [image: image85.wmf]333
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image86.wmf]1
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k) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 
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. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image91.wmf]abc
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Cách khác:

Áp dụng bất đẳng thức [image: image92.wmf]222

xyzxyyzzx

++³++

 với [image: image93.wmf]222

,,

xaybzc

===

 ta thu được:

[image: image94.wmf](

)

444222222

...

abcabbccaabbcbccacaababcabc

++³++³++=++

.

Ví dụ 3.

Chứng minh rằng:

a) [image: image95.wmf](
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 với các số thực dương a, b, c.

b) [image: image96.wmf]11
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d) [image: image100.wmf]22
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e) Tìm hằng số k lớn nhất sao cho [image: image102.wmf](
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f) [image: image104.wmf](
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Lời giải

a) Trước hết ta chứng minh bất đẳng thức [image: image106.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức trên ta được
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b) Đặt [image: image110.wmf]1;1
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Bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành [image: image112.wmf](
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. Bất đẳng thức cuối cùng đúng. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image116.wmf]1
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c) Cách 1: Bất đẳng thức đã cho tương đương với: 
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Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image121.wmf]ab
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.

Cách 2: Bất đẳng thức được viết lại thành [image: image122.wmf](
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. Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành [image: image126.wmf](
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. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image128.wmf]ab
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d) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 

[image: image129.wmf]2222

33223322

2212

1

33

2222

abaababaab

abababab

++

+³Û-³-

++++
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[image: image131.wmf](
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Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image133.wmf]ab
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e) Biến đổi tương đương bất đẳng thức cần chứng minh ta được:
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[image: image137.wmf](
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[image: image138.wmf](
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Cho [image: image141.wmf]ab
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 thì bất đẳng thức trên trở thành [image: image142.wmf]66
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 là hằng số lớn nhất thỏa mãn bất đẳng thức đã cho. Thật vậy, ta xét các trường hợp sau

+ Với [image: image144.wmf]8
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 thì bất đẳng thức trên được viết lại thành
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Và [image: image150.wmf]22
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Suy ra bất đẳng thức được chứng minh. Vậy hằng số k lớn nhất là 8.

f) Bất đẳng thức cần chứng minh được biến đổi như sau:
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[image: image153.wmf](
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Vì [image: image154.wmf](
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Thật vậy, ta có

[image: image156.wmf](
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Do vậy bất đẳng thức trên tương đương với

[image: image157.wmf](
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[image: image159.wmf](
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Bất đẳng thức cuối này hiển nhiên đúng. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image160.wmf]ab
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Vi dụ 4

Chứng minh các bất đẳng thức:

a) [image: image161.wmf]1
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b) [image: image163.wmf]333333
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c) [image: image165.wmf]333333

1111

abc

ababcbcabccaabc

++£

++++++

 với ([image: image166.wmf],,0

abc

>

)
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 với [image: image168.wmf],,0
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Lời giải

a) Quan sát bất đẳng thức ta có các nhận xét như sau:

+ Dự đoán đẳng thức xảy ra khi [image: image170.wmf]1
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+ Khi thay 1 bằng [image: image171.wmf]abc
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 vào bất đẳng thức và chuyển vế thì ta được các nhóm 
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. Do vai trò a, b, c như nhau nên ta dự đoán mỗi nhóm trên không âm. Để chứng minh dự đoán trên ta có thể bình phương làm mất căn bậc hai rồi biến đổi tương đương thành tổng các bình phương.

+ Để ý giả thiết [image: image173.wmf]1
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, khi đó ta có [image: image174.wmf](

)

(

)

abcabac

+=++

. Dễ dàng nhận ra

[image: image175.wmf](
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. Như vậy chỉ cần áp dụng tương tự cho hai trường hợp còn lại thì bất đẳng thức được chứng minh.

Cách 1: Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 

[image: image176.wmf]abcbcacababcabbcca

+++++³+++++


[image: image177.wmf](
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Ta cần chứng minh

[image: image178.wmf]0;0;0
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Thật vậy ta có

[image: image179.wmf]2
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Chứng minh tương tự ta được [image: image181.wmf]0;0
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Đến đây bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image182.wmf]1
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Cách 2: Kết hợp với giả thiết [image: image183.wmf]1
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 ta có
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Khi đó bất đẳng thức được viết lại thành

[image: image185.wmf](
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Mặt khác ta có

[image: image186.wmf](
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Chứng minh tương tự ta được [image: image188.wmf](
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được

[image: image189.wmf](
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Hay [image: image190.wmf](
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. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image191.wmf]1
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b) Ta sẽ chứng minh [image: image192.wmf]33

2

5

2

3

ba

ba

abb

-

£-

+

 với a, b là các số thực dương.

Thật vậy, biến đổi tương đương bất đẳng thức trên ta được

[image: image193.wmf](
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[image: image194.wmf](
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. Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng, do đó bất đẳng thức được chứng minh. Chứng minh tương tự ta được [image: image195.wmf]3333
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được [image: image196.wmf]333333
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Vậy bài toán được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image197.wmf]abc
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.

Cách 3: Ta có
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. Áp dụng tương tự ta được [image: image202.wmf]3333
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được [image: image203.wmf]333333
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Vậy bài toán được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image204.wmf]abc
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.

c) Ta có: [image: image205.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức ở trên ta có: [image: image207.wmf](
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Suy ra [image: image208.wmf](
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. Cộng ba bất đẳng thức cùng chiều ta suy ra: [image: image210.wmf]333333
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image211.wmf]abc
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d) Ta viết lại bất đẳng thức cần chứng minh thành:
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Sử dụng bất đẳng thức quen thuộc [image: image213.wmf](
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 ta chứng minh bất đẳng thức mạnh hơn là: [image: image215.wmf](
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Đặt [image: image216.wmf](
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Do [image: image217.wmf],,0
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dẫn đến [image: image220.wmf]2
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II. BẤT ĐẲNG THỨC AM-GM

1. Bất đẳng thức AM-GM

Trong chương trình toán THCS ta thương dúng bất đẳng thức AM-GM cho 2 số thực không âm hoặc 3 số thực không âm,. Phạm vi chuyên đề này chỉ đề cập các bài toán trong khuôn khổ trên

a) Cho các số thực không âm a, b khi đó ta có: [image: image225.wmf]2
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image226.wmf]ab
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b) Cho các số thực không âm a, b, c khi đó ta có: [image: image227.wmf]3
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image228.wmf]abc
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2. Một số kết quả được suy ra từ bất đẳng thức AM-GM

a) Với [image: image229.wmf],0

ab

³
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đây là kết quả rất hay dùng trong chứng minh các bài toán BĐT.

c) Với [image: image235.wmf],,0
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d) Với [image: image237.wmf],,0
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 hay [image: image241.wmf]11111

9

abcabc

æö

£++

ç÷

++

èø

 đây cũng là kết quả rất hay dùng trong chứng minh các bài toán BĐT.

e) [image: image242.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

3

333333

abxymnaxmbym

+++³+

 với [image: image243.wmf],,,,,0

abmnxy

>

.

Thật vậy: Áp dụng BĐT AM-GM ta có:

[image: image244.wmf](
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Cộng hai bất đẳng thức cùng chiều ta suy ra: [image: image246.wmf](
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+ Hoàn toàn tương tự, ta cũng chứng minh được:

[image: image248.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

3

333333333

abcxyzmnpaxmbymczp

++++++³++

.

3. MỘT SỐ VÍ DỤ

Ví dụ 1.

Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh rằng:

a) [image: image249.wmf]3
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b) [image: image250.wmf](
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d) Cho [image: image252.wmf](
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(Trích Đề tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán TP Hà Nội, năm 2015).

e) Cho các số thực [image: image254.wmf],,2
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của

[image: image255.wmf]444
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 (Trích Đề tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán – THPT chuyên KHTN, năm 2015).

f) Cho các số thực dương a, b. Chứng minh: [image: image256.wmf]11
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(Tuyển sinh THPT chuyên KHTN, 2018)

g) Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn: [image: image257.wmf]1
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h) Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn: [image: image259.wmf]111
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. Tìm giá trị lớn nhất của
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 (Trích Đề tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán – THPT chuyên TP Hà Nội, 2018)

Lời giải:

a) Ta có

[image: image261.wmf](
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Và [image: image262.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Am-GM ta có: [image: image264.wmf]2
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hay [image: image267.wmf]3
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image268.wmf]abc
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Cách khác: Đặt
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Thay vào ta có bất đẳng thức cần chứng minh trở thành:

[image: image270.wmf]13
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 theo bất đẳng thức AM-GM nên ta suy ra bất đẳng thức cuối cùng đúng.

b) Cách 1: Ta có: [image: image272.wmf](
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Cách 2: [image: image273.wmf](
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Chú ý:  [image: image276.wmf](
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c) [image: image277.wmf](
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Chú ý rằng [image: image278.wmf](
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d) Ta chú ý: [image: image279.wmf](
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Suy ra [image: image280.wmf]1
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[image: image281.wmf](
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e) Theo bất đẳng thức AM-GM ta có: [image: image285.wmf](
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Áp dụng câu a ta có: [image: image288.wmf]3
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, suy ra [image: image289.wmf]6
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f) Ta có [image: image291.wmf](
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Nên [image: image293.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image295.wmf]abc
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g) Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có:

[image: image296.wmf](
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Tương tự ta có 2 bất đẳng thức nữa và cộng lại ra suy ra:
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Chú ý: Trong bài toán này ta đã sử dụng một kết quả là: Cho các số thực x, y, z thỏa mãn [image: image299.wmf]1
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Để ý rằng: [image: image304.wmf]2
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Ví dụ 2.

a) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image308.wmf]6
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(Trích Đề tuyển sinh lớp 10 – TP Hà Nội, 2013).

b) Cho các số thực dương a, b sao cho: [image: image310.wmf]11
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(Trích Đề tuyển sinh lớp 10 chuyên Nguyễn Trãi – Hải Dương, 2013).

c) Cho các số thực dương a, b sao cho [image: image312.wmf]2
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d) Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn[image: image314.wmf]2
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(Trích đề tuyển sinh lớp 10 – TP Hà Nội, 2014)

e) Cho các số thực không âm a, b sao cho [image: image316.wmf]22
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(Trích đề tuyển sinh lớp 10 – TP Hà Nội 2015).

f) Cho các số dương a, b, c thỏa mãn: [image: image318.wmf]1
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(Trích Đề tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán – Tin TP Hà Nội 2017).

Lời giải:

a) Dự đoán dấu bằng xảy ra khi [image: image320.wmf]1
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có:
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi [image: image323.wmf]1
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b) Dự đoán khi [image: image324.wmf]1
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 thì bất đẳng thức xảy ra dấu bằng. Từ đó ta có cách áp dụng BĐT AM-GM như sau:
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Suy ra [image: image330.wmf]1
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. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi [image: image331.wmf]1
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c) Ta viết lại bất đẳng thức cần chứng minh thành:

[image: image332.wmf](
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Với [image: image335.wmf](
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d) [image: image342.wmf](
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Suy ra [image: image345.wmf](

)

222

22224

222

abcbcacab

Pabcbaccababc

++++++

=+++++£++=++=


Dấu đẳng thức xảy ra khi [image: image346.wmf]2
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e) Ta viết lại [image: image347.wmf]2
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Vậy [image: image352.wmf]222
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Vậy GTLM của P bằng [image: image354.wmf]21
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f) Theo bất đẳng thức AM-GM

[image: image356.wmf](

)

2222

23

abaabcbababacababacabac

+=+++=+++³++=+

. Từ đó suy ra

[image: image357.wmf]2

11

332

aa

abacbcbbc

ab

£==

++++

+

. Áp dụng bất đẳng thức: [image: image358.wmf]1111
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Cộng theo vế 3 bất đẳng thức cùng chiều ta có điều phải chứng minh. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image361.wmf]abc
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.

Ví dụ 3. Cho các số thực dương a, b thỏa mãn [image: image362.wmf]2013 2014.
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Chứng minh rằng: [image: image363.wmf](
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(Tuyển sinh lớp 10, chuyên toán ĐHSP Hà Nội, năm học 2013-2014)

Lời giải

Từ giả thiết suy ra:
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image365.wmf]2013201420132014
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Kết hợp với (1) suy ra:
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Điều phải chứng minh

Ví dụ 4. Cho [image: image367.wmf]2222
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Lời giải

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho mẫu số ta có:
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Vậy [image: image370.wmf]1
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Ví dụ 5. Cho tam giác ABC có chu vi bằng 1. Cạnh a, b, c thỏa mãn:


[image: image371.wmf]3
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 Chứng minh tam giác ABC đều.

(Thi học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Hà Tĩnh, năm học 2012- 2013)

Lời giải

Theo giả thiết 

[image: image372.wmf](
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Do a, b, c là ba cạnh của tam giác có chi vi bằng 1 nên

[image: image373.wmf]01;01;01
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:

[image: image374.wmf](
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Tương tự ta có

[image: image375.wmf](
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Từ (1), (2) và (3) cộng vế với vế, ta được:

[image: image376.wmf](
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Dấu bằng xảy ra khi [image: image377.wmf](
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Vậy tam giác ABC là tam giác đều

Ví dụ 6. Cho x; y; z là các số không âm. Chứng minh rằng:
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Lời giải

Biến đổi vế phải, ta được:

[image: image379.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image380.wmf](
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[image: image381.wmf](
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Tương tự ta có: 

[image: image382.wmf](
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Từ đó suy ra:

[image: image383.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

VPxyzxyzyxyzxz

yxz

³+++++

+

++

 

[image: image384.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image385.wmf]2
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Từ đó suy ra

[image: image386.wmf](
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Dấu bằng xảy ra khi [image: image387.wmf]xyz
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Ví dụ 7.  Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn [image: image388.wmf]111
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Tìm giá trị lớn nhất của [image: image389.wmf]222222
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(thi học sinh giỏi lớp 9, TP. Hà Nội, năm học 2014-2015)

Lời giải

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho 2 số dương ta có:
[image: image390.wmf](
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Tương tự ta có:

[image: image391.wmf](
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Từ (1), (2) và (3) cộng vế với vế, ta được: [image: image392.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho 2 số dương ta có:
[image: image393.wmf](
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Từ (4) và (5) suy ra [image: image394.wmf]3.
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Dấu bằng xảy ra khi 
[image: image395.wmf]1
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Vậy giá trị lớn nhất của P là 3 khi [image: image396.wmf]1
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===


III. MỘT SỐ KỸ THUẬT VẬN DỤNG BẤT ĐẲNG THỨC AM-GM

1. Dự đoán dấu đẳng thức để phân tích các số hạng và vận dụng bất đẳng thức AM-GM

Đối với các bài toán bất đẳng thức đối xứng thông thường dấu đẳng thức xảy ra khi các biến bằng nhau đây là cơ sở để ta phân tích các số hạng sao cho khi áp dụng bất đẳng thức AM-GM thì dấu đẳng thức phải đảm bảo.

Ta xét các ví dụ sau:

Ví dụ 1

a) Cho x, y là các số dương thỏa mãn [image: image397.wmf]2
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. Chứng minh [image: image398.wmf](
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(Đề thi tuyển sinh lớp 10 Chu Văn An, Hà Nội – Amsterdam 2006 – 2007).

b) Cho các số thực dương a, b thỏa mãn [image: image399.wmf]2

ab
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của [image: image400.wmf]22
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Pab
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.

c) Cho a, b là các số không âm thỏa mãn [image: image401.wmf]22
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. Chứng minh rằng:

[image: image402.wmf](
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. 
(Đề thi tuyển sinh lớp 10 chuyên Ngoại ngữ DDHQGHN, năm 2008 – 2009).

d) Với ba số dương x, y, z thỏa mãn [image: image403.wmf]1
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, tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

[image: image404.wmf]xyz
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(Đề thi tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán TP Hà Nội, 2014).

e) Cho [image: image405.wmf],0
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 và  [image: image406.wmf]1
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. Chứng minh rằng [image: image407.wmf](
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f) Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn [image: image408.wmf]222
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. Chứng minh rằng: [image: image409.wmf]9
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.
 (Tuyển sinh lớp 10 chuyên tỉnh Nam Định, 2018).

Lời giải

a) Ta dự đoán dầu bằng xảy ra khi [image: image410.wmf]1
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. Khi đó [image: image411.wmf]22
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Mặt khác, để tận dụng giả thiết [image: image412.wmf]2
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 ta sẽ đưa về hằng đẳng thức [image: image413.wmf](
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. Vì vậy ta phân tích bài toán như sau: [image: image414.wmf](
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. Theo bất đẳng thức AM-GM thì

[image: image415.wmf](
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. Từ đó suy ra [image: image416.wmf](
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. Dấu bằng xảy ra khi [image: image417.wmf]1
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.

Ngoài cách làm trên ta có thể giải bài toán bằng cách đưa về một biến: [image: image418.wmf]txy
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 hoặc [image: image419.wmf]txy
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 với chú ý: [image: image420.wmf](
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.Thật vậy: Đặt [image: image421.wmf](
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[image: image422.wmf]2222
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. Do [image: image423.wmf](
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[image: image424.wmf](
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Bất đẳng thức này luôn đúng với mọi giá trị [image: image425.wmf]01
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b) Ta dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image426.wmf]1
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. Do [image: image427.wmf](
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 nên việc đánh giá [image: image428.wmf]22
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 theo [image: image429.wmf]ab
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 sẽ dẫn đến ngược dấu. Do đó ta sẽ tìm cách dùng AM-GM sao cho việc xuất hiện [image: image430.wmf]ab
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 phải đảm bảo BĐT không bị ngược dấu.

Ta thấy rằng khi [image: image431.wmf]ab
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 thì [image: image432.wmf]22
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. Nên ta phân tích

[image: image433.wmf]22
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. Áp dụng bất đẳng thức AM-GM với chú ý

[image: image434.wmf](
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 và [image: image435.wmf](
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[image: image436.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image437.wmf]1
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. Vậy GTNN của P bằng [image: image438.wmf]19
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 tại [image: image439.wmf]1
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c) Dự đoán dấu bằng xảy ra khi [image: image440.wmf]1
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. Khi đó [image: image441.wmf]32,32
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 nên ta có thể áp dụng bất đẳng thức AM-GM trực tiếp cho biểu thức trong dấu căn. Sử dụng bất đẳng thức AM-GM dạng [image: image442.wmf]2
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, dễ thấy [image: image443.wmf](
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[image: image444.wmf](
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Cộng hai bất đẳng thức này lại vế theo vế, ta được:

[image: image445.wmf](
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. Tiếp tục sử dụng bất đẳng thức AM-GM kết hợp với giả thiết, ta có: [image: image446.wmf]22
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. Từ đó ta có ngay [image: image447.wmf]6
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image448.wmf]1
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d) Ta có: [image: image449.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho hai số thực dương [image: image450.wmf]2
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 ta có:

[image: image451.wmf](
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Chứng minh tương tự rồi cộng vế, ta suy ra[image: image452.wmf]1
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. Đẳng thức xảy ra khi [image: image453.wmf]1
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. Vậy Q lớn nhất bằng 1 khi và chi khi [image: image454.wmf]1
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.

e) Dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image455.wmf]1
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. Ta đánh giá [image: image456.wmf]44
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Theo bất đẳng thức Am-GM ta có: [image: image457.wmf]4422
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Suy ra [image: image459.wmf](
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. Để ý rằng dấu đẳng thức xảy ra thì [image: image460.wmf]22
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. Áp dụng bất đẳng thức Am-GM [image: image462.wmf]3
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 ta có:

[image: image463.wmf](

)

2

22

111

163,41

444

xyxyxyxy

xyxy

++³£+=Þ£

. Suy ra [image: image464.wmf]22
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. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image465.wmf]1
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f) Từ [image: image466.wmf],,0
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 và [image: image467.wmf]2222222
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Do đó, phương trình bậc hai (ẩn a) [image: image468.wmf](
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Có [image: image469.wmf](
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Ta dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image472.wmf]bc
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 nên áp dụng bất đẳng thức AM-GM với hai số dương [image: image473.wmf]2
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[image: image476.wmf](
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Ví dụ 2.

a) Cho [image: image477.wmf]0

c
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 và [image: image478.wmf],
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. Chứng minh rằng: [image: image479.wmf](

)

(

)

caccbcab

-+-£

.

b) Cho các số thực dương x, y, z. Chứng minh rằng [image: image480.wmf]222
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c) Cho x, y, z là ba số dương và [image: image481.wmf]1
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. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:
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d) Cho x, y, z là các số thực không âm và thỏa mãn điều kiện [image: image483.wmf]222
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. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: [image: image484.wmf]222
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e) Cho x, y, z là các số thực dương và thỏa mãn điều kiện [image: image485.wmf]8
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

[image: image486.wmf](
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f) Cho x, y, z là các số thực dương. Tìm gái trị nhỏ nhất của biểu thức:

[image: image487.wmf](
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Lời giải

a) Dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi [image: image488.wmf]ab
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. Bất đẳng thức cần chứng minh có thể viết thành:

[image: image489.wmf]..1
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. Sử dụng bất đẳng thức AM-GM dạng:[image: image490.wmf]2
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[image: image491.wmf]11
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. Bài toán được giải quyết hoàn toàn. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image492.wmf]111
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. Ngoài ra ta cũng có thể chứng minh bài toán bằng biến đổi tương đương.

b) Sử dụng bất đẳng thức AM-GM dạng: [image: image493.wmf]22
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image495.wmf]xyz
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c) Ta dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image496.wmf]1
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.Với giả thiết [image: image497.wmf]1
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 và các số  hạng ở dấu [image: image498.wmf] giúp ta nghĩ đến đẳng thức quen thuộc: [image: image499.wmf]111
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Như vậy ta chỉ cần chỉ ra [image: image500.wmf]52
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Thật vậy ta có: [image: image501.wmf](
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[image: image503.wmf](

)

(

)

52

52

11

6331

31

63

xxxyxyx

zxz

xxxy

Þ-++³++Þ£

++

-++

. Tương tự ta có:

[image: image504.wmf](
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Suy ra [image: image505.wmf]1111
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Sử dụng bất đẳng thức quen thuộc [image: image506.wmf](
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Vậy [image: image508.wmf]max11
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d) Ta dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  [image: image509.wmf]1
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[image: image510.wmf](
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Ta có: [image: image511.wmf]111
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[image: image513.wmf](
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. Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có: [image: image514.wmf](
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[image: image515.wmf](
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. Để ý rằng do: [image: image516.wmf]222
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[image: image518.wmf](
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. Vậy [image: image520.wmf]1
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e) Dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image521.wmf]2
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 nên ta nghĩ đến áp dụng AM-GM cho [image: image524.wmf](
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Suy ra [image: image525.wmf](
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[image: image526.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

222

222222

444

222222

xyz

xyyzzx

³++

++++++
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Khi đó do [image: image528.wmf],,0
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 và [image: image529.wmf]8,,0
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 và [image: image530.wmf]1
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Suy ra: [image: image531.wmf](
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Hay [image: image532.wmf](
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[image: image533.wmf](
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Để ý rằng: [image: image534.wmf](
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[image: image535.wmf](
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 dẫn đến [image: image536.wmf]4
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image537.wmf]2
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.

f) Ta có thể viết lại [image: image538.wmf](
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, biểu thức này có dạng [image: image539.wmf]3
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 để ý khi dấu đẳng thức xảy ra thì [image: image540.wmf]2
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. Theo câu e) ta có: [image: image541.wmf](
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[image: image542.wmf]2
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Lại có [image: image545.wmf](
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. Tương tự ta có 2 bất đẳng thức nữa và cộng lại thì thu được: [image: image547.wmf]222
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image548.wmf]xyz
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.

Đối với các bài toán mà dấu đẳng thức không xảy ra khi các biến bằng nhau. Ta cần chú ý tính đối xứng của từng bộ phận, để dự đoán sau đó liên kết các dữ liệu của bài toán để tìm ra điểm rơi. Từ đó áp dụng bất đẳng thức AM-GM để thu được kết quả.

Ta xét ví dụ sau:

Ví dụ 3.

a) Cho [image: image549.wmf],,0

xyz

>

 thỏa mãn: [image: image550.wmf]1
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. Tìm GTNN của [image: image551.wmf]222
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.

b) Cho [image: image552.wmf],,0

xyz

>

 thỏa mãn: [image: image553.wmf]3
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. Tìm GTNN của [image: image554.wmf]223
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.

c) Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn: [image: image555.wmf]222
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. Tìm GTNN của [image: image556.wmf]333
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.

d) Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn: [image: image557.wmf]1
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.Tìm GTNN của [image: image558.wmf](

)

3333

49

Pabcd

=+++

 
(Trích đề thi vào lớp 10 chuyên Trường chuyên KHTM – ĐHQG Hà Nội, 2012)

e) Cho x, y, z là các số thực dương có tổng bằng 1. Chứng minh rằng [image: image559.wmf]11149

16416
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++³

. 

(Tuyển sinh lớp 10 chuyên TP Huế, 2018)

f) Cho các số thực dương a, b. Tìm GTNN của [image: image560.wmf]133
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.

Lời giải

a) Ta dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  [image: image561.wmf]xyaz

==

 và mong muốn biến đổi được:

[image: image562.wmf](
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. Để có tích [image: image565.wmf].
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 ta áp dụng [image: image566.wmf]22
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. Để tạo ra [image: image567.wmf]yz

 ta áp dụng: [image: image568.wmf]222
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. Để tạo ra [image: image569.wmf]zx

 ta áp dụng: [image: image570.wmf]222
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. Vì hệ số của [image: image571.wmf],
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 là a nên ta nhân a vào bất đẳng thức đầu tiên rồi cộng lại theo vế ta thu được
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Hay [image: image573.wmf](
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 ta cần có tỷ lệ [image: image575.wmf](

)

2

1:21:2

aa

+=


[image: image576.wmf]2
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. Từ đó ta tìm được: [image: image577.wmf]2
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. Các em học sinh tự hoàn thiện lời giải.

b) Ta dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image578.wmf],;
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 và [image: image579.wmf]23
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Cộng ba bất đẳng thức cùng chiều ta có: [image: image581.wmf](
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[image: image582.wmf](
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Bây giờ ta cần chọn a, b sao cho [image: image583.wmf]2
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Giải hệ tìm được: [image: image584.wmf]1937371
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. Từ đó bạn đọc tự hoàn thiện lời giải.

c) Ta dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image585.wmf];;
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Ta có: [image: image588.wmf]333233323332
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[image: image591.wmf](
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[image: image592.wmf]222333
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. Ta cần chọn x, y, z để: [image: image593.wmf]3
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và [image: image594.wmf]222
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. Áp dụng tính chất dãy tỷ số bằng nhau ta dễ dàng tìm được:

[image: image595.wmf]689
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. Học sinh tự hoàn thiện lời giải.

d) Biểu thức P cho ta dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image596.wmf]abcxd
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, để giảm ẩn trong bài toán ta sẽ áp dụng bất đẳng thức AM-GM theo cách:

Khi đó [image: image597.wmf]333
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Suy ra [image: image601.wmf](
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. Cộng bốn bất đẳng thức cùng chiếu ta có:

[image: image602.wmf](
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[image: image603.wmf](
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[image: image605.wmf](
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e) Ta có [image: image606.wmf]111491416
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. Ta dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image607.wmf];;
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: [image: image609.wmf]222
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Suy ra [image: image610.wmf]222
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. Ta cần tìm a, b, c để:

[image: image611.wmf]222
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Từ đó ta có lời giải cho bài toán như sau: Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có:

[image: image613.wmf]111
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(1). Tương tự ta có: [image: image614.wmf]4
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Cộng (1), (2), (3) theo vế ta được: [image: image616.wmf](
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[image: image617.wmf]1416
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image618.wmf]124
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.

Vậy bất đẳng thức đã cho được chứng minh.

f) Đặt [image: image619.wmf]axb
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 với [image: image620.wmf]0
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, thì [image: image621.wmf]1331
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. Giả sử dấu đẳng thức xảy ra khi [image: image622.wmf]xm
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[image: image623.wmf]11
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Từ đó ta có: [image: image626.wmf](
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[image: image627.wmf](

)

22

3113

4

1

xx

xA

m

m

+

+=+

+

. Ta có: [image: image628.wmf](
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Suy ra m phải thỏa mãn: [image: image629.wmf](
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Ta có lời giải như sau: [image: image630.wmf]3111
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. Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: 

[image: image631.wmf]311
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 nên [image: image632.wmf]127
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. Khi [image: image633.wmf]27
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 nên GTNN của P là [image: image634.wmf]27
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2. Kỹ thuật ghép đối xứng

Trong nhiều bài toán mà biểu thức ở hai vế tương đối phức tạp, việc chứng minh trực tiếp trở nên khó khăn thì ta có thể sử dụng kỹ thuật ghép đối xứng để bài toán trở nên đơn giản hơn.

Các bài toán bất đẳng thức, thông thường chúng ta hay gặp hai dạng sau:

Dạng 1: Chứng minh [image: image635.wmf]XYZABC
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Ý tưởng: Nếu ta chứng minh được [image: image636.wmf]2
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. Sau đó, tương tự hóa để chỉ ra [image: image637.wmf]2
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ZXC

+³

 (nhờ tính đối xứng của bài toán). Sau đó cộng ba bất đẳng thức trên lại theo vế rồi rút gọn cho 2, ta có ngay điều phải chứng minh.

Dạng 2: Chứng minh [image: image639.wmf]XYZABC
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 với [image: image640.wmf],,0
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Ý tưởng: Nếu ta chứng minh được [image: image641.wmf]2
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. Sau đó, tương tự hóa để chỉ ra [image: image642.wmf]2
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 và [image: image643.wmf]2
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 (nhờ tính chất đối xứng của bài toán). Sau đó nhân ba bất đẳng thức trên lại theo vế rồi lấy căn bậc hai, ta có:

[image: image644.wmf]222
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Ví dụ

a) Cho ba số dương x, y, z thỏa mãn [image: image645.wmf]1
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. Chứng minh rằng

[image: image646.wmf]222222
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 (Đề thi tuyển sinh lới 10 tỉnh Thái Bình, năm 2005 – 2006).

b) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image647.wmf]1
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. Chứng minh rằng:

[image: image648.wmf](
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.
 (Trích Đề tuyển sinh vào lớp 10- Trường Chuyên KHTN – ĐHQG Hà Nội, 2014).

c) Cho ba số dương x, y, z thỏa [image: image649.wmf]111
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. Chứng minh rằng [image: image650.wmf]1
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d) Cho [image: image651.wmf],,2
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 và [image: image652.wmf]111
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. Chứng minh rằng [image: image653.wmf](
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(Đề thi tuyển sinh lớp 10 chuyên Lam Sơn Thanh Hóa năm 2005 – 2006).

e) Cho x, y, z là các số dương. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức

[image: image654.wmf]111
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f) Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn: [image: image655.wmf]222
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. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

[image: image656.wmf](
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(Đề thi vào lớp 10 chuyên Toán –Tin TP Hà Nội năm 2017)

Lời giải

a) Ta cần một đánh giá dạng: [image: image657.wmf](
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[image: image659.wmf](
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Từ đó suy ra [image: image660.wmf]3

2

4

1

5

2

4

ab

a

ba

b

ì

+=

=

ì

ï

ïï

Û

íí

-=

ïï

=

î

ï

î

. Từ đó ta có:

[image: image661.wmf](
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[image: image662.wmf](
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 tương tự ta có 2 bất đẳng thức và cộng lại ta có:

[image: image663.wmf](
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 dấu đẳng thức xảy ra khi [image: image664.wmf]1
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.

Ta cũng có thể  chứng minh trực tiếp: [image: image665.wmf](
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[image: image666.wmf](
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 (đúng theo AM-GM).

b) Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho 3 số thực dương ta có:

[image: image667.wmf](
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Mặt khác ta cũng có: [image: image668.wmf](
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[image: image669.wmf](
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(2). Cộng theo vế (1) và (2) ta có ddpcm.

c) Từ giả thiết [image: image670.wmf]111
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, ta suy ra:

[image: image671.wmf](
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Hoàn toàn tương tự ta cũng có: [image: image672.wmf](
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Nhân ba bất đẳng thức trên lại theo vế, ta thu được:

[image: image673.wmf](
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d) Với giả thiết [image: image674.wmf],,2
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, ta nghĩ đến việc đặt ẩn phụ để đưa bài toán về dạng đơn giản và quen thuộc hơn. Đặt [image: image675.wmf]2;2;2
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 thỏa mãn: [image: image679.wmf]111

11

222222

abc

abcabc

++=Û++=

++++++

. Ta có:
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Tương tự: [image: image681.wmf](
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. Nhân ba bất đẳng thức trên lại theo vế, ta được: [image: image682.wmf](
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e) Ta có [image: image683.wmf](
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(1)

Theo bất đẳng thức AM-GM ta có:

[image: image684.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

22

xyzxyxzxyxz

++=++³++


(2)

[image: image685.wmf](
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[image: image686.wmf](
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Nhân từng vế của (2), (3), (4) và từ (1) suy ra [image: image687.wmf]1
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Dấu đẳng thức trong xảy ra ( đồng thời có dấu bằng trong (2), (3), (4) 

[image: image688.wmf]0
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. Từ đó suy ra [image: image689.wmf]min1
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f) Ta có

[image: image690.wmf](
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[image: image691.wmf]222
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. Tương tự ta cũng có hai bất đẳng thức nữa rồi cộng ba bất đẳng thức cùng chiều ta có: [image: image692.wmf]222222222
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image693.wmf]1
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3. Kỹ thuật AM-GM ngược dấu

Ví dụ 1

a) Cho [image: image694.wmf],,0

abc

>

 và [image: image695.wmf]3
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. Chứng minh rằng: [image: image696.wmf]333
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b) Cho [image: image697.wmf],,0
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 và [image: image698.wmf]9
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. Chứng minh: [image: image699.wmf]333333
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c) Cho [image: image700.wmf],,0
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 và [image: image701.wmf]3
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức [image: image702.wmf]222
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.

d) Cho các số thực dược a, b, c thỏa mãn: [image: image703.wmf]222
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. Chứng minh rằng:
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(Tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán TP Hà Nội, 2017)

Lời giải

a) Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có:

[image: image705.wmf]32
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[image: image706.wmf]33
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 Cộng ba bất đẳng thức này lại vế theo vế, ta được:

[image: image707.wmf]333
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. Bài toán được quy về chứng minh:
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Bất đẳng thức cuối cùng hiển nhiên đúng vì theo bất đẳng thức AM-GM, ta có:

[image: image709.wmf]111
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Bài toán được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image710.wmf]1
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.

b) Ta chứng minh được

[image: image711.wmf](
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. Cộng ba bất đẳng thức cùng chiều suy ra đpcm.

c) Ta có: [image: image714.wmf]2
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Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên ta có [image: image718.wmf](
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Mặt khác theo bất đẳng thức AM-GM, ta có: [image: image719.wmf](
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Như vậy [image: image721.wmf]3
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d) Bất đẳng thức đã cho có thể viết lại thành:
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: [image: image724.wmf]22
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Từ đó suy ra [image: image725.wmf]222
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Suy ra [image: image729.wmf](
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Ví dụ 2. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn [image: image730.wmf]1.
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 Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, tỉnh Nghệ An, năm học 2014-2015)

Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
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Tương tự 
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Từ (1), (2) và (3) cộng các bất đẳng thức cùng chiều ta được:
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Vì [image: image736.wmf]11
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Do đó [image: image738.wmf]1
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 Dấu bằng xảy ra khi [image: image739.wmf]1
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Vậy giá trị lớn nhất của P là [image: image740.wmf]1

2

 khi [image: image741.wmf]1
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4. Phương pháp đặt ẩn phụ

Kỹ thuật đặt ẩn phụ là một kỹ thuật rất đặc biệt trong chứng minh bất đẳng thức.

Việc chọn ẩn phụ thích hợp sẽ giúp bài toán trở nên đơn giản hơn.

Một số kỹ thuật hay gặp như sau.

1) Khi có giả thiết: [image: image742.wmf]abcabc
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 ta có thể biến đổi thành: [image: image743.wmf]111
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2) Khi gặp giả thiết [image: image745.wmf]1
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Đặt [image: image747.wmf],,1
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3) Khi gặp giả thiết: [image: image748.wmf]4
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4) Từ điều hiển nhiên:
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Một cách tổng quát. Khi gặp giả thiết: [image: image761.wmf]111
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. Như vậy: Với các số thực dương a, b, c thỏa mãn: [image: image764.wmf]111
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5) Khi gặp giả thiết [image: image773.wmf]1
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. Ta có thể chọn các phép đặt: [image: image774.wmf]222
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6) Đặt [image: image777.wmf];;
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 hoặc đặt [image: image778.wmf];;
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.

Ví dụ 1

a) Cho x, y, z là các số thực dương và thỏa mãn điều kiện [image: image779.wmf]xyzxyz
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. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức [image: image780.wmf]222
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b) Cho [image: image781.wmf],,0
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c) Cho a, b, c là độ dài ba cạnh một tam giác. Chứng minh rằng:

[image: image784.wmf](

)

(

)

(

)

abcbcacababc

+-+-+-£

.

d) Cho a, b, c là độ dài ba cạnh một tam giác. Chứng minh rằng:
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e) Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn [image: image786.wmf]4
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. Chứng minh rằng:
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f) Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn [image: image788.wmf]2
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. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức
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(Tuyển sinh lớ 10 chuyên Toán THPT chuyên KHTN – ĐHQG Hà Nội 2017)

Lời giải

a) Từ giả thiết [image: image790.wmf]xyzxyz
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Lúc này P có dạng [image: image795.wmf](
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Giá trị lớn nhất đạt được khi và chỉ khi [image: image801.wmf]3
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Theo bất đẳng thức AM-GM 

ta có: [image: image807.wmf](

)

(

)

(

)

333

222

999

26,26,26

22

abc

bcaacabbabcc

bccaab

++³++³++³

+++

.

Cộng từng vế ba bất đẳng thức cùng chiều ta có [image: image808.wmf](
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c) Đặt [image: image814.wmf],,
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Từ đó ta suy ra [image: image815.wmf];;
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[image: image816.wmf](
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d) Với giả thiết [image: image817.wmf],,2

xyz

>

 ta nghĩ đến việc đặt ẩn phụ để đưa bài toán về dạng đơn giản và quen thuộc hơn.

Đặt [image: image818.wmf]2;2;2
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với [image: image819.wmf],,0

abc

>

. Bài toán quay về chứng minh [image: image820.wmf]1
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Với [image: image821.wmf],,0
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 thỏa mãn:

[image: image822.wmf]111
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Do đó bất đẳng thức trở thành: [image: image826.wmf](
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Sử dụng bất đẳng thức AM-GM, ta có: [image: image827.wmf](
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Bài toán được giải quyết xong. Đẳng thức xảy ra [image: image828.wmf]13
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e) Ta có:

[image: image829.wmf](
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[image: image830.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

111

222222221

222

abcabcca

abc

Û+++=++++++Û=++

+++


Suy ra tồn tại các số dương m, n, p sao cho: [image: image831.wmf]222
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Thay vào bất đẳng thức cần chứng minh ta được:

[image: image832.wmf]222222
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. Sử dụng bất đẳng thức AM-GM, ta có:

[image: image834.wmf]2.2.;
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[image: image835.wmf];
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[image: image837.wmf]2.2.2.3
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f) Đặt [image: image838.wmf]1,1,1
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 thì giả thiết bài toán trở thành: [image: image839.wmf]xyzxyz
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đặt [image: image842.wmf]111
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Để ý rằng: [image: image845.wmf](

)

(

)

22

1

mmmnnppmmnmp

+=+++=++

 suy ra
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Ta lại có [image: image847.wmf](
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và [image: image848.wmf](
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[image: image849.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image853.wmf]31
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Ví dụ 2

a) Cho x, y, z là ba số thực dương thỏa mãn [image: image854.wmf]1
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 chứng minh: [image: image855.wmf]222
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 (Tuyển sinh lớ 10 chuyên Toán TP Hà Nội, 2016).

b) Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn [image: image856.wmf]1
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. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

[image: image857.wmf]111
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c) Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn: [image: image858.wmf]2
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. Chứng minh rằng:
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d) Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn [image: image860.wmf]1
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. Chứng minh rằng:

[image: image861.wmf](
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Lời giải

a) Áp dụng giả thiết ta được [image: image862.wmf](
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Hoàn toàn tương tự ta được

[image: image863.wmf](
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Đặt [image: image865.wmf](
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, khi đó ta viết lạ được bất đẳng thức thành: [image: image866.wmf]6
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta được [image: image867.wmf]2;2;2

abbccc

bacbaa

+³+³+³

. Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được [image: image868.wmf]6
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image869.wmf]abcxyz
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b) Đặt [image: image870.wmf]222

;;

axbyzc

===

 khi đó ta được [image: image871.wmf]1
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[image: image873.wmf](
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Do đó ta được [image: image874.wmf]22
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Chứng minh tương tự ta có: [image: image875.wmf]2222
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được [image: image876.wmf]11111
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e) Giả thiết của bài toán được viết lại thành [image: image877.wmf]111
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Đặt [image: image878.wmf]111
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 thì ta được [image: image879.wmf]2
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. Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành: [image: image880.wmf]1
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. Hoàn toàn tương tự ta được

[image: image883.wmf]1111
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được [image: image884.wmf]222
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Như vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image886.wmf]3
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d) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với [image: image887.wmf](
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Đặt [image: image888.wmf];;1

mxynyzpzxmnp

===Þ=

, bất đẳng thức trên trở thành

[image: image889.wmf](
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. Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz dạng

[image: image890.wmf](
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Ta có [image: image891.wmf](
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Mặt khác ta lại có [image: image892.wmf](
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Do đó [image: image893.wmf](
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 là bất đẳng thức đúng suy ra bất đẳng thức ban đầu được chứng minh. Dất đẳng thức xảy ra tại [image: image894.wmf]1
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IV. BẤT ĐẲNG THỨC CAUCHY-SCHWARZ

Trong phần này ta tập trung vào phương pháp vận dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz dạng

[image: image895.wmf](
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 để giải quyết các bài toàn

Phần chứng minh bất đẳng thức này đã được nếu ở đầu chương bất đẳng thức.

Ví dụ 1

a) Cho các số thực dương a, b, c  sao cho [image: image896.wmf]3
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. Chứng minh rằng:

[image: image897.wmf]1

222

abc

abcbaccab

++³

+++


b)Cho các số thực dương a, b, c . Chứng minh rằng: [image: image898.wmf]333222
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c) Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh: [image: image899.wmf](
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d) Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh: 

[image: image900.wmf](
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Lời giải

a) [image: image901.wmf]2
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. Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có:

[image: image902.wmf](
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abc

===

.

b) Ta có: [image: image907.wmf](
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Ta cần chứng minh: [image: image908.wmf](
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c) Ta có: [image: image909.wmf](
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Suy ra: [image: image910.wmf](
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d) Ta mong muốn xuất hiện lượng: [image: image916.wmf]abc
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Ta có: [image: image917.wmf](
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, Từ đó suy ra: [image: image918.wmf](
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. Tương tự ta có 2 bất đẳng thức nữa và cộng lại thì suy ra điều phải chứng minh.

Ví dụ 2

a) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image919.wmf]4
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. Chứng minh: [image: image920.wmf](
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 (Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 – Trường Chuyên KHTN – ĐHQG Hà Nội, 2015)

b) Cho các số thực dương a, b. Tìm GTLN của biểu thức: [image: image921.wmf](
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(Đề tuyển sinh lớp 10 trường THPT chuyên KHTN – ĐHQG Hà Nội, 2017)

c) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image922.wmf]1
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. Chứng minh rằng:

 [image: image923.wmf](
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(Trích đề tuyển sinh vào lớp 10 – Trường Chuyên KHTN – ĐHQG Hà Nội, 2014).

d) Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn: [image: image924.wmf]22
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. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

[image: image925.wmf]22
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(Đề tuyển sinh lớp 10 trường THPT chuyên KHTN – ĐHQG Hà Nội, 2018)

Lời giải

a) Ta viết lại giả thiết bài toán thành:

[image: image926.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

124842

abbccaabcabcabbccaabc

++++++³+++++++

 hay

[image: image927.wmf](
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[image: image928.wmf]111
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Tương tự ta có: [image: image930.wmf](
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[image: image931.wmf](
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hay [image: image932.wmf](
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. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi [image: image933.wmf]1
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b) Áp dụng đẳng thức: [image: image934.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image936.wmf]1
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Tương tự ta cũng có: [image: image937.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image939.wmf]1
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Vậy GTLN của P bằng 1.

c) Sử dụng bất đẳng thức [image: image940.wmf]222
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. Ta có:

[image: image941.wmf](
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Tiếp tục sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz và giả thiết [image: image942.wmf]1
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 ta có:
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Từ đó suy ra [image: image944.wmf](
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với [image: image946.wmf](
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Mặt khác ta có: [image: image947.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image948.wmf]1
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.

d) Chú ý rằng: [image: image949.wmf]3
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Ta có [image: image950.wmf]222
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. Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có: [image: image951.wmf](
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Lại có: [image: image952.wmf](
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Từ đó ta có: [image: image954.wmf]222
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image955.wmf]3
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Ví dụ 3

Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh

a) [image: image956.wmf]2

222

111

abc

abbcca

aabbcbbccaccaab

++

æö

++£

ç÷

++

++++++

èø


b) [image: image957.wmf]222

222

abbccaabc

abbcca

abccabcaabcabbc

++

++£

++

++++++
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Lời giải

a) Ta muốn làm xuất hiện: [image: image963.wmf]abbcca
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Ta có: [image: image964.wmf](

)

(

)

(

)

22

22

22

1

cabbccabbc

aabbc

aabbccabbc

acabbc

++++

=£

++

++++

++

. Tương tự với 2 số hạng còn lại ta có: [image: image965.wmf](
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b) Ta muốn làm xuất hiện: [image: image966.wmf]abbcca
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Từ đó suy ra: [image: image968.wmf](
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. Nhưng bất đẳng thức này là hiển nhiên đúng theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz

c) Ta muốn làm xuất hiện [image: image971.wmf]abc
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[image: image973.wmf]323232
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Ta cần chứng minh: [image: image974.wmf]111
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d) Ta đặt [image: image976.wmf]333
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Ta cần chứng minh: [image: image979.wmf](

)

(

)

(

)

2

4222222222222

zxyzzxxyzxyyzzxxyzxyz

++£++Û++³++

å

.

Điều này là hiển nhiên đúng theo bất đẳng thức [image: image980.wmf]222
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e) Do bất đẳng thức thuần nhất nên ta chuẩn hóa [image: image981.wmf]1
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. Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành:
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Ta có: [image: image983.wmf](
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Tương tự với 2 số hạng còn lại và cộng ba bất đẳng thức cùng chiều suy ra đpcm.

f) Ta có: [image: image984.wmf]2
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Suy ra [image: image985.wmf](
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Ta cần chứng minh: [image: image986.wmf](
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[image: image987.wmf](
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 (Nhưng đây là hằng đẳng thức)

Ví dụ 4

a) Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn [image: image988.wmf]1
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, tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

[image: image989.wmf]xyz
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(Trích đề thi tuyển sinh vào lớp 10 Chuyên Toán TP Hà Nội, 2014)

b) Cho các số thực không âm a,b, c sao cho [image: image990.wmf]0,0
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c) Cho các số thực x, y sao cho [image: image993.wmf]22

210

xyy

++=

. Tìm GTLN, GTNN của [image: image994.wmf]31
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(Trích Đề tuyển sinh vào lớp 10 chuyên Trường chuyên – KHTN – ĐHQG Hà Nội, 2015).

d) Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn: [image: image995.wmf]222
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. Chứng minh rằng:
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222

222

abc

abc

abbcca

++³++

+++


 (Tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán TP Hà Nội, 2017)

Lời giải

a) Ta có: [image: image997.wmf](
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Chú ý rằng: Theo bất đẳng thức Cauchy-Schwarz thì:
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

....

xyxzxyzxxyxzxyzx

++³+Þ++³+


Từ đó suy ra: [image: image999.wmf](
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[image: image1000.wmf];
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1002.wmf]1
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b) Ta có [image: image1003.wmf](
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Theo bất đẳng thức AM-GM ta có: [image: image1004.wmf](
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[image: image1005.wmf](
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Bây giờ ta chứng minh: [image: image1006.wmf](
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Theo bất đẳng thức AM-GM cho 3 số ta có: [image: image1007.wmf]3
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1008.wmf]2
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c) Từ giả thiết ta suy ra [image: image1010.wmf]0
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Đặt [image: image1012.wmf]1
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Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có: [image: image1015.wmf](
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Suy ra [image: image1016.wmf]222
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d) Do [image: image1021.wmf]2
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. Tương tự ta cũng có hai đánh giá nữa và cộng ba bất đẳng thức cùng chiều ta suy ra
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, áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có: [image: image1024.wmf](
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Mà [image: image1025.wmf](
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1. Kỹ thuật tách ghép

Để giải quyết những bài toán dạng này người giải cần linh hoạt trong việc tách các nhóm số hạng sao cho đảm bảo dấu bằng và tạo ra các bất đẳng thức phụ quen thuộc.

Ta cần chú ý các bất đẳng thức quen thuộc sau: [image: image1026.wmf]1111
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Ví dụ 1

a) Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh: [image: image1028.wmf]2224
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b) Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh:
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c)  Cho các số thực dương a, b, c. saoo cho [image: image1030.wmf]3
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d) Cho các số thực a, b, c sao cho [image: image1032.wmf]222
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Lời giải

a) Ta có: [image: image1034.wmf](
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tương tự ta cũng có hai bất đẳng thức nữa và cộng lại thì thu được:

[image: image1035.wmf]11
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Hay [image: image1036.wmf](
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b) Ta có: [image: image1038.wmf](
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Ta có [image: image1040.wmf]3
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c) Ta có: [image: image1042.wmf](
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Tương tự ta cũng có hai bất đẳng thức nữa. Suy ra [image: image1043.wmf]222222222
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[image: image1045.wmf]222222222
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1046.wmf]1
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d) Ta có [image: image1047.wmf](
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Mặt khác ta có: [image: image1048.wmf](
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Tương tự ta có hai bất đẳng thức nữa và cộng lại thì thu được:

[image: image1049.wmf]222222
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 suy ra  đpcm. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1050.wmf]1
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Ví dụ 2

Cho các số thực duwong a, b, c. Chứng minh rằng:

a) [image: image1051.wmf]222
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b) [image: image1052.wmf]222
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c) [image: image1053.wmf](
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d) [image: image1054.wmf]222
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Lời giải

a) Ta có: [image: image1056.wmf](
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Từ đó suy ra: [image: image1057.wmf](
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Chú ý: Nếu ta thay [image: image1058.wmf](
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Nếu phân tích: [image: image1060.wmf](
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b) Ta có: [image: image1062.wmf](
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Thay [image: image1063.wmf](
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Mặt khác ta có: [image: image1065.wmf]2
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Những bất đẳng thức này có ứng dụng rất quan trọng.

c) Ta có:

[image: image1069.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2222

222

2

114

22992

22222

aa

aaaa

abacaabc

aabcabcaabcabcabc

éù

+

==£+

êú

++++

+++++++++

ëû


Từ đó suy ra: [image: image1070.wmf](
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Áp dụng kết quả của câu b ta suy ra điều phải chứng minh.

d) Ta có: [image: image1071.wmf]2
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Tương tự với hai số hạng còn lại ta có: [image: image1076.wmf]22
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Ví dụ 3

Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh:

a) [image: image1078.wmf](
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d) [image: image1082.wmf](
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Lời giải

a) Ta có: [image: image1083.wmf](
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[image: image1084.wmf](
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b) Ta có: [image: image1086.wmf](

)

(

)

(

)

2

323222

abbcabbcabcabbccacabb

++=++++=+++++


Từ đó ta có: [image: image1087.wmf](
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Như vậy: [image: image1088.wmf]22
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Từ đó suy ra: [image: image1089.wmf]2
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c) Ta có: [image: image1090.wmf](
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Suy ra [image: image1091.wmf]222222
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d) Ta có:
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Tương tự có 2 bất đẳng thức nữa và cộng lại thì thu được:
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2. Kỹ thuật thêm bớt

Ví dụ 1

a) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image1095.wmf]222
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b) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image1097.wmf]3
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c) Cho a, b, c là độ dài ba cạnh một tam giác. Chứng minh rằng:

[image: image1099.wmf]1
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d) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image1100.wmf]1
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Lời giải

a) Phân tích: Nếu ta áp dụng trực tiếp bất đẳng thức: [image: image1102.wmf](
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Xét: [image: image1103.wmf]112
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Từ đó ta có cách chứng minh như sau:
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Áp dụng bất đẳng thức: [image: image1108.wmf](
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Ta cần chứng minh: [image: image1110.wmf](
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[image: image1111.wmf](
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b) Phân tích:

Xét: [image: image1112.wmf]2
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Áp dụng bất đẳng thức: [image: image1115.wmf](
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[image: image1117.wmf](
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Suy ra điều phải chứng minh.

Ngoài ra ta có thể giải bằng cách khác nhu sau:

[image: image1118.wmf](
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. Từ đó cộng các bất đẳng thức cùng chiều ta suy ra điều phải chứng minh:

Chú ý: Với các giả thiết a, b, c là độ dài ba cạnh một tam giác ta cần chú ý biến đổi để sử dụng điều kiện [image: image1119.wmf]0,0,0
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c) Phân tích:

Ta viết lại: [image: image1120.wmf](
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1

3434344333

abcabcbcacab

abcbcacababcbcacab

+-+-+-

-+-+-³Û++³

-+-+-+-+-+-+


Ta có [image: image1124.wmf](
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Đối với các bất đẳng thức dạng [image: image1125.wmf](
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d) Phân tích:
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Ta viết lại bất đẳng thức thành: [image: image1131.wmf]222
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Ta cần chứng minh: [image: image1135.wmf](
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[image: image1136.wmf](
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Ta có: [image: image1137.wmf](
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. Điều này là hiển nhiên. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi [image: image1142.wmf]1
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Một số cách thêm bớt không mẫu mực

a) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image1143.wmf]1
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. Chứng minh:
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b) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image1145.wmf]1
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. Chứng minh:
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c) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image1147.wmf]1

abbcca

++=

. Chứng minh:
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d) [image: image1149.wmf]333
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Lời giải

a) Ta có: [image: image1150.wmf]22
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Ta có: [image: image1152.wmf](
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Suy ra [image: image1153.wmf](
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b) Do [image: image1154.wmf]12
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Lại có: [image: image1156.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM Schwarz ta có: [image: image1158.wmf](
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Ta cần chứng minh: [image: image1159.wmf](
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c) Nhân 2 vế với [image: image1160.wmf]abc
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Ta có: [image: image1163.wmf](
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Cuối cùng ta chứng minh: [image: image1164.wmf](
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Nhưng [image: image1165.wmf](
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d) Ta xét: [image: image1167.wmf](
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Chọn [image: image1168.wmf]1
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Khi đó ta có: Bất đẳng thức cần chứng minh có dạng: [image: image1170.wmf]1
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Suy ra [image: image1171.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

2

1

2

abcbcacababc

VT

abcac

abc

+-++-++-++

³==

+-+

++

å

. Đpcm.

3. Phương pháp đặt ẩn phụ

Tùy theo bài toán ta có thể chọn một trong các cách đặt ẩn phụ sau:
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4. [image: image1175.wmf](
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5. [image: image1176.wmf](
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Ví dụ

a) Cho các số thực dương x, y, z sao cho [image: image1177.wmf]1
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. Chứng minh rằng:
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b) Cho các số thực dương x, y, z sao cho [image: image1179.wmf]1
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. Chứng minh rằng:
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c) Cho 3 số thực dương x, y, z. Chứng minh rằng: [image: image1181.wmf]222
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Lời giải

a) Phân tích: Nếu áp dụng trực tiếp bất đẳng thức: [image: image1182.wmf](
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 thì bất đẳng thức tiếp theo bị ngược dấu.

Để không bị ngược dấu ta thay [image: image1183.wmf](
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 thì bất đẳng thức cần chứng minh trở thành:

[image: image1184.wmf]444
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Bây giờ áp dụng bất đẳng thức: [image: image1185.wmf](
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. Ta cần chứng minh:
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Nhưng đây là kết quả quen thuộc.

b) Phân tích:

Đặt [image: image1188.wmf]222
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, bất đẳng thức cần chứng minh trở thành:
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. Áp dụng bất đẳng thức: [image: image1190.wmf](
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. Ta cần chứng minh: [image: image1192.wmf](
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[image: image1193.wmf](
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. Đây là kết quả quen thuộc.

c) Đặt [image: image1194.wmf];;
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Mặt khác ta có: [image: image1197.wmf](
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. Ta quy bài toán về chứng minh:

[image: image1199.wmf](
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)

(

)

(

)

2

22

aabacabc

a

abcabc

+++

=+

++

. Ta quy bài toán về chứng minh: [image: image1201.wmf](
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V. KỸ THUẬT ĐỐI XỨNG HÓA

Ví dụ

a) Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh [image: image1202.wmf]222
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b) Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh [image: image1203.wmf]3
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c) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image1204.wmf]1
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. Chứng minh
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Lời giải

a) Ta có: [image: image1206.wmf](
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[image: image1207.wmf](
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Bây giờ ta cần chứng minh:

[image: image1208.wmf](
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Nhưng đây là kết quả quen thuộc

b) Ta có: [image: image1209.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

22

2

2222

aabcaabc

a

abc

abcabcabcabc

æö

++++

ç÷

=Þ£

ç÷

++

++++++++

èø

å
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Ta cần chứng minh: [image: image1211.wmf](
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. Sau khi khai triển và thu gọn thì được:
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c) Ta có: [image: image1213.wmf](
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Ta cần chứng minh: [image: image1215.wmf](
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[image: image1216.wmf](
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. Nhưng bất đẳng thức này là hiển nhiên đúng theo BĐT AM-GM
VI. MỘT SỐ KỸ THUẬT XỬ LÝ BẤT ĐẲNG THỨC VỚI CÁC BIẾN BỊ CHẶN TÊN TỪNG KHOẢNG ĐOẠN

Khi các biến bị chặn trên một đoạn, khoảng ta cần chú ý các cách đánh giá để chặn biến như sau:

+ [image: image1218.wmf],,
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Nếu cần đánh giá [image: image1219.wmf]222

,,

abc

 theo [image: image1220.wmf],,

abc
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Nếu cần đánh gái để tạo ra ab ta dùng [image: image1222.wmf](
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Nếu cần đánh giá đồng thời 3 biến ta dùng:

[image: image1223.wmf](
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+ Ngoài ra cần chú ý: Nếu giả thiết a, b, c là các số thực không âm thì: [image: image1224.wmf](
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+ Nếu biết [image: image1225.wmf]3
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. Trong 3 số a, b, c nếu giả sử a là số lớn nhất thì ta suy ra

[image: image1226.wmf]33
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Sau khi chứng minh nếu phát sinh điều kiện cuả một biến thì ta có thể quay lại để chặn biến nhằm tạo ra điều kiện:

Ví dụ 1

Cho các số thực a, b, c thỏa mãn: [image: image1227.wmf]0,,2

abc

££
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a) Tìm GTLN, GTNN của [image: image1229.wmf]222
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b) Tìm GTLN, GTNN của [image: image1230.wmf]333
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c) Tìm GTLN, GTNN của [image: image1231.wmf]222
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d) Biết a, b, c thỏa mãn: [image: image1232.wmf]1,,3
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Lời giải

a) Ta viết lại [image: image1235.wmf](
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Thật vậy từ giả thiết: [image: image1237.wmf]0,,2
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Cộng hai bất đẳng thức cùng chiều theo vế với chú ý [image: image1239.wmf]3
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[image: image1240.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi trong ba số a, b, c có một số bằng 2, một số bằng 0 và một số bằng 1.
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Suy ra [image: image1242.wmf](
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b) Ta có bất đẳng thức sau: [image: image1248.wmf](
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abc

===

.

Giả sử c là số lớn nhất trong 3 số a, b, c suy ra [image: image1252.wmf]31

abccc

++£Û³
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Ta có: [image: image1254.wmf](
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Do [image: image1255.wmf]12
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 nên [image: image1256.wmf](
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (a; b; c) là hoán vị của bộ số (0; 1; 2).

c) Ta có: [image: image1258.wmf](
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Ta cũng có [image: image1260.wmf]963
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (a; b; c) là hoán vị của bộ số (0; 1; 2).

d) Từ giả thiết ta có:
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[image: image1262.wmf](
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 cộng hai bất đẳng thức cùng chiều ta suy ra: [image: image1263.wmf]11
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Ta có các biến đổi quen thuộc sau: [image: image1265.wmf](
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[image: image1266.wmf](
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Từ đó ta có:
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)

(

)

(

)

216183216183327

Pabbccaabcabbccaabbcca

=-+++£-+++++-

éù

ëû


Hay [image: image1268.wmf](
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, khi là hoán vị của bộ số (1; 2; 3) thì dấu đẳng thức xảy ra. Vậy GTLN của P là 36.

Ta cũng có đánh giá quen thuộc: [image: image1269.wmf](
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Từ đó suy ra [image: image1272.wmf](
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Suy ra [image: image1273.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1274.wmf]2
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Ví dụ 2

Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn: [image: image1275.wmf]3

abc

++=

.

a) Tìm GTLN của [image: image1276.wmf]222
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b) Tìm GTLN của [image: image1277.wmf]333
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Lời giải

a) Giả sử b là số nằm giữa a, c thì

[image: image1278.wmf](
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Suy ra [image: image1279.wmf](
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Ta chứng minh: [image: image1280.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (a; b; c) là hoán vị của bộ số (0; 1; 2).

b) Ta có: [image: image1281.wmf](
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Từ đó suy ra [image: image1282.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (a; b; c) là hoán vị của bộ số (0; 1; 2)

Ví dụ 3

Cho các số thực không âm a, b, c sao cho [image: image1283.wmf]1
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. Tìm GTLN, GTNN của

a) Tìm GTLN, GTNN của [image: image1284.wmf]545454
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b) Tìm GTLN của [image: image1285.wmf]222
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.

c) Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn: [image: image1286.wmf]1
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. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của [image: image1287.wmf]111
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d) Cho [image: image1288.wmf],,0
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Lời giải 

a) Do [image: image1291.wmf],,0,1
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (a; b; c) là hoán vị của bộ số (1; 0; 0).

Ta có

[image: image1294.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2222

222222

303

xyzxyzxyyzzxxyz

++-++=-+-+-³Þ++


Suy ra [image: image1295.wmf](
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1296.wmf]1
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b) làm tương tự câu a ta có:
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[image: image1298.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (a; b; c) là hoán vị của bộ số (1; 0; 0).

c)

+ Từ giả thiết ta suy ra: [image: image1299.wmf]0,,1
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1301.wmf]0
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 hoặc [image: image1302.wmf]1
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Tương tự ta có 2 bất đẳng thức nữa và cộng lại ta suy ra: [image: image1303.wmf](
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+ Tìm giá trị lớn nhất:

Cách 1: Ta chứng minh: [image: image1304.wmf]91
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1306.wmf]1
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, tương tự ta cũng có 2 bất đẳng thức nữa và cộng lại suy ra
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1308.wmf]1
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Cách 2: Ta viết lại [image: image1309.wmf]111
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Theo bất đẳng thức Cô-si ta có: [image: image1311.wmf]11
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d) Tìm max: Ta có [image: image1315.wmf](
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1316.wmf]1
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1319.wmf]1
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Tìm min:

Từ giả thiết ta suy ra [image: image1320.wmf]0,,3
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Tương tự ta cũng có 2 bất đẳng thức nữa và cộng lại suy ra:
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2 trong 3 số x, y, z bằng 1, số còn lại bằng [image: image1327.wmf]10

, hay 2 trong 3 số a, b, c bằng 0, số còn lại bằng 3.

Cách làm khác:
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2 trong 3 số x, y, z bằng 1, số còn lại bằng [image: image1342.wmf]10

, hay 2 trong 3 số a, b, c bằng 0, số còn lại bằng 3.

Ví dụ 4

Cho các số thực không âm a, b, c sao cho [image: image1343.wmf]222
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Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của [image: image1344.wmf]222
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Lời giải

Áp dụng bất đẳng thức [image: image1345.wmf](
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Lại có: [image: image1347.wmf](
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 dấu đẳng thức xảy ra tại [image: image1349.wmf]1
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Ta có: [image: image1350.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

Pabcabacbcbacacb

=+++++++++++


Lại có: [image: image1351.wmf](
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Suy ra [image: image1352.wmf](
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Mặt khác [image: image1353.wmf]222
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Vậy [image: image1355.wmf]2
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a, b, c là hoán vị cả bộ số (1; 0; 0)

Ví dụ 5

(Một số đánh giá quen thuộc)

Cho các số thực không âm a, b, c sao cho [image: image1356.wmf]222
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Chứng minh
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c) [image: image1359.wmf]2
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Lời giải

a) Ta có: [image: image1360.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1361.wmf],0
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c) Ta có:
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Ta chỉ cần chứng minh: [image: image1368.wmf](
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Vận dụng
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Lời giải

Ta có:
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Dẫn đến: [image: image1372.wmf]2
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1373.wmf](
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Lại có: [image: image1376.wmf](
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Suy ra [image: image1378.wmf]222
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (a; b; c) là hoán vị của bộ số (1; 0; 0).

Vậy GTLN của P là [image: image1379.wmf]2

, giá trị nhỏ nhất của P là 1.

2) Choc các số thực không âm a, b, c sao cho [image: image1380.wmf]222
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.

Tìm GTLN của [image: image1381.wmf]111
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Lời giải

Ta có:
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Suy ra [image: image1383.wmf]2
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. Từ đó suy ra [image: image1384.wmf]2

P

£

, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a, b, c là hoán vị của bộ số (1; 1; 0).

Hoặc ta nhận xét: [image: image1385.wmf](
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3) Cho [image: image1387.wmf],,0
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 và [image: image1388.wmf]222
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. Tìm GTLN của [image: image1389.wmf]222

222

111

abc

P

abcbcacab

=++

++++++


Lời giải

Ta có:
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (a; b; c) là hoán vị của bộ số (1; 1; 0)

Ví dụ 6

a) Cho các số thực a, b, c thỏa mãn: [image: image1393.wmf]4,5,6
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c) Cho các số thực a, b sao cho [image: image1399.wmf]07
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d) Tìm các số thực a,b,c thỏa mãn: [image: image1402.wmf]222
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Lời giải
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Cách khác:

Từ giả thiết ta có: [image: image1413.wmf]222
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b) Đặt [image: image1416.wmf]2,5,5
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Dấu đẳng thức xảy ra tại [image: image1425.wmf]0,0,1
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Coi đây là phương trình bậc 2 của b thì điều kiện để phương trình có nghiệm là:

[image: image1443.wmf](
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 (*), do [image: image1444.wmf]27
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 nên bất phương trình (*) tương đương với [image: image1445.wmf]70
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. Vậy [image: image1448.wmf](
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Ví dụ 7

a) Cho các số thực [image: image1449.wmf]1,2

ab

££

. Tìm GTLN, GTNN của [image: image1450.wmf](
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.

b) Cho các số thực a, b, c thỏa mãn [image: image1451.wmf]1,,2
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. Tìm GTLN, GTNN của 

[image: image1452.wmf]222222
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c) Cho các số thực a, b, c thỏa mãn  [image: image1453.wmf]0,,1
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. Tìm GTLN, GTNN của 

[image: image1454.wmf](
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d) Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn [image: image1455.wmf]1
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. Chứng minh rằng:

[image: image1456.wmf]222
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Lời giải

a) Ta có: [image: image1457.wmf]111
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1458.wmf]ab
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Ta cũng có: [image: image1459.wmf]2
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Ta chứng minh: [image: image1461.wmf](
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 luôn đúng. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1462.wmf]2,1
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Cũng có thể làm theo cách:
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b) Theo bất đẳng thức AM-GM ta có: [image: image1466.wmf]222222
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 suy ra [image: image1467.wmf]6
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1468.wmf]abc
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Ta viết lại [image: image1469.wmf]abbcca
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Từ đó suy ra [image: image1473.wmf]22
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dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1477.wmf]1

22

2

tcab

=Û==

.

Vậy GTLN của P là 7 khi có 1 một số bằng 2 lần số còn lại.

c) Đặt [image: image1478.wmf]1,1,1
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 suy ra [image: image1479.wmf]1,,2
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Vì [image: image1481.wmf]2
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 nên [image: image1482.wmf]9
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1483.wmf]xyz
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 hay [image: image1484.wmf]abc
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.

Phần còn lại làm như câu a). Ta có: [image: image1485.wmf]10
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d) Đặt [image: image1486.wmf]222
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. Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành: [image: image1487.wmf]7
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, không mất tính tổng quát ta giả sử y là số nằm giữa x và z thế thì ta có:
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 bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng vì [image: image1491.wmf]22
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 và [image: image1492.wmf]22
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi (a; b; c) là hoán vị của bộ số (1; 0; 0)

Ví dụ 8

a) Cho các số thực a, b, c thỏa mãn: [image: image1493.wmf],0,1
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 và [image: image1494.wmf]2

abc

++=

. Chứng minh rằng:

[image: image1495.wmf](
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b) Cho 2 số a, b thỏa mãn [image: image1496.wmf]22
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. Tìm GTLN, GTNN của [image: image1497.wmf]22
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.

c) Cho các số thực a, b, c, d thay đổi thỏa mãn: [image: image1498.wmf]0,,,1
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. Tìm GTLN của

[image: image1499.wmf]1111
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Lời giải

a) [image: image1500.wmf](
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[image: image1501.wmf](
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Suy ra [image: image1503.wmf](
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Nên [image: image1504.wmf](
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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b) Đặt [image: image1507.wmf]2
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Ta biến đổi giả thiết thành: [image: image1510.wmf](
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Vậy [image: image1513.wmf](
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Khi [image: image1516.wmf]1
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Do [image: image1520.wmf](
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Vậy [image: image1521.wmf](
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, khi [image: image1522.wmf]0,1

abcd

====

 thì [image: image1523.wmf]3

P

=

. Vậy GTLN của P là 3.

Ví dụ 9

a) Cho các số thực [image: image1524.wmf],,0
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 thỏa mãn: [image: image1525.wmf]4

xyzxyz
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. Tìm GTLN của [image: image1526.wmf]Pxyyzzx
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b) Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn: [image: image1527.wmf]3
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. Tìm GTLN, GTNN của biểu thức

[image: image1528.wmf]222
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c) Cho các số thực không âm a, b, c sao cho [image: image1529.wmf]333
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. Tìm GTNN của [image: image1530.wmf]222
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d) Cho các số thực [image: image1531.wmf],,1
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 thỏa mãn: [image: image1532.wmf]222
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. Tìm GTLN, GTNN của [image: image1533.wmf]333
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.

Lời giải

a) Cách 1: Giả sử x là số lớn nhất khi đó ta có: [image: image1534.wmf]3
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Vậy GTLN của P là 4, đẳng thức xảy ra tại [image: image1537.wmf]0;2
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 và các hoán vị.

Cách 2: Gọi x là số nhỏ nhất.

Nếu [image: image1538.wmf]1
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Nếu [image: image1540.wmf]1
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Suy ra [image: image1543.wmf]4
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b) Giả sử [image: image1544.wmf]{
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Từ giả thiết ta có: [image: image1545.wmf](
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Với [image: image1548.wmf](
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+ Ta có: [image: image1549.wmf](
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Kết luận: GTNN của P là 4, GTLN của P là 9

Có thể tìm GTNN của P theo cách: Trong 3 số [image: image1556.wmf]1,1,1
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[image: image1560.wmf](
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c) Từ giả thiết ta được [image: image1562.wmf](
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[image: image1565.wmf](

)

(

)

22

211

3

abcabc

abcabcabc

+++=++++³

++++++


Do đó ta được [image: image1566.wmf](
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Vậy GTNN của P là 1. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
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d) Với mọi số thực [image: image1568.wmf]1
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 ta có [image: image1569.wmf](
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1570.wmf]1
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 hoặc [image: image1571.wmf]2

a

=

.

Áp dụng vào bài toán ta có: [image: image1572.wmf]333
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi có hai số bằng 2, một số bằng -1. Từ giả thiết ta suy ra [image: image1574.wmf]1,,3
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  có một số bằng 3, hai số bằng 0.

Ví dụ 10

a) Cho các số thực x, y, z thỏa mãn: [image: image1577.wmf]222
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b) Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn: [image: image1579.wmf]222
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. Tìm GTLN, GTNN của 
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c) Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn: [image: image1581.wmf]1
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 Tìm GTLN, GTNN của 
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d) Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn: [image: image1583.wmf]222222222
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Lời giải
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Ta có: [image: image1591.wmf](
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Bài tập tương tự: Cho các số thực a, b,c  sao cho [image: image1593.wmf]222
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Chứng minh: [image: image1594.wmf]333
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.

b) Từ giả thiết suy ra có ít nhất 1 số [image: image1595.wmf]1
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, giả sử [image: image1596.wmf]01

c

££

. Ta có:

[image: image1597.wmf](

)

(

)

10

Pabcbca

=++-³
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 hoặc các hoán vị. Từ giả thiết suy ra tồn tại 2 số b, c thỏa mãn: [image: image1599.wmf](
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Ta có [image: image1601.wmf]2222
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a) Tìm GTLN, GTNN của [image: image1627.wmf]2
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b) Cho các số thực x, y thỏa mãn: [image: image1628.wmf]66
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Đặt [image: image1665.wmf]abt
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Mặt khác ta cũng có:
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Hay [image: image1668.wmf]223
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1672.wmf]3,8

ab

==

 hoặc [image: image1673.wmf]8,30

abx

==Û=

 hoặc [image: image1674.wmf]5

x

=

.
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Cách khác:
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Vậy GTLN của P là 3 tại [image: image1705.wmf]0

x

=

 hoặc [image: image1706.wmf]9

x

=

, GTNN của P là [image: image1707.wmf]629

2

-

 tại [image: image1708.wmf]9

2

x

=

.

Một số bài toán khác
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[image: image1780.wmf](
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1781.wmf]3,0
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 hoặc [image: image1782.wmf]0,3
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6) Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn điều kiện [image: image1783.wmf](

)

222

20

abcabbcca

++=++>

. Tìm GTNN của biếu thức [image: image1784.wmf]222222

abbcca

P

abbcca

=++

+++


Lời giải

Ta có: [image: image1785.wmf](
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Mặt khác ta cũng có:
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1790.wmf],0
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 và các hoán vị.

Vậy GTNN của P là [image: image1791.wmf]1
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7) Cho các số thực không âm x, y, z thỏa mãn: [image: image1792.wmf]3
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. Tìm GTLN, GTNN của 
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Lời giải

Theo bất đẳng thức AM-GM ta có: [image: image1794.wmf]22
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[image: image1796.wmf](
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1797.wmf]1
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Từ giả thiết 

[image: image1798.wmf](
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1 trong 2 số x, y bằng 0,

Từ đó suy ra [image: image1799.wmf](
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, dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi chỉ khi có hai số bằng 0, một số bằng 3.

VII. MỘT SỐ CÁCH ĐÁNH GIÁ KHÁC.

Với các số thực không âm a, b, c.

Giả sử [image: image1800.wmf]{
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Ví dụ 1

a) Cho các số thực không âm a, b, c phân biệt thỏa mãn: [image: image1807.wmf]0,,2
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Chứng minh [image: image1808.wmf](
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b) Cho các số thực không âm a, b, c thỏa mãn: [image: image1809.wmf](
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c) Cho các số thực không âm x, y, z sao cho [image: image1811.wmf]0
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[image: image1812.wmf](

)

222222

1115

2

Pxyyzzx

xyyzzx

æö

=++++³

ç÷

+++

èø


d) Cho các số thực không âm a, b, c sao cho [image: image1813.wmf]0
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Lời giải

a) Không mất tính tổng quả ta giả sử [image: image1816.wmf]02
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Cuối cùng ta chỉ cần chứng minh: [image: image1821.wmf](
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 (dành cho học sinh tự làm)

dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi chỉ khi [image: image1823.wmf](

)

(

)

;;0;1;2

abc

=

 và các hoán vị.

b) Đặt [image: image1824.wmf]222

abc

Pabbcca

abc

++

=+++

++


Biểu thức cần tìm GTLN, GTNN có dạng đối xứng nên ta có thể tận dụng các hằng đẳng thức để quy về một ẩn.

Từ giả thiết ta có: [image: image1825.wmf](
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Như vậy [image: image1826.wmf](
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Do a, b, c không âm nên ta có:
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Đặt [image: image1830.wmf](
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Phần việt còn lại là chứng minh BĐT ở các vế (dành cho học sinh)

c) Phân tích: Giả sử [image: image1832.wmf]{
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Đặt [image: image1838.wmf];
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 với [image: image1841.wmf]0
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Cuối cùng ta chứng minh: [image: image1842.wmf]2
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 (dành cho học sinh). Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi một số bằng 0 và hai có còn lại bằng nhau.

d) Phân tích: Giả sử c là số nhỏ nhất trong 3 số a, b, c.
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Đặt [image: image1844.wmf],
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Đặt [image: image1848.wmf]2
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 (dành cho học sinh). Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  có một số bằng 0 và hai số bằng nhau.

Ví dụ 2

a) Cho các số thực [image: image1850.wmf],,0
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 sao cho [image: image1851.wmf]3
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b) Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn điều kiện [image: image1853.wmf]1
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c) Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn điều kiện [image: image1855.wmf]0
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. Chứng minh rằng
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d) Cho các số thực không âm a, b, c sao cho [image: image1857.wmf]222
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Lời giải

a) Không mất tính tổng quát ta giả sử: [image: image1859.wmf]03
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. Khi đó ta có:
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. Suy ra [image: image1861.wmf](
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Ta có: [image: image1862.wmf](
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Cuối cùng ta chứng minh: [image: image1864.wmf]32
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 với [image: image1865.wmf]9
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 dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  a, b, c là hoán vị của bộ số (0; 1; 2).

b) Không mất tính tổng quá giả sử [image: image1866.wmf]{
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[image: image1868.wmf](
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Đặt [image: image1869.wmf](
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xy

+=

. Ta chứng minh được: [image: image1871.wmf](

)

22

1115

2

xyxy

xy

++³

+

+


Suy ra [image: image1872.wmf]5
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, dấu đẳng thức xảy ra tại [image: image1873.wmf]0,1
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 hoặc các hoán vị.

c) Sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta có [image: image1874.wmf](
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[image: image1875.wmf](
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Cộng theo ba vế bất đẳng thức trên ta được
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Bất đẳng thức được chứng mình Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi có một số bằng 0 và hai số bằng nhau.

d) Chứng minh được: [image: image1878.wmf](
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Suy ra [image: image1879.wmf]2
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Chứng minh được: [image: image1880.wmf]2
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi [image: image1883.wmf]1,0
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Có thể chứng minh (*) như sau:
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Hay [image: image1885.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi  và chỉ khi có hai số bằng 1, một số bằng 0.

VIII. BẤT ĐẲNG THỨC SCHUR

Cho x, y, z là các số thực không âm và số thực dương t. Khi đó ta có:
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Đây là bất đẳng thức có khá nhiều ứng dụng và tương đối chặt, nhiều bài toán BĐT chỉ là hệ quả của BĐT này. Việc chứng minh (*) khá đơn giản:

Giả sử: [image: image1888.wmf](
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 bất đẳng thức này luôn đúng. Dấu đẳng thức xảy ra khi  và chỉ khi cả 3 số bằng nhau hoặc hai số bằng nhau, một số bằng 0.

Các bất đẳng thức suy ra từ BĐT Schur khi [image: image1889.wmf]1
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Các BĐT (4) (5) còn gọi là BĐT SCHUR  dạng phân thức khi [image: image1895.wmf]1
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Ngoài ra cần chú ý biến đổi: [image: image1896.wmf](
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Ta xét các ví dụ sau;

Ví dụ 1

a) Cho a, b, c là ba số thực không âm và [image: image1898.wmf]1
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. Chứng minh rằng: [image: image1899.wmf](
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b) Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image1900.wmf]4
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Chứng minh: [image: image1901.wmf](
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. (Trích Đề tuyển sinh vào lớp 10 – Trường Chuyên KHTN – ĐHQG Hà Nội, 2015).

c) Cho a, b, c là các số thực không âm sao cho [image: image1902.wmf]1
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. Chứng minh rằng [image: image1903.wmf](
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d) Cho các số thực không âm a, b, c. Chứng minh rằng: [image: image1904.wmf](
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 (Trích Đề thi tuyển sinh vào lớp 10 Trường chuyên Phan Bội Châu – Nghệ AN, 2014)

Lời giải

a) Áp dụng bất đẳng thức Schur dạng: [image: image1905.wmf](
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b) Áp dụng BĐT Schur dạng phân số ta có: [image: image1910.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image1920.wmf]1
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Suy ra [image: image1922.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  có hai số bằng [image: image1927.wmf]1
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Áp dụng bất đẳng thức Schur ta suy ra: [image: image1933.wmf](
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Mặt khác theo bất đẳng thức AM-GM ta có: [image: image1934.wmf](
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Từ (1) và(2) ta có: [image: image1937.wmf](
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Hay [image: image1938.wmf](

)

(

)

2

222

3

3

abcabcabbcca

+++³++

. Đẳng thức xảy ra khi [image: image1939.wmf]xyz
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Ví dụ 2

a) Cho a, b, c là các số thực dương có tổng bằng 1. Chứng minh rằng

[image: image1941.wmf](
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b) Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng: [image: image1942.wmf](
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c) Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn điều kiện [image: image1943.wmf]1
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[image: image1944.wmf]333
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d) Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh rằng: 

[image: image1945.wmf](
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Lời giải

a) Ta có: [image: image1946.wmf](
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[image: image1951.wmf](
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b) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với:

[image: image1954.wmf](
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. Áp dụng bất đẳng thức Schur dạng phân số ta có: [image: image1955.wmf](
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21

abc

abc

æö

-£

ç÷

++

èø


Nếu [image: image1959.wmf]9
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[image: image1961.wmf](

)

3

3

92

9921

2.1

27273

sss

ss

abc

abcs

++-

æö

-

æö

-££=

ç÷

ç÷

++

èø

èø
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Áp dụng bất đẳng thức Schur dạng: [image: image1966.wmf](
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với [image: image1968.wmf]sabc
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d) Áp dụng bất đẳng thức hệ quả của BĐT AM-GM dạng [image: image1970.wmf]1119
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. Ta cần chỉ ra được
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 đây chính là bất đẳng thức Schur dạng phân thức

Ví dụ 3

a) Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn [image: image1973.wmf]1
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b)  Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh [image: image1975.wmf](
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c)  Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh:
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d)  Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn [image: image1977.wmf]1
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Lời giải

a) Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được
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. Như vậy ta cần chứng minh 
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 hay ta cần chứng minh bất đẳng thức:
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)

972

xyzxyyzzx

³++-


Như vậy bất đẳng thức ban đầu được chứng minh.

b) Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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Hay [image: image1995.wmf](
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. Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta được [image: image1996.wmf](
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[image: image1998.wmf](
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Phép chứng minh hoàn tất nếu ta chỉ ra được
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Áp dụng bất đẳng thức Schur dạng phân thức ta có: [image: image2000.wmf](
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Ta cần chỉ ra được [image: image2001.wmf](

)

(

)

9

12129

abc

abcabcabcabc

abc

+³Û+++³

++


Đánh giá cuối cùng luôn đúng vì theo bất đẳng thức Cauchy thì 

[image: image2002.wmf]3
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. Vậy bài toán được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2003.wmf]1
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Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành [image: image2007.wmf](
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Theo bất đẳng thức Schur dạng phân thức ta có: [image: image2008.wmf](
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. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2014.wmf]abc
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d) Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwar ta được
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[image: image2016.wmf](
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. Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được [image: image2017.wmf](
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. Biến đổi tương đương ta được
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 Đây chính là bất đẳng thức Schur.

Vậy bài toán được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2022.wmf]1
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IX. CÔNG THỨC ABEL VÀ ỨNG DỤNG

1. Công thức tổng Abel
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 (*) đây là đẳng thức quan trọng có nhiều ứng dụng trong giải toán.

2. Bất đẳng thức Abel:

Cho hai dãy số thực: [image: image2033.wmf]12
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Chứng minh:
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3. Một số ví dụ

Ví dụ 1
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Lời giải

Từ giả thiết ta dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2046.wmf]3;2;1
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Ta có phân tích: [image: image2047.wmf](
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Áp dụng công thức (*) ta có:

[image: image2048.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2050.wmf]3;2;1
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Ví dụ 2

Cho các số thực dương x, y, z sao cho [image: image2051.wmf]3;6,6

xxtxyz
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. Chứng minh [image: image2052.wmf]6

xyz

++³


Lời giải

Dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi [image: image2053.wmf]3;2;1
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Ta có [image: image2054.wmf](
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. Áp dụng công thức (*) ta có: [image: image2055.wmf](
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. Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: [image: image2056.wmf]3
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2057.wmf]3;2;1
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Ví dụ 3

Cho [image: image2058.wmf],,0

xyz

>

 sao cho [image: image2059.wmf]23
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 và [image: image2060.wmf]1,3,6
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Lời giải

Ta cần chứng minh: [image: image2062.wmf]11111
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. Dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2063.wmf]1;2;3
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. Áp dụng công thức (*) ta có:
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)

(

)

(

)

111111111111

11.2.3.

62323

xyz

xyzxyzxyz

æö

-++=-+-+-=-+-+-=

ç÷

èø


[image: image2065.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2066.wmf]3;2;1
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Ví dụ 4

Cho các số thực không âm, x, y, z sao cho [image: image2067.wmf]1,5,14

xxyxyz
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.

Chứng minh: [image: image2068.wmf]6
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Lời giải

Dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  [image: image2069.wmf]1,4,9
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Áp dụng công thức (*) ta có: [image: image2070.wmf](
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. Ta suy ra
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Ví dụ 5

Cho các số thực dương [image: image2073.wmf]1,3,6,6
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. Chứng minh: [image: image2074.wmf]4
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Lời giải

Dự đoán dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2075.wmf]3;2;1

abc

===

. Ta cần chứng minh:
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Ta có: [image: image2077.wmf](
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. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi [image: image2079.wmf]3,2,1
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Ví dụ 6

Cho các số thực dương a, b, c sao cho [image: image2080.wmf]0,9
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Lời giải

Ta có: [image: image2082.wmf](
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Ví dụ 7

Cho các số thực a, b, c sao cho [image: image2084.wmf]10
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. Chứng minh: [image: image2085.wmf]1111
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Lời giải

Ta cần chứng minh: [image: image2086.wmf]11111
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz

Ta có: [image: image2088.wmf]1119114

3,2

323222

cc

cc

ababbb

++³³+³³

+++
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Ví dụ 8

Giả sử a, b, c là các số thực dương thỏa mãn: [image: image2090.wmf]3
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Tìm GTNN của [image: image2091.wmf](
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(Trích Đề thi vào lớp 10 Trường chuyên KHTN – ĐHQG Hà Nội)

Lời giải

Ta có: [image: image2092.wmf](
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Ta chứng minh: [image: image2093.wmf](
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Hay

[image: image2094.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11111

3323210

4131312121

ccbcba

cbbaa

æöæö

--+++--+-+-+-³

ç÷ç÷

ç÷ç÷

+++++

èøèø


Rút gọn ta thu được:

[image: image2095.wmf](
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Điều này là hiển nhiên đúng.

B. TUYỂN CHỌN MỘT SỐ BÀI TOÁN BẤT ĐẲNG THỨC
            Nội dung cơ bản của chương gồm


[image: image2096.wmf]·

 Lựa chọn và giới thiệu một số bài toán bất đẳng thức hay và khó, cùng với đó là quá trình phân tích các hướng tiếp cận bài toán và các lời giải độc đáo.


[image: image2097.wmf]·

 Tuyển chọn và giới thiệu một số bài toán bất đẳng thức từ các đề thi học sinh giỏi môn Toán cấp THCS, THPT và một số bất đẳng thức từ các đề thi vào lớp 10 chuyên toán trong một số năm trở lại đây .


[image: image2098.wmf]·

 Giới thiệu các bài tập tổng hợp để các em học sinh có thể tự rèn luyện. 

MỘT SỐ BẤT ĐẲNG THỨC HAY VÀ KHÓ

            Trong chủ đề này, chúng tôi đã tuyển chọn và giới thiệu một số bài toán bất đẳng thức hay và khó, cùng với đó là quá trình phân tích để đi đến hình thành lời giải cho bài toán bất đẳng thức đó. Từ các bài toán đó ta sẽ thấy được quá trình phân tích đặc điểm của giả thiết bài toán cũng như bất đẳng thức cần chứng minh, từ đó có những nhận định, định hướng để tìm tòi lời giải và cách trình bày lời giải cho một bài toán bất đẳng thức. 

Bài 1. Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

           Trước hết ta dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2100.wmf]abc

==

. Có thể nói đây là một bất đẳng thức hay tuy nhiên nó không thực sự khó. Quan sát bất đẳng thức ta có một cách tiếp cận bài toán như sau

Cách 1: Từ chiều của bất đẳng thức, ý tưởng đầu tiên là sử dụng bất đẳng thức Cauchy để đánh giá. Nhưng ta sử dụng bất đẳng thức Cauchy cho bao nhiều số? Để ý bên vế trái bất đẳng thức có chứa 
[image: image2101.wmf]2

1

a

 và bên vế phải lại chứa 
[image: image2102.wmf]1

a

 nên ta sử dụng bất đẳng thức Cauchy cho hai số, ta cũng cần triệt tiêu các đại lượng 
[image: image2103.wmf]bc
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. Chú ý đến bảo toàn dấu đẳng thức ta có đánh giá sau


[image: image2104.wmf](
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Thực hiện tương tự ta có 


[image: image2105.wmf](
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 


[image: image2106.wmf](
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Để ý là  
[image: image2107.wmf]bccaab1111
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, lúc này ta thu được


[image: image2108.wmf](
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Hay                     
[image: image2109.wmf](
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image2110.wmf]abc

==

.

Cách 2: Ý tưởng thứ hai là áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 


[image: image2111.wmf](
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Bất đẳng thức sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được 


[image: image2112.wmf](
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Biến đổi vế trái ta được 


[image: image2113.wmf](
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Điều này có nghĩa là bất đẳng thức được chứng minh.

Cách 3: Ý tưởng tiếp theo là sử dụng phép biến đổi tương đương để chứng minh bài toán. Chú ý đến phép biến đổi 
[image: image2114.wmf](
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, khi đó ta thu được bất đẳng thức cần chứng sau 
[image: image2115.wmf](
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. Biến đổi vế trái ta lại được 
[image: image2116.wmf](
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. Đến lúc này ta đưa bài toán cần chứng minh thành  


[image: image2117.wmf](
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Đến đây ta biến đổi bất đẳng thức bằng cách nhân cả hai vế với tích abc ta được  


[image: image2118.wmf]bccaab3
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Bất đẳng thức cuối cùng là bất đẳng thức Neibitz. Điều này đồng nghĩa với việc bất đẳng thức được chứng minh. 

Cách 4: Ta tiếp tục phân tích tìm lời giải với ý tưởng đổi biến, quan sát bất đẳng thức ta  nhận thấy 
[image: image2119.wmf](
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, khi đó bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành 
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Đến đây ta đặt 
[image: image2121.wmf]111

x;y;z

abc

===

. Khi đó bất đẳng thức trở thành 


[image: image2122.wmf]222
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Bất đẳng thức cuối cùng làm ta liên tưởng đến bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức  


[image: image2123.wmf](
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image2124.wmf]abc

==

.

Bài 2. Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng: 


[image: image2125.wmf]abc
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Phân tích và lời giải

          Cũng như bài toán trên ta dự đoán được đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2126.wmf]abc

==

. Với bất đẳng thức trên ta cũng có một số ý tưởng tiếp cận bài toán như sau 

Cách 1: Ý tưởng đầu tiên là đánh giá bất đẳng thức trên theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức. Khi đó ta được  


[image: image2127.wmf](
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           Bài toán sẽ được hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
[image: image2128.wmf](
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, nhưng đánh giá này chính là 
[image: image2129.wmf](
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. Đây là một bất đẳng thức quen thuộc. 

Như vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Cách 2: Ta tiếp tục đánh giá bất đẳng thức với ý tưởng đổi biến. Quan sát bất đẳng thức ta hướng đến việc đổi biến làm đơn giản mẫu các phân số. Cho nên rất tự nhiên ta thực hiện phép đặt 
[image: image2130.wmf]xb2c;yc2a;za2b
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, khi đó suy ra 
[image: image2131.wmf]x,y,z0
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. Thực hiện biểu diễn các biến cũ theo biến mới ta được 
[image: image2132.wmf]4yz2x4zx2y4xy2z
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         Khi này bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành
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         Hay                          
[image: image2134.wmf]4yzx1zxy2
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         Dễ dàng nhận ra 
[image: image2135.wmf]yzxzxy
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 theo bất đẳng thức Cauchy. Do đó ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image2137.wmf]abc

==

.

Cách 3: Bây giờ ta thử đánh giá bất đẳng thức trên theo hướng đánh giá mẫu của các các phân thức xem sau. Quan sát ta nhận thấy 
[image: image2138.wmf](
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, lại theo một bất đẳng thức Cauchy ta thấy 
[image: image2139.wmf](
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 cho nên rất tự nhiên ta thực hiện phép đánh giá sau
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         Thực hiện tương tự ta được 
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          Lúc này ta thu được bất đẳng thức 
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        Để ý là 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài 3. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

            Dễ dàng dự đoán được đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2146.wmf]1
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. Trước hết ta áp dụng giả thiết viết lại bất đẳng thức cần chứng minh thành 
[image: image2147.wmf]abc
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. Đây chính là bất đẳng thức trong bài 2, do đó ta có thể chứng minh bất đẳng thức theo các cách như trên. Ngoài ra ta còn có thêm giả thiết 
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, ta thử phân tích xem còn có thêm ý tưởng nào khác không?

Cách 1: Để ý là 
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 làm xuất hiện các đại lượng 
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. Với nhận định này ta biến đổi được như sau
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Khi đó ta sẽ được  
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Để ý là theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được
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Như vậy lúc này ta được   
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Rõ ràng đây cũng là một đánh giá đúng theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức. Điều này đồng nghĩa với bài toán được chứng minh.

Cách 2: Cũng từ giả thiết 
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Dễ thấy 
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Ta thực hiện tương tự được 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Bài toán sẽ được hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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           Hay                     
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           Chú ý đến đánh giá 
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 ta thấy đánh giá cuối cùng luôn đúng.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài 4. Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. Chứng minh rằng: 


[image: image2167.wmf]222
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Phân tích và lời giải

           Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2168.wmf]abc
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. Vì a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác nên ta có 
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. Chú ý đến hình thức phát biểu của bài toán ta có một số ý tưởng chứng minh như sau
Cách 1: Cách phát biểu vế trái của bất đẳng thức làm ta liên tưởng đến áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức và ta có kết quả là
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Đây chính là điều ta cần phải chứng minh. 

Cách 2: Ý tưởng thứ hai là sử dụng bất đẳng thức Cauchy. Khi đó ta được   
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Cách 3: Trước hết ta chứng minh 
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           Thật vậy, với a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác nên bất đẳng thức trên tương đương với
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          Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng, do đó bất đẳng thức trên được chứng minh.

          Áp dụng tương tự ta được 
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          Do đó ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài 5. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image2178.wmf]abc1
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. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

          Dễ dàng dự đoán được đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2180.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy có một số ý tưởng tiếp bài toán như sau  

Cách 1: Ý tưởng đầu tiên là sử dụng bất đẳng thức Cauchy. Ở đây ta phân tích xem nên sử dụng cho mấy số. Đầu tiên ta chú ý đến đại lượng 
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 bên vế trái nên rất tự nhiên ta nghĩ đến bất đẳng thức Cauchy cho ba số, ta cũng cần phải làm triệt tiêu 
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. Để ý đến bảo toàn dấu đẳng thức ta có đánh giá là 
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          Áp dụng tương tự ta có
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          Lúc này cộng theo vế các bất đẳng thức trên thì được  


[image: image2185.wmf](

)

(

)

(

)

333

111abc3333

22222a2b2c

abcbcacab

++++++³++

+++


          Hay              
[image: image2186.wmf](

)

(

)

(

)

333

1111113

abc2

abcbcacab

++³++-

+++


          Để ý tiếp ta lại thấy              
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Do đó ta được                    
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Như vậy bài toán được chứng minh.

         Cũng sử dụng bất đẳng thức Cauchy nhưng với hai số dương ta có thể thực hiện được không? Ta chú ý đến đại lượng 
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 ta cần khử được 
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 và như vậy chú ý đến bảo toàn dấu đẳng thức ta sẽ áp dụng bất đẳng thức Cauchy  cho hai số dương đó là 
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Áp dụng tương tự ta được 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Để ý đến giả thiết 
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Đến đây ta thực hiện tương tự như trên.

Cách 2: Chú ý đến giả thiết 
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 ta viết lại bất đẳng thức cần chứng minh


[image: image2200.wmf](

)

(

)

(

)

333

1113

2

abcbcacab

abcabcabc

++³

+++


          Hay                                   
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          Đến đây để đơn giản hóa ta đặt 
[image: image2202.wmf]111
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, suy ra 
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và bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành                                             
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Đến đây ta có hai hướng xử lý bất đẳng thức trên.

Hướng 1: Áp dụng các bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức và bất đẳng thức Cauchy ta được  

                   
[image: image2205.wmf](

)

(

)

2

222

3

xyz

3xyz

xyzxyz3

yzzxxy222

2xyz

++

++

++³=³=

+++

++


Hướng 2: Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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         Hay              
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài 6. Cho a, b, c là các số thực dương. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

          Quan sát cách phát biểu của bài toán thì ý tưởng đầu tiên là sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức và khi đó ta được 
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Như vậy ta cần chỉ ra được 
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         Hay                 
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         Dễ thấy 
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         Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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         Ý tưởng thứ hai là sử dụng bất đẳng thức Cauchy, để ý đến đại lượng 
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Áp dụng tương tự ta có 
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Để đơn giản hóa ta đặt       
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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        Hay              
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        Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Đến đây ta thực hiện tương tự như cách 1. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài 7. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image2227.wmf]abc1
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. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

           Trước hết ta dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2229.wmf]1
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. Quan sát bất đẳng thức cần chứng minh ta nhận thấy các biến đều nằm dưới mẫu nên rất tự nhiên ta nghĩ đến các bất đẳng thức Cauchy, Bunhiacopxki dạng phân thức 

Cách 1: Trước hết ta tiếp cận bất đẳng thức trên với ý tưởng đánh giá bằng bất đẳng thức Cauchy. Để ý đến bảo toàn dấu đẳng thức ta có 
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          Do đó ta có bất đẳng thức 
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          Như vậy ta cần phải chứng minh được  
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          Lại chú ý đến đánh giá tương tự như trên nhưng ta cần cộng các mẫu sao cho có thể viết được thành 
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 điều này có nghĩa là ta cần đến 
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        - Thứ nhất là đánh giá 
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, Tuy nhiên đánh giá này không xẩy ra dấu đẳng thức. 

        - Thứ hai là đánh giá 
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          Bất đẳng thức sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được 
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          Tuy nhiên, dễ thấy 
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Do đó ta được                                  
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Cách 2: Sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra thì ta được 
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        Bất đẳng thức sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được 
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         Để ý tiếp bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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)

2

211166

18

3abbccaabbcca1

abc

3

æö

++³³=

ç÷

++

èø

++


Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Cách 3: Theo một đánh giá quen thuộc ta có 


[image: image2245.wmf]1119
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Do đó ta có bất đẳng thức 
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Áp dụng tiếp đánh giá trên ta được 
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         Hay                           
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         Mặt khác ta lại có               
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         Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image2251.wmf]1
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Bài 8. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image2252.wmf]abc3
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. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

          Trước hết để mất dấu căn ta đặt 
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, khi đó từ giả thiết ta có 
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 và bất đẳng thức được viết lại thành 
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, ta có một số ý tưởng tiếp cận bài toán như sau 

Cách 1: Từ cách phát biểu vế trái ta nghĩ đến sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức. Tuy nhiên cần chú ý đến giả thiết 
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, khi đó ta có đánh giá 
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         Ta quy bài toán về chứng minh  
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         Mà theo bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Do đó ta có 
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         Mà ta có đẳng thức quen thuộc 
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         Do đó ta được 
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         Để ý tiếp đến giả thiết 
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         Mà ta có 
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)

222

xyz3xyz3

++£++=

 suy ra 
[image: image2268.wmf]222

3xyyzzx

³++

.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image2269.wmf]abc1

===

.

Cách 2: Cũng từ cách phát biểu vế trái ta nghĩ đến đánh giá bằng bất đẳng thức Cauchy, tuy nhiên khi áp dụng trực tiếp ta cần chú ý làm triệt tiêu các mẫu số và đánh giá về bình phương của các biến. Do đó ta đánh giá như sau
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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        Hay                               
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Bài toán sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được 
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)

222

6xyyzzx3

-++³

 hay 
[image: image2274.wmf]222

3xyyzzx

³++


Đến đây ta làm như cách thứ 1.

Cách 3: Cũng áp dụng bất đẳng thức Cauchy, tuy nhiên trong tình huống này ta bình phương hai vế trước   

         Đặt 
[image: image2275.wmf]222

xyz

A

yzx

=++

, khi đó ta được 


[image: image2276.wmf]2

222444222

2

222

xyzxyzxyyzzx

A2

yzxzxy

yzx

æöæö

=++=+++++

ç÷ç÷

èøèø


         Đến đây ta chú ý đến cách ghép cặp sau
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        Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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        Hay                                            
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image2280.wmf]abc1
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Cách 4: Trong các hướng tiếp cận trên ta đều thực hiện đánh giá sau quá trình đổi biến mà quên đi một đánh giá quan trọng là 
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, khi đó ta có 
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. Đây là một đánh giá cùng chiều mà vẫn bảo toàn dấu đẳng thức, ta thử thực hiện tiếp xem sao

          Theo bất đẳng thức Cauchy ta có 
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          Bất đẳng thức sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được 
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. Nhìn cách phát biểu của bất đẳng thức ta nghĩ đến bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức.

          Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta có 
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         Ta cần chứng minh được   
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         Hay 
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Đẳng thức cuối cùng chính là giả thiết. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài 9. Cho a, b, c là các số thực không âm bất kì. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

          Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2289.wmf]abc1
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, quan sát bất đẳng thức ta nghĩ đến một số ý tưởng tiếp cận như Sử dụng nguyên lí Dirichlet, sử dụng tính chất của tam thức bậc hai, sử dụng bất đẳng thức Cauchy,…, bây giờ ta đi phân tích từng ý tưởng để tìm lời giải cho bài toán. 

Cách 1: Trước hết ta thấy ta để ý đến đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2290.wmf]abc1
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 điều này có nghĩa là khi đẳng thức xẩy ra thì 
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 cùng bằng 0, ngoài ta trong bất đẳng thức chứa các đại lượng 
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 nên ta nghĩ đến tích 
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, tuy nhiên ta chưa thể khẳng định được tích đó có không âm hay không nên ta sử dụng nguyên lí Dirichlet.
       Theo nguyên lí Dirichlet trong ba số 
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 luôn tồn tai hai số cùng dấu, không mất tính tổng quát ta giả sử hai đó là 
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, khi đó ta có 
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Khi đó ta có 
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)

(

)

(

)

(

)

22

222

abc2abc1ab1c2abcacbcc2abbcca

++++=-+-+--++++


Dễ thấy 
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         Suy ra 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image2301.wmf]abc1

===

.

Cách 2: Dễ thấy bất đẳng thức có bâc hai đối với mỗi biến do đó ta có thể viết lại bất đẳng thức về dạng đa thức biến a, còn b và c đóng vai trò tham số 

         Ta viết lại bất đẳng thức cần chứng minh là 
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         Xét                     
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         Quan sát đa thức 
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 ta nhận thấy nếu 
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        Bây giờ ta xét trường hợp sau 
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--£


        Khi đó ta có              
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        Để ý đến hệ số của hạng tử bậc hai là số dương nên để 
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 thì ta phải chỉ ra được   
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        Hay                                        
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           Để ý đến 
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 ta được 
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 cùng nhỏ hơn 1 hay cả b, c đều nhỏ hơn 2, khi đó theo bất đẳng thức Cauchy ta được 
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         Suy ra  
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- Trong hai số 
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 có một số lớn hơn 1 và một số nhỏ hơn 1 khi đó trong b, c có một số lớn hơn 2 và một số nhỏ hơn 2 suy ra 
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            Như vậy cả hai khả năng đều cho 
[image: image2322.wmf]'
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 nên bất đẳng thức được chứng minh. Vậy bài toán được chứng minh xong.

Cách 3: Dễ thấy theo bất đẳng thức Cauchy ta có đánh giá 
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          Lúc này ta được bất đẳng thức 
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          Ta cần chỉ ra được 
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, khi đó bất đẳng thức được viết lại thành
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         Để ý đến đánh giá 
[image: image2328.wmf]2xyxy
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 khi đó ta viết được  
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         Bất đẳng thức sẽ được chứng minh xong nếu ta chỉ ra được
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         Khai triển và phân tích ta được bất đẳng thức 
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Đây là một đánh giá đúng quen thuộc. Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Cách 4: Ngoài các cách giải như trên ta cũng có thể tham khảo thêm cách giải sau: 

          Ta viết lại bất đẳng thức cần chứng minh là 
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          Đặt 
[image: image2333.wmf]abck
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         Ta dễ dàng chứng minh được 
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        Như vậy để hoàn tất chứng minh ta chỉ cần chỉ ra được 
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        Theo bất đẳng thức Cauchy ta có 
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+ Nếu 
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, khi đó áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Bài 10. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image2343.wmf]abc3
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. Chứng minh rằng: 
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Phâ tích và lời giải

           Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2345.wmf]abc1
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. Quan sát cách phát biểu của bài toán ta nghĩ đến sử dụng các bất đẳng thức Bunhiacopxki, Cauchy,…. Chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra ta có các ý tưởng tiếp cận bài toán như sau

Cách 1: Ý tưởng đầu tiên là sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, khi đó ta được
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       Ta cần chứng minh   
[image: image2347.wmf](
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      Hay ta cần chứng minh 
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       Mà ta có 
[image: image2349.wmf]222
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, do đó để hoàn tất chứng minh ta cần chỉ ra được
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        Nhận thấy trong bất đẳng thức cần chứng minh, vế trái có bậc 2 và vế phải có bậc 3, do đó trước hết ta đồng bậc hai về. Chú ý đến giả thiết 
[image: image2351.wmf]abc3
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         Bất đẳng thức cuối cùng hiển nhiên đúng.

Hoặc ta có thể chứng minh theo bất đẳng thức Cauchy như sau 
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Cộng theo vế các bất đẳng trên ta cũng được điều phải chứng minh.

Vậy bài toán được chứng minh xong.

Cách 2: Trong bài toán có giả thiết 
[image: image2354.wmf]abc3
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 và trong bất đẳng thức cũng xuất hiện các số 3. Vậy thì các số 3 đó ẩn ý gì hay không? 

            Để ý ta thấy 
[image: image2355.wmf](
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, áp dụng tương tự ta viết lại được bất đẳng thức cần chứng minh là 
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Đến đây ta có các hướng xử lí bất đẳng thức trên 

+ Hướng 1: Biến đổi tương đương bất đẳng thức trên ta được
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         Bất đẳng thức cuối cùng ta thấy có sự xuất hiện của các đại lượng 
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 và chú ý đến chiều của bất đẳng thức ta để ý đến 
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        Đến đây để hoàn tất chứng minh ta cần chỉ ra được 
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        Vì 
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. Như vây bài toán được chứng minh xong.

+ Hướng 2: Để đơn giản hóa bất đẳng thức ta đặt 
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, khi đó ta được 
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         Bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành
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        Hay                                          
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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        Từ hai bất đẳng thức trên ta có 
[image: image2369.wmf]222
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. Đến đây bài toán được chứng minh xong.

+ Hướng 3: Từ đại lượng 
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 ta liên tưởng đến kỹ thuật thêm – bớt trong bất đẳng thức Cauchy, ta được
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Áp dụng tương tự ta được 
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Gọi vế trái của bất đẳng thức là A, khi đó cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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    Hay  
[image: image2374.wmf](
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Đến đây bài toán được chứng minh xong.

Bài 11. Cho a, b, c là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

Cách 1: Trước hết ta dự đoán dấu đẳng thức xấy ra tại 
[image: image2376.wmf]abc
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, quan sát bất đẳng thức ta nhân thấy vế trái chứa các căn bậc hai, do đó ta hướng đến đánh giá làm mất các căn bậc hai. Tuy nhiên nếu ta sử dụng đánh giá 
[image: image2377.wmf](

)

(

)

2

22

2abab

+³+

 thì sẽ thu được bất đẳng thức ngược chiều. Nên ta nghĩ đến bình phương hai vế, có điều nếu khai triển theo phép biến đổi tương đương thì vẫn còn căn bậc hai. Áp dụng một đánh giá quen thuộc ta có  
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        Hay              
[image: image2379.wmf](
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        Như vậy ta cần chỉ ra được 
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         Chú ý bên vế trái xuất hiện đại lượng 
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 nên ta sẽ đánh giá theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, tuy nhiên ta cần đánh giá là xuất hiện 
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         Đến đây ta cần chứng minh được
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         Hay                             
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         Nhận thấy                 
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          Do đó ta được 
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          Mà theo bất đẳng thức Bunhiacopxki thì  
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         Do đó ta được           
[image: image2389.wmf](
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Vậy bài toán được chứng minh xong.

Cách 2: Bây giờ ta thử đánh giá từ vế trái sang vế phải đồng thời làm xuất hiện các căn bậc hai như vế phải xem sao? Để ý đến phép biến đổi 
[image: image2390.wmf]222
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, khi đó ta sẽ sử dụng bất đẳng thức Cauchy để đánh giá, chú ý đến đẳng thức xẩy ra tại 
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 nên để triệt tiêu b ở mẫu ta cộng thêm vào 2b, như vậy ta sẽ được 
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        Thực hiện tương tự ta được bất đẳng thức 
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        Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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         Hay                    
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         Đến đây thì đơn giản hơn rồi, để ý đến bất đẳng quen thuộc 
[image: image2397.wmf](
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, khi đó ta được  
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           Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Cách 3: Chú ý là đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2400.wmf]abc
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 và trong các biến có các lũy thừa bậc 2, do đó ta thử biến đổi hai vế để làm xuất hiện các đại lượng kiểu 
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        Trước hết ta biến đổi vế trái, để ý là 
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        Do đó suy ra 
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        Như vậy để bất đẳng thức tương đương thì ta phải bớt ở vế phải đại lượng 
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         Ta để ý đến phép biến đổi 
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, hoàn toàn tương tự thì vế phải trở thành 
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           Đến đây ta chỉ cần chỉ ra được 
[image: image2410.wmf](
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        Chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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        Hoàn toàn tương tự ta có 
[image: image2417.wmf]B,C0
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. Vậy bài toán được chứng minh xong.

Cách 4: Bây giờ ta thử biến đổi từ vế phải sang vế trái xem sao, ở đây ta cần làm mất các căn bậc hai. Để thực hiện được biến đổi đó ta nghĩ đến đánh giá 
[image: image2418.wmf](
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 nhưng tiếc là đánh giá này lại ngược chiều. Một cách khác đó là sử dụng đánh giá kiểu 
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, đánh giá này cùng chiều nên ta tập trung theo hướng này. Như vây ta cần viết được 
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 sao cho xuất hiện tích của hai đại lượng và sau khi đánh giá thì xuất hiện 
[image: image2421.wmf]2

a

b

. Để ý ta thấy 


[image: image2422.wmf]2222222

2222

abab1abab1a

abababb2ba

222b2b

æöæö

+++-

=+-£+-£+=+-

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø


           Áp dụng tương tự ta được 
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       Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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         Hay       
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Đến đây ta trình bày hoàn toàn tương tự như cách thứ nhất.

Cách 5: Để ý ta thấy 
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        Suy ra              
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        Theo bất đẳng thức Cauchy ta có 
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        Mà theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta có 
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        Do đó ta được          
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        Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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        Đến đây thì áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 


[image: image2433.wmf](
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       Áp dụng tương tự ta thu được 
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        Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta thu được 
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Vậy bài toán được chứng minh xong.

Bài 12. Cho a, b, c là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

            Bất đẳng thức trên đã được chứng minh bằng cách sử dụng bất đẳng thức Cauchy, bây giờ ta tìm hiểu xem ngoài cách làm đó thì còn cách chứng minh nào khác không? 

Cách 1: Quan sát bất đẳng thức ta nhân thấy dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, khi đó ta được 
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       Bất đẳng thức sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được 
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       Tuy nhiên đánh giá trên không đúng, nên ta sẽ đi sang hướng khác. 

       Nhớ lại cách đánh giá tạo ra đại lượng 
[image: image2439.wmf]22
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       Áp dụng tương tự ta được 
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       Như vậy ta cần chỉ ta được 
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Và đây là một đánh giá hoàn toàn đúng. Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Cách 2: Tương tự như bài toán trên ta nhận thấy bất đẳng thức có thể chứng minh được bằng phép biến đổi tương đương, để ý ta thấy  
[image: image2443.wmf](
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Do đó áp dụng tương tự ta được bất đẳng thức tương đương với 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image2446.wmf](
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Đến đây ta đặt  
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Chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Hoàn toàn tương tự ta có 
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. Vậy bài toán được chứng minh xong.

Bài 13. Cho a, b, c là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

 Cách 1: Dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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, suy nghĩ đầu tiên khi quan sát bất đẳng thức đó là tìm cách làm mất căn bậc hai ở các biểu thức, tuy nhiên để ý đến chiều bất đẳng thức ta thấy chỉ có thể làm mất căn ở các tử thức bằng bất đẳng thức Cauchy còn ở mẫu thì lại không thực hiện được. 

          Quan sát kĩ các đại lượng trong mỗi phân thức ta nhận thấy 
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         Đến đây ta đặt 
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, khi đó ta được 
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        Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành  
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          Quan sát bất đẳng thức được tạo thành ta có các hướng chứng minh bất đẳng thức trên

+ Hướng 1: Biến đổi tương đương bất đẳng thức ta được 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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+ Hướng 2: Sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, nhưng trước hết ta cần đổi chiều bất đẳng thức 
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          Khi đó áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 
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         Ta cần chứng minh 
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        Áp dụng bất đẳng thứ Cauchy ta được
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          Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Cách 2: Từ hướng thứ hai của cách 1, gợi ý cho ta đổi chiều bất đẳng thức như sau

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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          Đến đây ta có thể áp dụng bất đẳng thức Cauchy dạng 
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        Ta cần chứng minh   
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         Đặt 
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)

(

)

(

)

1

2a3y3z5x

4

x2a3b3c

1

y3a2b3c2b3z3x5y

4

z3a3b2c

1

2c3x3y5z

4

ì

=+-

ï

ì

=++

ï

ï

ï

=++Þ=+-

íí

ïï

=++

î

ï

=+-

ï

î


        Khi đó bất đẳng thức trên được viết lại thành 
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         Hay                              
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         Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng theo bất đẳng thức Cauchy.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Bài 14. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

Cách 1: Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2480.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta thấy có đánh giá 
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, tuy nhiên đánh giá này cho ta một bất đẳng thức ngược chiều. Chính điều này gợi ý cho ta sử dụng kĩ thuật Cauchy ngược dấu. Khi đó áp dụng ta đẳng thức Cauchy ta được 
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        Hoàn toàn tương tự ta được 
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        Khi đó ta có bất đẳng thức
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         Ta cần chứng minh             
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         Để ý đến 
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         Khi đó ta có 
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         Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được
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          Đánh giá trên là một đánh giá ta đã từng gặp và có thể chứng minh được bằng phép biến đổi tương đương
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         Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. 

        Hoặc sử dụng bất đẳng thức Cauchy
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         Dễ thấy 
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. Cộng theo vế các bất đẳng thức ta được đánh giá như trên. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Cách 2: Vế trái của bất đẳng thức gợi ý cho ta sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, do đó ta có đánh giá sau
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         Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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         Mà 
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         Ta bắt đầu với giả thiết, như trên ta suy ra được 
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, cho nên khi áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta cần làm xuất hiện đại lượng 
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          Bài toán quy về chứng minh 
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         Hay                      
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         Theo một đánh giá quen thuộc ta có 
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Và từ 
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         Cộng theo vế hai bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Cách 3: Sau hai cách làm như trên, ta thử tiếp cận với bất đẳng thức với cách đổi biến xem sao. Để ý đến giả thiết 
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         Nhìn phân số sau khi biến đổi ta không tìm thấy ý tưởng đổi biến. 

         Tuy nhiên từ 
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Hoàn toàn tương tự ta được
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Đến đây ta thấy được ý tưởng đổi biến và cách đổi biến hợp lí nhất đó là 

       Đặt 
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       Khi đó ta có   
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Bài 15. Cho a, b, c là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

Cách 1: Dễ dàng dự đoán được đẳng thức xẩy ra tại 
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           Quan sát bất đẳng thức trên ta nghĩ đến bất đẳng thức Bunhiacopxki. Như vậy ta cần đánh giá từ 
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       Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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       Biến đổi tương đương ta thu được
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        Như vậy ta chỉ cần chỉ ra được 
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          Ngoài ra ta cũng có thể đánh giá từ 
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         Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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         Biến đổi tương đương bất đẳng thức trên ta được 
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Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. Do vậy bài toán được chứng minh xong.

Cách 2: Với các bất đẳng thức khi mà ta không thể tìm ra được ngay cách đánh giá thì tốt nhất ta nên khai triển nó ra nếu có thể, với bài toán này khi khai triển ta được  
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         Chú ý bên vế phải có đại lượng 
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 và nếu đánh giá vế trái về 
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 thì được 
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        Khi đó ta được 
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        Mà theo bất đẳng thức Cauchy ta lại có 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image2544.wmf]
Để ý đến đánh giá 
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Ta được 
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Do đó ta được 
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Vậy phép chứng minh hoàn tất.

Cách 3: Ngoài các cách trên ta có thể tham khảo thêm cách sử dụng nguyên lí Dirichlet như sau:

          Trong ba số 
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 luôn tồn tại hai số cùng dấu. Không mất tính tổng quát ta giả sử hai số đó là  
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, khi đó ta được 
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Ta có 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được


[image: image2554.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22222222222

2ab23bc33ca33abcab9abbcca

++++++++++³++


Suy ra                         
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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.

Bài 16. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image2557.wmf]abc1
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. Chứng minh rằng: 
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Lời giải

          Dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2559.wmf]1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy bất đẳng thức có chứa các căn bậc hai và biểu thức trong căn bậc hai lại chứa biến dưới mẫu.. Do đó để tìm được lời giải cho bài toán ta có các định hướng sau:

· Loại bỏ các căn bậc hai bằng các bất đẳng thức phụ.

· Đưa toàn bộ các đại lượng trong căn vào cùng một căn thức.

· Bình phương hai vế.

          Bây giờ ta đi tìm hiểu xem ta có thể tiếp cận bất đẳng thức trên như thế nào từ các định hướng trên. 

Cách 1: Để loại bỏ các căn bậc hai trong trường hợp biểu thức dưới dấu căn được viết dạng tổng, ta thường dùng bất đẳng thức Bunhiacopxki, rất may trong trường hợp này ta có đánh giá cùng chiều. Chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra ta được
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        Áp dụng tương tự ta được 
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        Khi đó ta được 
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        Hay         
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        Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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        Chú ý đến giả thiết 
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 kết hợp với một đánh giá quen thuộc ta có 
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        Như vậy đánh giá cuối cùng đúng. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Cách 2: Để đưa toàn bộ các biểu thức vào trong cùng một dấu căn ta chú ý đến bất đẳng thức phụ: Với a, b, x, y là các số thực dương ta luôn có:                           
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         Trước hết ta chứng minh bất đẳng thức phụ 

Thật vậy, bình phương hai vế ta được
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          Bất đẳng thức cuối cùng là bất đẳng thức Bunhiacopxki, do đó bất đẳng thức trên đúng.

          Áp dụng bất đẳng thức trên ta được 
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        Phép chứng minh sẽ hoàn tất  nếu ta chỉ ra được                    
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        Thật vậy, từ giả thiết 
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 và theo bất đẳng thức Cauchy ta có 
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       Do đó ta được                 
[image: image2576.wmf](

)

2

2

111

abc82

abc

æö

+++++³

ç÷

èø


        Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Ngoài ra ta cũng có thể chứng minh đánh giá trên theo cách sau

         Áp dụng bất đẳng thức Cauchuy ta có 
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Cũng theo bất đẳng thức Cauchy ta lại có.
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Do đó ta suy ra    
[image: image2580.wmf](
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Đến đây bài toán được chứng minh.

Cách 3: Ngoài hai cách làm trên, ta thử bình phương hai vế của bất đẳng thức, tuy nhiên để ý rằng cách làm này không làm mất hết các dấu căn.

       Đặt 
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, khi đó ta được 
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        Quan sát các tích dưới dấu căn ta liên tưởng đến bất đẳng thức Bunhiacopxki và chú ý đến đại lượng 
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 ta có các đánh giá sau

         Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có 
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         Do đó ta có 
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Hay 
[image: image2586.wmf]A82
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. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài 17. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Lời giải

        Dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2589.wmf]abc
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, Quan sát bất đẳng thức trên ta có một số nhận xét như sau:

· Bất đẳng thức có ba biến nhưng chỉ có b, c có vai trò như nhau, do vậy ta cố gắng quy bất đẳng thức hai biến bằng phép đặt ẩn phụ.

· Bất đẳng thức có sự xuất hiện của các đại lượng 
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, cho nên ta cũng có thể đổi biến 
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· Giả thiết 
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ta có thể viết được thành 
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, khi đó có thể sử dụng các bất đẳng thức Cauchy hoặc một số bất đẳng thức phụ để đánh giá

Từ các nhận xét đó ta có một số ý tưởng chứng minh bất đẳng thức như sau

Cách 1: Trước hết ta viết lại giả thiết 
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        Lúc này ta đặt 
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Để ý đến đánh giá 
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        Do đó ta được              
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       Ta cần chứng minh      
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        Thật vậy 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Cách 2: Đặt 
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       Khi đó giả thiết được viết lại thành 
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Bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành
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Từ giả thiết 
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Điều này dẫn đến 
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Cộng theo vế hai bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bài toán được chứng minh xong.

Cách 3: Bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành 
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Đặt 
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, bất đẳng thức cần chứng minh trở thành trở thành 
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Do đó ta được                         
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Suy 
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Mà ta có                 
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Do đó ta được 
[image: image2620.wmf]xy3xy5
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. Vậy bài toán được chứng minh xong. 

Cách 4: Giả thiết được viết lại thành 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có
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Ta có 
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         Lại có 
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Cộng theo vế hai bất đẳng thức trên ta được bất đẳng thức cần chứng minh.

Bài 18. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

         Trước hết ta dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy, để đơn giản hóa ta cần thực hiện phép đổi biến 
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, tuy nhiên ta không thể đổi biến ở các tử số, do đó ta cần phải biến đổi tử số sao cho xuất hiện các đại lượng  
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, áp dụng tương tự ta có bất đẳng thức
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       Bây giờ ta cần chỉ ra được  
[image: image2636.wmf]xyz
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Đến đây ta có hai hướng để chứng minh bất đẳng thức trên

+ Hướng 1: Sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức.

Ta có 


[image: image2637.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

222

xyz

xyzxyz

y2zz2xx2y

xy2zyz2xzx2y3xyyzzx

++

++=++³

+++

+++++


Theo một đánh giá quen thuộc ta nhận thấy 
[image: image2638.wmf](
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Do đó ta có 
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, tức là bài toán được chứng minh.

+ Hướng 2: Tiếp tục đổi biến để đơn giản hóa các mẫu số

Đặt 
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 khi đó ta suy ra
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Bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành 
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            Hay                         
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Đánh giá cuối cùng luôn đúng vì theo bất đẳng thức Cauchy ta luôn có 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Bài 19. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

         Đầu tiên ta dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2647.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta có thấy để dễ đánh giá hơn ta cần đổi chiều bất đẳng thức, khi đó ta được bất đẳng thức sau
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Đến đây ta có các hướng tiếp cận bất đẳng thức trên như sau: 

+ Hướng thứ nhất: Sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxi dạng phân thức. Tuy nhiên để sử dụng được đánh giá đó ta cần viết các tử số thành bình phương đúng. Như vậy cách thứ nhất là ta viết biểu thức 
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Ta tiếp cận với từng trường hợp

- Trường hợp biến đổi biểu thức theo cách thứ nhất và áp dụng bất đẳng thức Bunhicopxki ta thu được bất đẳng thức sau 
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          Bất đẳng sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được 
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          Kết hợp với giả thiết 
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 thì bất đẳng trên trở thành 
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, rõ ràng đánh giá trên là sai.

- Trường hợp biến đổi biểu thức theo cách thứ hai và áp dụng bất đẳng thức Bunhicopxki ta thu được bất đẳng thức sau 
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          Bất đẳng sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được 
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Bất đẳng thức trên tương đương với 
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Quan sát các đại lượng vế trái ta nghĩ đến bất đẳng thức Bunhiacopxki, tức là ta có 
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Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta được 
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Như vậy bất đẳng thức được chứng minh xong.

+ Hướng thứ hai: Tiếp tục với bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức nhưng ta cần tạo ra bình phương đúng trên các tử số, khi đó ta có các cách sau

            Biến đổi biểu thức 
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, áp dụng tương tự và sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được bất đẳng thức 
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Ta cần chứng minh được 
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Hay          
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Biến đổi tương đương ta thu được 
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          Đến đây mà ta chỉ ra được  
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 thì bài toán được chứng minh hoàn tất. Vì vai trò của a, b, c như nhau nên để đơn giản hóa ta nên sắp thứ tự các biến, khi đó chỉ cần chứng minh hiệu nhỏ nhất không âm là được. 

           Giả sử 
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, khi đó ta được 
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. Khi đó xẩy ra các trường hợp sau
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  Nếu 
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 thì bất đẳng thức hiển nhiên đúng.
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 Nếu 
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, khi đó ta được 
[image: image2672.wmf]22

6

10

ab

-£

+

, như vậy nhận định trên hoàn toàn sai và ta phải hướng khác. Tuy nhiên sau một quá trình biến vất vả mà dừng tại đây thì hơi phí, ta nên thử xem với 
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Dễ thấy với 
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Do đó ta lại có  
[image: image2678.wmf]222222
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. Vậy trong trường hợp này bất đẳng thức cũng đúng. Nên bài toán cũng được chứng minh.

Bài 20. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng: 
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Phân tích và lời giải

         Trước hết ta dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2680.wmf]abc
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy chưa thể sử dụng được ngay các các bất đẳng thức Cauchy hay Bunhiacopxki. Với những bài toán như thế này thì ý tưởng đầu tiên có thể là biến đổi tương đương vì bất đẳng thức có hình thức không quá cồng kềnh phức tạp.

Cách 1: Đầu tiên với ý tưởng biến đổi tương đương, ta quy đồng và được bất đẳng thức sau:
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Khai triển các vế ta được
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         Và      
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         Như vậy bất đẳng thức sẽ dược chứng minh nếu ta chỉ ra được 
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        Quan sát đánh giá trên ta nghĩ đến bất đẳng thức Cauchy
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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Như vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Cách 2: Từ ý tưởng biến đổi tương đương như trên ta có nhận xét   
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          Quan sát chiều bất đẳng thức ta liên tưởng đến bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức. Vấn đề là ta triển khai vế trái như thế nào để khi áp dụng bất đẳng thức trên thì có vế phải như trên. Để ý là trong phép biến đổi trên ta đã cộng thêm vào vế trái với 1 và chú ý đến sự xuất hiện của 2b nên ta có đánh giá sau
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Từ hai kết quả trên ta được       
[image: image2689.wmf]abcabbc

12

bcabcab

++

+++³++

++


Hay 
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. Điều này có nghĩa là bất đẳng thức được chứng minh.

Cách 3: Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy theo bất đẳng thức Cauchy thì  


[image: image2691.wmf]abcabbc

3;13

bcabcab

++

++³++³

++


        Và lại thấy 
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        Nên ta sẽ chứng minh 
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. Bất đẳng thức này tương đương với 
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        Để ý rằng 
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, do đó ta viết lại được bất đẳng thức trên thành  
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         Hay                       
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         Tiếp tục khai triển và thu gọn ta được 
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Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng hay bài toán được chứng minh xong.

Bài 21. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn 
[image: image2699.wmf](
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Phân tích và lời giải

Cách 1: Có thể nói đây là một bất đẳng thức khó, ngay cả bước đầu dự đoán dấu đẳng thứ xẩy ra. Bất đẳng thức trên xẩy ra dấu đẳng thức không chỉ tại 
[image: image2701.wmf]abc
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 mà còn tại 
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 và các hoán vị. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy không thể đánh trực tiếp được mẫu vì các đại lượng 
[image: image2703.wmf]222
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 trội hơn các đại lượng 
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. Do đó để có thể đưa ra các đánh giá hợp lí ta cần biến đổi các phân thức trước. Chú ý là ta có thể đưa một trong hai thừa số trên tử xuống mẫu, nhưng ta chọn đưa 
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 vì dưới mẫu có 
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          Đến đây ta thấy có thể áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxk dạng phân thức được nên ta lại biến đổi như sau
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Hoàn toàn tương tự ta có  
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Khi đó theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được  
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        Theo bất đẳng thức dạng 
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 ta được
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        Ta cần chỉ ra được 
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, bất đẳng thức này tương đương với 
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Không mất tính tổng quát ta giả sử 
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Như vậy bất đẳng thức trên được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi 
[image: image2718.wmf]abc
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Cách 2: Bất đẳng thức cần chứng minh có các đại lượng bậc hai liên quan đến 
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, do đó ta thử tìm mối liên hệ với các đại lượng này xem sao. Để ý là ta sẽ  chỉ tìm mối liên hệ 
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 trội hơn nên muốn đánh giá theo chiều tăng lên là rất khó. Để ý ta nhận thấy 
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            Như vậy ý tưởng là làm dưới mẫu xuất hiện tổng 
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, điều này có thể thực hiện được bằng cách nhân cả tử và mẫu với 
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 rồi sử dụng đánh giá Cauchy. Như vậy ta sẽ làm như sau 
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Hoàn toàn tương tự ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được
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Để ý ta viết lại bất đẳng thức trên thành 
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Đánh giá trên đúng theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức.

Do vậy bất bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài 22. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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Phân tích và lời giải

        Ta nhận thấy cách phát biểu của bất đẳng thức có dạng 
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          Nhận xét này khá đặc biệt, nó giúp ta liên hệ với đánh giá quen thuộc của bất đẳng thức Cauchy dạng 
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+ Thứ nhất: Biểu diễn 
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, với X, Y là hai đại lượng thích hợp để có được bất đẳng thức 
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Để ý thấy trong BC có các hạng tử 
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. Từ các nhận xét trên ta có các lời giải như dưới đây

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được
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Ta cần chứng minh 
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Thật vậy, bất đẳng thức trên tương đương với 
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         Vì vai trò của a, b, c trong bất đẳng thức như nhau, nên không mất tính tổng quát ta giả sử  
[image: image2748.wmf]ab,ac
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. Do đó bất đẳng thức cuối cùng đúng. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi 
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+ Thứ hai: Biểu diễn 
[image: image2750.wmf]B
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 với D là một đại lượng thích hợp để có được bất đẳng thức 
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         Để ý là khi xem b là một biến thì hệ số của b là 
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Theo bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Ta cần chứng minh 
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          Biến đổi tương đương bất đẳng thức trên ta được 
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, Vì vai trò của a, b, c trong bất đẳng thức như nhau, nên không mất tính tổng quát ta giả sử  
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi 
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Bài 23. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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Phân tích và lời giải

           Trước hết ta dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
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          Đầu tiên ta bắt đầu với giả thiết 
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            Để chứng minh được điều đó ta cần chỉ ra được 
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Để ý đến dấu đẳng thức xảy ra tại 
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Do đó áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho ba số dương trên ta có 
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Hoàn toàn tương tự ta có 
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Cộng theo các bất đẳng thức trên ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 

Mặt khác ta dễ dàng chứng minh được 
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Hay                      
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Đánh giá trên ta một đánh giá đúng

Do đó 
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Như vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi 
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Bài 24. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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Phân tích và lời giải

           Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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, quan sát đại lượng vế trái và chiều bất đẳng thức ta nghĩ đến việc đổi chiều bất đẳng thức. Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Để ý rằng 
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           Lại cũng từ 
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          Vế trái của đánh giá trên có dấu hiệu áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức. Lúc này ta được 
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      Và ta cần chỉ ra được 
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Tuy nhiên để ý đến khi 
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Điều này gợi ý cho ta sử dụng bất đẳng thức Cauchy dạng 
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Khi đó ta được
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Thật vậy, theo bất đẳng thức Cauchy ta được
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Khi đó ta được 
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Như vậy ta chỉ cần chỉ ra rằng 
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           Bất đẳng thức trên tương đương với 
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          Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi 
[image: image2803.wmf]abc1

===

.

Bài 25. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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Phân tích và lời giải

           Dễ dàng dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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+ Ý tưởng thứ hai ta đổi biến dạng 
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Cách 1: Đặt 
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Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành  
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Để ý ta thấy 
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, áp dụng tương tự ta đưa bất đẳng thức cần chứng minh trở thành
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         Đặt             
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được
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Để chứng minh 
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Bất đẳng thức cuối cùng đúng với mọi 
[image: image2821.wmf]x,y,z0
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Bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image2822.wmf]abc
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.

Cách 2: Đặt 
[image: image2823.wmf]xyz
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 khi đó bất đẳng thức được viết lại thành 
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Bất đẳng thức trên tương đương với 
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Ta tách ra chứng minh hai bất đẳng thức sau 
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Trước hết ta chứng minh bất đẳng thức thứ nhất

Dễ thấy theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được  
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Ta cần chỉ ra được 
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Đánh giá cuối cùng là một đánh giá đúng, do vậy bất đẳng thức thứ nhất được chứng minh.

Cũng theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta có 
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Ta cần chỉ ra được 
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Đánh giá cuối cùng là một đánh giá đúng, do vậy bất đẳng thức thứ hai được chứng minh.

Vậy bài toán được chứng minh xong

Bài 26. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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               Chứng minh rằng:    
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Phân tích và lời giải

          Quan sát bất đẳng thức nhận thấy nếu vế trái là một số âm thì bất đẳng thức hiển nhiên đúng. Như vậy ta chỉ cần chứng minh cho trường hợp vế trái dương là được. 

          Bài toán có giả thiết rất phức tạp nên trước hết ta đánh giá giả thiết trước. Quan sát hai vế của giả thiết ta nghĩ đến đánh giá 
[image: image2834.wmf](
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. Do đó ta nhân hai vế của giả thiết với 
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 và áp dụng đánh giá trên ta suy ra được 
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. Bây giờ ta cần chứng minh được 
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. Để đơn giản hóa bài toán ta có thể đặt 
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 và khi này ta cần chứng minh 
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 với giả thiết mới là 
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          Với giả thiết và kết luận như vậy ta thấy khó có thể đưa ra được các đánh giá hợp lí, do đó ta nghĩ đến việc sử dụng tiếp giả thiết ban đầu và với cách đổi biến như trên ta viết lại được giả thiết là 
[image: image2841.wmf]222
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. Sử dụng bất đẳng thức Cauchy để đánh giá ta được 
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Hay 
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            Để ý đến đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2845.wmf]xyz1
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 nên theo đánh giá Cauchy ta có 
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Kết hợp với trên ta được 
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Để ý lại có 
[image: image2848.wmf]xyz3
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 nên 
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Đến đây bài toán được chứng minh

         Ngoài ra cũng từ cách phân tích như trên ta có thể chứng minh theo phương pháp phản chứng như sau

Giả sử 
[image: image2851.wmf]xyz1
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. Khi đó theo bất đẳng thức Cauchy ta được
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Hay 
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Tuy nhiêm cũng theo bất dẳng thức Cauchy ta được 
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, thiết lập các đánh giá tương tự ta có 
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Mặt khác 
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Mâu thuẫn này chứng tỏ điều giả sử trên là sai, do vậy 
[image: image2859.wmf]xyz1
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. Như vậy bất đẳng thức trên được chứng minh, dấu đẳng thức xẩy ra khi 
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Nhận xét: Ta có thể sử dụng phương pháp phản chứng theo hướng như sau

Giả sử 
[image: image2861.wmf]1
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, khi đó từ giả thiết của bài toán suy ra
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Theo bất đẳng thức Cauchy và kết hợp với giả sử ta lại có 
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Do đó 
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Cộng theo vế a bất đẳng thức trên ta được
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Điều này mâu thuẫn với đẳng thức trên, do đó điều giả sử là sai. Như vậy bất đẳng thức trên được chứng minh.

Bài 27. Cho a, b, c là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng:     
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Phân tích và lời giải

           Bất đẳng thức trên đã được chứng minh bằng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức. Bây giờ ta đi phân tích xem có thêm cách chứng minh nào khác nữa hay không?

Cách 1: Nhận thấy bất đẳng thức có chứa căn bậc hai, do đó nên ta có thể đánh giá làm mất các dấu căn bậc hai thì cơ hội sẽ cao hơn. Tuy nhiên các đánh giá mẫu thức đều không đem lại hiệu quả. Do đó một cách tự nhiên ta nghĩ đến phép đổi biến. Chú ý là ta có thể đổi biến các mẫu thức cũng có thể đổi biến các phân thức. Ở đây ta chọn cách đổi biến cả phân thức. 

            Đặt 
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. Khi đó được  
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Hoàn toàn tương tự ta được 
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Khi đó ta được 
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Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
[image: image2871.wmf]xyz1
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.

           Với giả thiết và bất đẳng thức như trên, để chứng minh được bài toán ta cần khai thác được tổng 
[image: image2872.wmf]xyz
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, do đó ta nghĩ đến phương pháp phản chứng.

           Giả sử 
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. Khi đó ta được 
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Hay 
[image: image2875.wmf](
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Dễ thấy 
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Do đó ta được 
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Suy ra 
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Vậy không thể có 
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, tức là 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image2881.wmf]abc
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Cách 2: Để ý ta thấy 
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, hoàn toàn tương tự ta nghĩ đến đặt ẩn phụ 
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Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
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Dễ thấy 
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Theo bất đẳng thức Cauchy ta suy ra được 
[image: image2886.wmf](
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Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Do đó ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Cách 3: Để ý theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có        
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Mặt khác cũng theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được
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Ta chứng minh được 
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Suy ra         
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         Hay                   
[image: image2895.wmf]222
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi 
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Bài 28. Cho a, b, c là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

             Bất đẳng thức này đã được trình bày trong trong chủ đề kỹ thuật sử dụng bất đẳng thức Cauchy. Trong phép chứng minh đó ta chưa hiểu được tại sao lại nhân thêm một đại lượng vào biểu thức vế trái. Thực chất cách đổi biến đó xuất phát từ cách chứng minh thứ nhất dưới đây 

Cách 1: Đặt 
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          Để ý là    
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Nhân thêm vào biểu thức P đại lượng 
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 và áp dụng tương tự ta được 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Do đó ta được 
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Do đó ta được  
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Như vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi 
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Cách 2: Đặt 
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, khi đó tồn tại các số thực dương 
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Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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          Hay                             
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi 
[image: image2912.wmf]abc
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Bài 29. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

           Dễ dàng dự đoán được đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2914.wmf]abc
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. Quan sát vế trái của bất đẳng thức là ta liên tưởng đến một đánh giá quen thuộc là 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được   
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Để chứng minh được bất đẳng thức trên ta có cách hướng sau đây

+ Hướng 1: Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 
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Theo một đánh giá quen thuộc ta đươc 
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, do đó ta được 
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Vậy bất đẳng thức ban đầu được chứng minh.

+ Hướng 2: Thực hiện đổi biến như sau: Đặt 
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, khi đó ta được 
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Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh trở thành
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Công theo vế các bất đẳng thức trên ta được đánh giá cuối cùng. 

Vậy bài toán được chứng minh xong.

Bài 30. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

         Quan sát giả thiết và bất đẳng thức cần chứng minh ta nhận thấy vai trò như nhau của hai biến a, b. Hơn nữa từ giả thiết 
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, ta thu được 
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 và như vậy giả thiết được viết thành 
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          Ta biến đổi để viết lại bất đẳng thức theo biến mới như sau

           Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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, lúc này ta được bất đẳng thức cần chứng minh là 
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)

(

)

22

xy161x1y

+->--

.

          Từ giả thiết ta cần làm xuất hiện tích 
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Để ý từ giả thiết ta được 
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          Theo bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Lại từ giả thiết ta được  
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           Hay 
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, vì dấu đẳng thức không xẩy ra nên ta được bất đẳng thức 
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Vậy bất đẳng thức ban đầu được chứng minh. 

Bài 31. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

            Trước hết ta dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image2943.wmf]abc1

===

. Quan sát bất đẳng thức ta thấy các biến đều có lũy thừa bậc ba nên để đơn giản ta có thể đổi biến 

           Đặt 
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, khi đó ta có 
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. Bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
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Để ý đến giả thiết 
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 ta viết lại được bất đẳng thức như sau
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Bình phương hai vế ta được 
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           Đến đây ta nghĩ đến việc ghép theo cặp để chứng minh. Để ý bên vế trái có đại lượng 
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 và ta cần biến đổi làm xuất hiện 
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           Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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 hay ta được bất đẳng thức  
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Tương tự ta được các bất đẳng thức
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Nhân theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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      Hay                    
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Mặt khác ta lại có 
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Do đó ta được bất đẳng thức 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi 
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Bài 32. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

            Dễ dàng dự đoán được bất đẳng thức xẩy ra tại 
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhân thấy không thể đánh trực tiếp bằng bất đẳng thức Cauchy hay Bunhiacopxki được. Do đó ta tính đến phương án biến đổi bất đẳng thức trước. Từ giả thiết gợi ý cho cho ta các cách đổi biến như
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            Để ý đến tính đối xứng của bất đẳng thức ta loại cách đổi biến thứ nhất vì nó biến bất đẳng thức đối xứng thành bất đẳng thức hoán vị sẽ gây khó khăn hơn. Trong hai cách đổi biến còn lại ta ưu tiên chọn cách thứ ba vì các biến đều nằm dưới mẫu nên khi biến đổi thì các lũy thừa sẽ được đưa lên tử và cơ hội sẽ rõ ràng hơn. Hy vọng ta sẽ gặp may mắn với nhận định này.

             Đặt 
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, khi đó bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
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Để ý đến bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có 
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Suy ra 
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. Hoàn toàn tương tự ta được 
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Cũng theo đánh giá như trên 
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Khi đó ta có          
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Do đó ta được bất đẳng thức      
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Ta cần chứng minh 
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Để ý ta phân tích được  
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Do đó                 
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Như vậy bất đẳng thức ban đầu được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra khi 
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Nhận xét: Đây thực sự là một bất đẳng thức khó và quá trình phân tích tìm lời giải cũng có phần may mắn. Tuy nhiên nếu ta không giám suy nghĩ đến các khả năng có thể xẩy ra thì may mắn đó sẽ không đến với bản thân. 

            Ngoài ra các bạn có thể tham khảo thêm cách giải khác sau 

Vì 
[image: image2978.wmf]1

=

abc

 nên trong ba số a, b, c luôn có hai số nằm cùng phía so với 1. 

Không mất tính tổng quát ta giả sử hai số đó là a và b.

            Khi đó ta có        
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Do đó ta được 
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có 
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Do đó ta được 
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Như vậy bất đẳng thức ban đầu được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi 
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Bài 33. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

          Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy có thể rút gọn được các biến có bậc 1 ở tử mỗi phân số sau khi đánh giá mẫu số bằng cách áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho hai số dương 
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          Do đó                       
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Tương tự ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Biến đổi tương đương bất đẳng thức trên ta được 
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Đến đây ta có hai hướng để chứng minh bất đẳng thức như sau

+ Hướng 1: Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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+ Hướng 2: Ta đơn giản hóa bất đẳng thức bằng cách đặt 
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Bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành 
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Đặt 
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. Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh trở thành          
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Hay ta cần chứng minh 
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Đánh giá cuối cùng luôn đúng theo bất đẳng thức Cauchy và 
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Vậy bài toán được chứng minh xong.  Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image2998.wmf]abc
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Bài 34. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

             Dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
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. Quan sát bất đẳng thức bất đẳng thức có đại lượng 
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 làm ta liên tưởng đến hằng đẳng thức 


[image: image3002.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

3

333

abcabc3abbcca

++=++++++


          Dễ dàng chứng minh được 
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          Do đó ta được                
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Khi đó ta được bất đẳng thức 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 
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Để hoàn thành chứng minh ta cần chỉ ra được  
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Theo bất đẳng thức Cauchy thì bất đẳng thức cuối cùng hiển nhiên đúng. 

Như vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3009.wmf]abc
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.

Bài 35. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

          Trước hết ta dự đoán đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3012.wmf]abc1

===

. Quan sát bất đẳng thức nhận thấy đại lượng 
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 có bậc 8 nên ta cần đánh giá đại lượng đó về đại lượng bậc thấp hơn. Theo một đánh giá quen thuộc ta có 
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Do đó ta có                                
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Như vậy bất đẳng thức sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được
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Hay                                   
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Để ý đến 
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, ta viết bất đẳng thức trên thành
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Đặt 
[image: image3020.wmf]222
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, khi đó bất đẳng thức trên trở thành
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Áp dụng bất đẳng thức Cachy ta được 
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Do đó ta được  
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Như ậy phép chứng minh hoàn sẽ hoàn tất nếu ta chứng minh được      
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Đặt 
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, bất đẳng thức trên trở thành             
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Ta có        
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Mặt khác ta lại có 
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Do đó 
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 là bất đẳng thức đúng

Suy ra bất đẳng thức ban đầu được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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Bài 36. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image3031.wmf]abc1
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. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

            Dễ dàng dự đoán được đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3033.wmf]1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy các hạng tử trong căn chưa đồng bậc, do đó chú ý đến giả thiết 
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 ta có thể viết được 
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. Để khử được căn bậc hai dưới các mẫu số ta chú ý đến bát đẳng thức Cauchy hoặc Bunhiacopxki. Tuy nhiên để ý đến chiều bất đẳng thức ta chọn cách sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki

            Trước hết ta viết lại bất đẳng thức cần chứng minh là
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           Đến đây ta áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki thì được các trường hợp sau

+ Trường hợp 1: 
[image: image3037.wmf](
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+ Trường hợp 2: 
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Ta đi kiểm tra xem trong hai trường hợp trên thì trường hợp nào có đánh giá hợp lí

- Với đánh giá 
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, áp dụng hoàn toàn tương tự ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Đến đây để đơn giản hóa bài toán ta có thể đặt 
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, khi quy bài toán về chứng minh 
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Để có những đánh giá tiếp theo ta nghĩ đến đổi chiều bất đẳng thức thành 
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Đến đây ta lại áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 
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Điều này cho thấy bất đẳng thức trên được chứng minh.

- Với đánh giá 
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, khi đó ta được             
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Hoàn toàn tương tự ta có 
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Như vậy cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta được bất đẳng thức cần chứng minh.

Bài 37. Cho a, b, c là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

           Trước hết ta dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3050.wmf]abc
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy có các hướng đánh giá bất đẳng thức như sau.

· Đánh giá mỗi phân số bằng cách thay tử số bằng đại lượng nhỏ hơn

· Đánh giá mẫu bằng cách thay các mẫu bởi các đại lượng lớn hơn

· Đánh giá đồng thời cả tử và mẫu

Cách thứ nhất ta chú ý đến đánh 
[image: image3051.wmf]bc2bc
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 biến đổi bất đẳng thức thành 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được  
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Tuy nhiên đây lại là một đánh giá sai

           Để ý là ta cần phải đánh giá làm sao bất đẳng thức thu được càng đơn giản càng tốt, do đó ta ưu tiên đánh giá làm mất đi các căn bậc hai dưới mẫu. Như vậy ta chọn cách đánh giá thứ hai trước. Chú ý là ta cần phải thay mẫu bởi một đại lượng lớn hơn, do đó rất tự nhiên ta nghĩ đến bất đẳng thức Cauchy dạng 
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 và cần phải bảo toàn dấu đẳng thức nên ta sẽ áp dụng cho hai số 
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, cách đánh giá này có cảm giác hợp lí vì vế phải có số 
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. Như vậy lúc này ta sẽ được 
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. Áp dụng tương tự ta thu được bất đẳng thức 
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Như vậy phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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            Để ý đánh giá cuối cùng là bất đẳng thức Neibizt quen thuộc và việc chứng minh nó hoàn toàn đơn giản.

Bài 38. Cho a, b, c là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

             Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3063.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy đây là một bất đẳng thức hoán vị do đại lượng 
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 thì cơ hội chứng minh bài toán sẽ lớn hơn.

           Để ý là theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta có 
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Như vậy sau đánh giá này ta có bất đẳng thức 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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           Bất đảng thức trên chứa các đại lượng 
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và chúng liên hệ với nhau bởi hằng đẳng thức 
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 do đó để đơn giản hóa ta đặt 
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 khi đó 
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 và lúc này bất đẳng thức được viết lại thành 
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Đánh giá cuối cùng luôn đúng do x là số dương. Vậy bài toán được chứng minh xong.

Nhân xét: Ngoài cách chứng minh như trên ta có thể tham khảo thêm các sau đây

 Đặt 
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, khi đó ta có  
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Bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành 
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Để ý là 
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Vì 
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Hay bất đẳng thức được chứng minh.

Bài 39. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

            Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3082.wmf]abc
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. Quan sát bất đẳng thức ta thấy vế phải chứa căn bậc hai nên ta cần phải đánh giá làm mất căn bậc hai trước, chú ý đến chiều của bất đẳng thức ta sử dụng bất đẳng thức Cauchy dạng 
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. Như vậy nếu ta sử dụng ngay bất đẳng thức Cauchy thì được 
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           Có điều khi đánh giá bằng bất đẳng thức Cauchy thì các đại lượng đưa ra cần phải đồng bậc. Do đó đánh giá như trên không được hợp lí. 

           Như vậy để đánh giá được ta cần phải biến đổi bất đẳng thức trước, chú ý là hai đại lượng trong căn có bậc 4 và 0, do đó ta cố đưa về cùng bậc 2 bằng một phép biến đổi, chẳng hạn 
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. Khi này ta có đánh giá 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Biến đổi tương đương bất đẳng thức trên ta được 
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           Đến đây ta hoàn toàn có thể giả sử trong ba số a, b, c thì a là số nằm giữa. Do đó bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng. 

Vậy bài toán được chứng minh xong.

Bài 40. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

         Trước hết quan sát kỹ giả thiết 
[image: image3091.wmf]abc8

=

, nhìn có vẻ thấy hơi lạ mắt vì ta thường gặp giả thiết kiểu 
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. Do đó suy nghĩ đầu tiên đó là tìm cách đưa về giả thiết 
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 và vì thế ta sử dụng cách đổi biến 
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, khi đó ta được 
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 và lúc này bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành 
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           Đến đây ta có một số ý tưởng tiếp cận bài toán trên. 

Cách 1: Đầu tiên ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3097.wmf]xyz1
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. Để ý đến chiều của bất đẳng thức ta liên tưởng đến bất đẳng Cauchy hoặc Bunhiacopxki dạng phân thức. Tuy nhiên ở đây ta nên áp dụng cho mấy số?

            Chú ý là với 
[image: image3098.wmf]xyz1
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 thì 
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, do đó ta có thể đánh giá như sau
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Hoàn toàn tương tự ta thu được bất đẳng thức 

[image: image3101.wmf]111
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Đến đây ta tách ra chứng minh hai bất đẳng thức sau 
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 và 
[image: image3104.wmf]111

1

x2y2z2

++£

+++


         Với giả thiết 
[image: image3105.wmf]xyz1
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 thì bất đẳng thức 
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 được chứng minh bằng phép đổi biến.

         Bây giờ ta tập trung chứng minh bất đẳng thức 
[image: image3107.wmf]111
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Bất đẳng thức trên tương đương với 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy dạng phân thức ta được 
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Và ta cần chỉ ra được 
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            Rõ ràng đánh giá cuối cùng đúng theo bất đẳng thức Cauchy. Do đó bài toán được chứng minh.

Cách 2: Cách phát biểu của bất đẳng thức cần chứng minh làm ta liên tưởng đến bất đẳng thức 
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Do đó để đưa về dạng như trên ta có thể đặt 
[image: image3112.wmf]222
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 khi đó từ 
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 ta suy ra được 
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 và bất đẳng thức được viết lại thành 
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Bất đẳng thức này đã được chứng minh trong chủ đề thứ hai.

Bài 41. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image3116.wmf]abc1
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. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

            Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3118.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy trên tử mỗi phân số có chứa các lũy thừa bậc chẵn. Do đó rất tự nhiên ta nghĩ đến sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức. Tuy nhiên trước khi áp dụng ta cần khử thừa số bậc lẻ trước.

Cách 1: Chú ý đến giả thiết 
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, ta viết lại được bất đẳng thức như sau
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Hay                       
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Biến đổi tương đương bất đẳng thức trên ta được
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Dễ thấy theo một đánh giá quen thuộc ta có 
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           Mà 
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 suy ra 
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Do đó ta được 
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)

(

)

222222

3abbcca3abbcca

++³++


Chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Thật vậy, theo bất đẳng thức Cauchy ta được
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Và 
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Cộng theo vế hai kết quả trên ta được 
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Vậy bài toán được chứng minh.

Cách 2: Khi quan sát bất đẳng thức ta nghĩ đến là đánh giá 
[image: image3133.wmf]44
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, đáng tiếc là đánh giá này cho một bất đẳng thức ngược chiều. Chính điều này gợi ý cho ta sử dụng kỹ thuật Cauchy ngược dấu.

Biến đổi và áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được
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Hoàn toàn tương tự ta được 
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Khi đó ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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            Hay                         
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           Dễ thấy                      
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          Và ta cần chỉ ra được       
[image: image3140.wmf]222
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 
[image: image3141.wmf]3

22244

ababbc3abc3ab

++³=


Thiết lập các bất đẳng thức tương tự và cộng theo vế ta được 
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            Hay                                
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Vậy bài toán được chứng minh xong.

Bài 42. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

           Trước hết ta dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3146.wmf]abc1
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. Quan sat bất đẳng thức ta nhân thấy các dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, sử dụng kĩ thuật đánh giá mẫu,…. 

Cách 1: Suy nghĩ đầu tiên khi quan sát bất đẳng thức đó là dấu hiệu áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức. Như vậy khi đó ta được 
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Như vậy ta cần chỉ ra được 
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           Để ý ta thấy khi khai triển mẫu thì xuất hiện đại lượng 
[image: image3149.wmf]333
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 và đánh giá đại lượng đó theo kiểu 
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 rất phức tạp. Do đó đánh giá một cách trực tiếp như vậy có vẻ không đem lại hiệu quả. Như vậy để áp dụng có hiệu quả ta nên biến đổi bất đẳng thức về một dạng khác.

           Chú ý là tại các mẫu xuất hiện tích của hai đại lượng do đó ta sẽ đưa một đại lượng lên trên tử số. Khi đó ta có các cách biến đổi là 
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 hoặc là 
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            Để ý rằng sau khi áp dụng thì ta thu được biểu thức là tổng các mẫu số, do đó chú ý đến giả thiết 
[image: image3153.wmf]abc3
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 thì ta chọn cách biến đổi thứ hai. Khi này bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành  
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Đến đây áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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         Như vậy sau một số bước đánh giá ta đưa được về một bất đẳng thức có vẻ đơn giản hơn và bất đẳng thức cần chứng minh lúc này cũng có dấu hiệu áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, khi đó ta được
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Và ta cần chứng minh được 
[image: image3158.wmf]22222
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, tuy nhiên đánh giá này lại sai vì 
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           Như vậy để đảm bảo các đánh giá đúng chiều ta cần nâng lũy thừa của các phân số lên, do đó ta có đánh giá  
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Mặt khác theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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Do đó ta được 
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Ta cần chỉ ra được 
[image: image3163.wmf](
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Hay                      
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Để ý ta nhận thấy 
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Nhân theo vế hai bất đẳng thức trên ta được điều phải chứng minh.

Cách 2: Có thể thấy bài toán trên đã được chứng minh xong, tuy nhiên lại quá vất vả trong việc tìm lời giải. Có một điều dễ nhận ra là nếu bài này được ra trong một kì thì mà thời gian có hạn thì cách như trên sẽ lấy hết thời gian của các bài toán khác. Có phải đang có một cách giải khác ngắn gọn hơn hay không? Ta thử quan sát kỹ lại bất đẳng thức một làm nữa xem sao? Ta nhận thấy trong mỗi phân thức thì tử có bậc 4 và mẫu có bậc 3, chú ý đến giả thiết 
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 thì ta có thể đồng bậc như sau
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            Do đó ta hướng đến đơn giản hóa các mẫu số, điều này làm ta nghĩ đến chứng minh một đánh giá kiểu 
[image: image3168.wmf](
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. Đây là một đánh giá chứng minh được bằng phép biến đổi tương đương. Bây giờ ta thử áp dụng đánh giá đó xem sao
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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            Bất đẳng thức này có thể chứng minh được bằng cách áp dụng đồng thời bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức và bất đẳng thức Cauchy.

Bài 43. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

            Trước hết ta dụ đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3172.wmf]abc
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. Quan sát bất đẳng thức cần chứng minh ta thấy được sự phức tạp của bài toán. Suy nghĩ đầu tiên khi đọc bài toán đó là khử được các căn bậc hai bên vế trái, tuy nhiên ở đây ta không nên bình phương vì biểu thức trong căn tương đối cồng kềnh. Như vậy ta cần một đánh giá để có thể khử hết các căn bậc hai hoặc một đánh giá mà đưa về chỉ một căn thức. Chú ý đến chiều của bất đẳng thức cần chứng minh ta nghĩ đến bất đẳng thức Bunhiacopxki. Mặt khác chú ý đến tổng 
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 bên vế phải vì thế ta cần đánh giá sao cho có thể rút gọn được 
[image: image3174.wmf]abc
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. Từ các nhận xét đó ta có:  

           Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki thì  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image3176.wmf](
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Như vậy phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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           Đến đây ta để ý lại thấy 
[image: image3178.wmf](
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 và chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ta có có 
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, khi này ta nghĩ đến bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức. Như vậy ta cần có trên tử 
[image: image3180.wmf](

)

2

3a

, điều này ta hoàn toàn có thể làm được. Khi này ta sẽ được 
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Hoàn toàn tương tự ta thu được 
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Bây giờ ta cần phải chứng minh được 
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Bất đẳng thức đó tương đương với 
[image: image3185.wmf]222

222

2a2b2c

2

2abc2bca2cab

++£

+++


Đến đây ta đổi chiều bất đẳng thức và được 
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Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức thì 
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Như vậy đánh giá cuối cùng là một đánh giá đúng.

Do đó bất đẳng thức ban đầu được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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Bài 44. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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Phân tích và lời giải

            Quan sát bất đẳng thức ta thấy bên vế phải có các đại lượng 
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 và ta cần tìm được một đại lượng trung gian mà các đánh giá phải cùng chiều, do đó suy nghĩ đầu tiên là đồng bậc các hạng tử trong mỗi đại lượng trên. Để thực hiện được việc này ta để ý đến bất đẳng thức Bunhiacopxki. Lúc này ta được ta 
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Nhân theo vế ta được 
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            Hay            
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được  
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           Trong các đánh giá trên ta chưa sử dụng đến giả thiết. Ta cần phải sử dụng giả thiết cho các đánh giá tiếp theo. Nhận thấy ta chưa thể sử dụng ngay được giả thiết nên ta cần biến đổi giả thiết về một dạng khác trước. Thật vậy, từ giả thiết 
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 ta dễ dàng suy ra 
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Dễ thấy 
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Do đó từ giả thiết ta suy ra được           
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Như vậy ta cần chỉ ra được             
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Hay                                  
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Để ý đến các phép biến đổi 
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Ta có 


[image: image3204.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

abbccaa1b1c1

3abcabcabcbcbccaabc1

2abc2abc422abc0

+++-+++

=++--+++++++

=++--³-³


Do đó suy ra               
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Như vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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Bài 45. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:             
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Phân tích và lời giải

            Từ giả thiết của bài toán là 
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 suy ra 
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 và bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại là    
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Với giả thiết 
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Tương tự ta được 
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Để ý tiếp ta lại có theo bất đẳng thức Cauchy thì  
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Hoàn toàn tương tự ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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           Với bất đẳng thức trên thì sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức là hợp lí nhất. Thật vậy, áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 
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Như vậy bài toán được chứng minh xong. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3221.wmf]abc3
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Bài 46. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Chứng minh rằng:         
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Phân tích và lời giải

           Khi quan sát bất đẳng thức cần chứng minh thì suy nghĩ đầu tiên là đổi biến làm mất các căn bậc hai. Từ suy nghĩ đó ta đặt 
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. Khi đó ta suy ra  
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           Giả thiết của bài toán được viết lại thành 
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          Hay                      
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Ta viết vế trái của bất đẳng thức trên thành 
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Lúc này ta dự đoán 
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           Quan sát kĩ các biểu thức trên và chú ý đến chiều của bất đẳng thức ta nghĩ đến đánh giá có thể đưa các đại lượng vào trong cùng một căn bậc hai. Để thực hiện điều này ta liên tưởng đến bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng 
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Khi đó ta được
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Mặt khác ta lại có 
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, áp dụng tương tự ta được 
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Do đó                                  
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Như vậy bất đẳng thức sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được


[image: image3237.wmf]222

yzzxxy

3

x1y1z1

+++

++£

+++


Điều này có thể thực hiện hoàn toàn tương tự như trên
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Dễ dàng chứng minh được  
[image: image3239.wmf](
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Tương tự ta được 
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Như vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3241.wmf]2
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Bài 47. Cho a, b, c là các số thực dương bất kì. Chứng minh rằng:         
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Phân tích và lời giải

Cách 1: Trước hết ta dự đoán được đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3243.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy cả hai vế đều chứa các đại lượng 
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, do đó ta biến đổi bất đẳng thức bằng cách chia cả hai vế cho 
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. Khi đó bất đẳng thức được viết lại thành 
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Đến đây ta thấy có hai hướng đánh giá là

- Hướng thứ nhất ta sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki đưa các đại lượng trong căn bên vế trái vào trong cùng một căn bậc hai thì được 
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Như vậy ta quy bài toán về chứng minh 
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Bất đẳng thức trên tương đương với 
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Nhận thấy đánh giá trên không đúng. 

- Hướng thứ hai là áp dụng bất đẳng thức Cauchy theo chiều từ trung bình nhân sang trung bình cộng. Chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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Hoàn toàn tương tự ta được 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bài toán được chứng minh xong.

Cách 2: Nhận xét tương tự như trên nhưng ta hướng theo đánh giá làm vế trái xuất hiện nhân tử chung là 1 trong trong 3 đại lượng đó với mong muốn có thể giảm xuống còn hai biến. Chú ý đến chiều bất đẳng thức ta có  
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Khi đó ta được


[image: image3255.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ab1bc1ca1a1b1bc1ca1

éù

+++++£++++++

ëû


Bất đẳng thức sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được 
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           Đến đây nếu ta đưa được các đại lượng dưới dấu căn bên trái vào trong một căn thức thì cơ hội sẽ cao hơn, tuy nhiên cũng tương tự như trên ta thử làm xất hiện thêm nhân tử chung để rút gọn xem sao. Chú ý là bên vế phải chứa hai đại lượng 
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 nên ta sẽ cố đánh giá vế trái về một trong hai đại lượng trên. 

- Trước hết ta đánh giá về 
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, do đó ta cần làm xuất hiện 
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 để khi bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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Để ý là 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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          Đánh giá cuối cùng luôn đúng theo bất đẳng thức Cauchy. Vậy bài toán được chứng minh xong.

- Bây giờ ta thử đánh giá về 
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, khi đó theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có 
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Và ta cần chỉ ra được 
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. Tuy nhiên đánh giá cuối cùng không đúng, do đó hướng đánh giá này không hợp lí.

Bài 48. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:    
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Phân tích và lời giải

          Dễ dàng dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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Và ta cần chỉ ra được 
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Đáng tiếc đánh giá cuối cùng lại là một đánh giá sai. Nên ta phải tìm hướng đánh giá khác.

           Quan sát kỹ bất đẳng thức trên ta thấy được sự liên quan giữa các mẫu số với các đại lượng 
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            Để ý ta thấy 
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Hoàn toàn tương tự thì ta được 
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Như vậy bây giờ ta cần chứng minh được 
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           Để ý tiếp đại lượng 
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Như vậy phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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          Đến đây thì ta nghĩ đến sử dụng bất đẳng thức Cauchy để đánh giá. Để ý là khi dấu đẳng thức xẩy ra thì 
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 nên áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Vậy bài toán được chứng minh xong.

Bài 49. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

            Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Hoàn toàn tương tự  
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Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh trở thành  
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          Quan sát bất đẳng thức trên ta liên tưởng đến bất đẳng thức Cauchy, để ý là 
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             Trong hai các viết trên ta chọn cách viết thứ nhất vì khi sử dụng bất đẳng thức Cauchy dạng 
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 thì không tạo ra các đại lượng có chứa các bình phương (Nên nhớ là các bình phương bao giờ cũng trội nhất trong các đại lượng bậc 2). Khi đó áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được  
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Áp dụng tương tự ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Vế trái của bất đẳng thức có bậc 4 còn vế phải có bậc ba nên ta co thể đồng bậc là  
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Triển khai và rút gọn ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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Bài 50. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:       
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Phân tích và lời giải

Cách 1: Dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Đầu tiên ta nhận thấy nếu vế trái của bất đẳng thức âm thì bất đẳng thức hiển nhiên đúng. Như  vậy ta chỉ cần chứng minh cho trường hợp vế trái không âm là được. 

             Xét trường hợp 
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            Quan sát bất đẳng thức cần chứng minh thì ý tưởng tiếp cận đầu tiên là đổi biến, ta có thể đặt 
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Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh đươc viết lại thành 
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Theo một đánh giá quen thuộc ta có 
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Do đó ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Lấy căn bậc hai hai vế ta được 
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Đây là một đánh giá đúng quen thuộc. Do đó bài toán được chứng minh

Cách 2: Quan sát bất đẳng thức cần chứng minh ta liên tưởng đến bất đẳng thức Cauchy, khi đó nếu áp dụng trực tiếp thì ta có 
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            Để ý ta thấy khi đẳng thức xẩy ra thì 
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Do đó ta nghĩ đến áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho ba số trên, khi đó ta được 
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Khi đó ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được  
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Lấy căn bậc ba hai vế ta được 
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Khai triển và rút gọn ta được 
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Bất đẳng thức cuối cùng là một bất đẳng thức đúng.

Bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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Bài 51. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:       
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Lời giải

          Trước hết ta dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Quan sát bất đẳng thức ta thấy có thể tiếp cận theo hướng sử dụng các bất đẳng thức Cauchy, Bunhiacopxki,…

Cách 1: Đầu tiên ta nhận thấy tại các mẫu số của các phân thức có chứa các đại lượng bình phương 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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          Triển khai và thu gọn ta được 
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Cách 2: Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, khi đó ta có 
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Ta cần chứng minh được


[image: image3336.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

222

222

abc

1

2

2abcabbcca

++

³

++++++++


           Hay      
[image: image3337.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2222

222

2abc2abcabbcca

++³++++++++


           Khai triển và thu gọn ta được 
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           Do không thể sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki trực tiếp nên ta cần biến đổi bất đẳng thức trước xem có thể sử dụng được hay không? Tuy nhiên ta sẽ biến đổi cách như thế nào đây? Trước hết ta tìm mối liên hệ của các đại lượng trong mỗi phân thức thì thấy rằng
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Như vậy ta sẽ có  
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Và nếu áp dụng tương tự thì ta thu được 
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            Để ý đến chiều bất đẳng thức ta thấy không thể sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức được. Cũng chú ý đến chiều của bất đẳng thức ta nghĩ đến một đánh giá kiểu 
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 nên ta không sử dụng bất đẳng thức Cauchy mà nghĩ đến bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng cơ bản. Khi đó chú ý đến dấu đẳng thứ xẩy ra ta có đánh giá
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         Và áp dụng hoàn toàn tương tự ta thu được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
[image: image3347.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

abc2abbcca

35

22

abc

+++++

×£

++


          Hay                            
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Biến đổi tương đương bất đẳng thức trên ta được 
[image: image3349.wmf](
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Đánh giá cuối cùng đúng với mọi a, b, c. Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài 52. Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:       
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Phân tích và lời giải

          Dễ dàng dự đoán được bất đẳng thức bên trái xẩy ra dấu bằng tại 
[image: image3352.wmf]1
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 và bất đẳng thức bên phải xẩy ra dấu bằng tại 
[image: image3353.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta thấy có thể đơn giản hóa bằng cách đổi biến và ta có thể đổi biến bằng cách sau

           Đặt 
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, khi đó ta được 
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Bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại là 
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Bây giờ ta đi chứng minh từng bất đẳng thức 

+ Trước hết ta chứng minh   
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Để ý là 
[image: image3358.wmf]xy2xyz2

1

zz

+-++-

+=

, do đó hoàn toàn tương tự ta viết lại bất đẳng thức trên như sau 
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Đặt 
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Như vậy ta được                
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
[image: image3364.wmf](
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Tuy nhiên đây là một đánh giá đúng vì 
[image: image3365.wmf]3339

txyz

2222

=++³++=


Vậy bất đẳng thức bên trái được chứng minh. 

+ Chứng minh   
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Ta viết lại bất đẳng thức như sau

                                  
[image: image3367.wmf]xyyzxz222

3

yxzyzxxyz

æöæöæö

+++++£+++

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


           Rõ ràng ta không thể sử dụng các bất đẳng thức Cauchy hay Bunhiacopxki. Trong tình huống này ta để ý đến phép sắp thứ tự các biến để quy bất đẳng thức về bất đẳng thức ít biến hơn. 

           Không mất tính tổng quát, ta giả sử 
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Do đó ta được  
[image: image3370.wmf]xyx2
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. Hoàn toàn tương tự ta được 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Ta cần chứng minh 
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Bất đẳng thức cuối cùng là một bất đẳng thức đúng vì  
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Vậy bất đẳng thức bên phải được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3376.wmf]abc1
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Bài 53. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:       
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Phân tích và lời giải

          Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ta tại 
[image: image3378.wmf]abc
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. Quan sát kỹ bất đẳng thức ta có một số nhận xét như sau

· Bất đẳng thức đồng bậc 0.

· Bất đẳng thức có các phân thức liên quan đến các đại lượng bình phương.

· Trong mỗi phân thức ta thấy ở các tử và mẫu có sự lặp lại của các đại lượng.

Từ những nhận xét trên ta có cách hướng tiếp cận bài toán như sau.

Cách 1: Bất đẳng thức đồng bậc 0, nên ý tưởng đầu tiên là đổi biến theo hướng chuẩn hóa 

Đặt 
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, khi đó ta có 
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Khi đó ta được   
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Áp dụng tương tự ta được bất đẳng thức cần chứng minh trở thành
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Đến đây ta thấy các phân thức có dạng như nhau đối với mỗi biến nên ta dự đoán là 
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Để tìm m và n ta có thể sử dụng phương pháp hệ số bất định hoặc là cách sau đây


[image: image3386.wmf](

)

(

)

(

)

2

22

22x34x1

x6x91

1

33

3x6x9

2x1

éù

++

++

êú

=+£

êú

-+

+-

êú

ëû


Áp dụng hoàn toàn tương tự ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Cách 2: Từ nhận xét các phân thức liên quan đến các đại lượng bình phương  nên ta thử phân tích các tử ra xem có mối liên hệ gì với mẫu không? Khai triển tử số ta được
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           Mặt khác quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy cần phải đổi chiều bất đẳng thức trước, nên ta nghĩ đến phép biến đổi 
[image: image3389.wmf](
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, khi đó để đổi chiều bất đẳng thức ta cần tìm k sao cho 
[image: image3390.wmf]3k80
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 và đây ta chọn k nguyên thì càng tốt. 

Trước hết ta thử với 
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 thì được 
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           Như vậy ta thấy 
[image: image3393.wmf]k3
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 thì phép biến đổi tương đối đẹp, ta cần thực hiện tiếp các phân thức còn lại để xem có đánh giá được gì hay không? Để ý là nếu không thể đánh giá được thì ta thử tiếp với các số khác lớn hơn.

          Áp dụng tương tự ta được bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
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          Đây chính là bất đẳng thức đã được chứng minh trong bài 51, ta có thể trình bày lại một cách như sau

Áp dụng bất đẳng thức cơ bản 
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          Ta cần chứng minh    
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          Triển khai và thu gọn ta được 
[image: image3399.wmf]222
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, đánh giá cuối cùng đúng.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Cách 3: Chú ý đến sự lặp lại của các đại lượng 
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 trong cả phân thức thứ nhất nên ta có thể viết lại được 
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 hoặc 
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          Nên để đơn giản hóa ta có thể đặt 
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. Trước hết ta tiếp cận với với cách đặt thứ nhất. 

          Hoàn toàn tương tự ta đặt được 
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. Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh trở thành
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 
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Ta cần chứng minh                        
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Dễ thấy, theo bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Do đó bất đẳng thức (*) là bất đẳng thức đúng 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3413.wmf]abc
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.

             Với cách đặt thứ hai, hoàn toàn tương tự ta viết được bất đẳng thức cần chứng minh thành 
[image: image3414.wmf](
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)

(

)

(

)

222

222

2x12y12z1

1

2x12yz2

---

++³

+++

.

           Tuy nhiên với cách đổi biến này, sau các đánh giá ta thu được 
[image: image3416.wmf]xyyzxz12
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. Bạn đọc tự kiểm tra xem đánh giá ta thu được có đúng không.

Bài 54. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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. Chứng minh rằng:       
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Phân tích và lời giải

           Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3419.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy các đại lượng trong căn bậc hai dưới các mẫu chưa đồng bậc, chú ý đến giả thiết 
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 ta có thể đồng bậc là 
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. Lại thấy bất đẳng thức chứa căn dưới mẫu, nên ta cần đánh giá làm mất căn bậc hai, Chú ý đến chiều bất đẳng thức làm ta liên tưởng đến bất đẳng thức Cauchy dạng 
[image: image3423.wmf]2xyxy
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. Như vậy dưới mẫu cần có một tích hai đại lượng đồng bậc, để ý tiếp bên vế phải có 
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 nên ta có thể đưa xuống dưới mẫu, do đó ta sẽ có tích 
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. Đến đây áp dụng bất đẳng Cauchy thì ta được 
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Để ý tiếp ta thấy 
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Do đó ta được 
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Áp dụng hoàn toàn tương tự ta được 
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Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3432.wmf]abc1

===

.

Bài 55. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image3433.wmf]abc3
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. Chứng minh rằng:       
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Phân tích và lời giải

           Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3435.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy bất đẳng thức có chứa căn bậc hai nên suy nghĩ đầu tiên đó là tìm cách loại bỏ các dấu căn, để làm điều này ta có thể bình phương hai vế, nhưng cách làm này không làm mất hết các dấu căn mà còn làm cho bất đẳng thức thêm phức tạp, ta cũng không thể đưa các phân thức dưới dấu căn vào cùng một căn bằng bất đẳng thức Bunhiacopxki vì sẽ tạo ra một bất đẳng thức ngược chiều. Do đó ta nghĩ đến sử dụng bất đẳng thức Cauchy để đánh giá, khi đó ta được
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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          Hay 
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. Tuy nhiên để chứng minh được đánh giá này lại hơi khó, nên ta tạm dừng ý tưởng này tại đây.

          Như vậy để chứng minh bất đẳng thức trên ta cần phải có những biến đổi trước. Ta viết lại bất đẳng thức cần chứng minh thành 
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           Để ý đến giả thiết 
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, khi đó ta viết được 
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 do đó ta sẽ được 
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Đến đây áp dụng bất đẳng thức quen thuộc 
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Áp dụng tương tự ta được 
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Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta được 
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         Lúc này xuất hiện các phân thức trong căn có cùng tử số nên ta ghép lại theo nhóm, khi đó ta sẽ được 
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Áp dụng tương tự ta được 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Dó đó ta có    
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Thật vậy, áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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Bài 56. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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Phân tích và lời giải

           Quan sát bất đẳng thức thì suy nghĩ đầu tiên đó là đổi chiều bất đẳng thức và để thực hiện điều này ta có phép biến đổi tương đương sau
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          Bất đẳng thức có dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức nên trước hết ta áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức thì được
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Phép chứng minh minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được
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           Hay                        
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           Để chứng minh bất đẳng thức trên ta áp dụng bất đẳng thức Cauchy và để ý đến giả thiết 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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Bài 57. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn điều kiện 
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Chứng minh rằng:    
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Phân tích và lời giải

            Dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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            Đặt 
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         Quan sát bất đẳng thức trên ta nghĩ đến bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, khi đó ta được. 
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          Ta cần chứng minh được 
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[image: image3475.wmf](
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          Đến đây ta cần đánh giá vế phải sao cho xuất hiện 
[image: image3476.wmf]222

xyz

++

, sử dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 
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          Tương tự ta cũng có 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Cuối cùng ta cần chứng minh được 
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Đánh giá cuối cùng là một đánh giá đúng. Vậy bài toán được chứng minh xong.

Bài 58: Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:
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Phân tích và lời giải

           Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3482.wmf]abc
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, Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy có một số nhận xét sau

· Bất đẳng thức có dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức

· Bất đẳng thức chứa các căn bậc hai nên ta nghĩ đến bất đẳng thức Cauchy

· Đây là bất đẳng thức đồng bậc nên ta nghĩ đến phép đổi biến 

      Từ những nhận xét trên ta đi tìm hiểu các hướng tiếp cận bài toán như sau

Cách 1: Trước hết ta bắt đấu với bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức thì được đánh giá 
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Như vậy phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được


[image: image3484.wmf](

)

(

)

2

abc

1

abc

abbcca2

++

³++

+++++


             Hay               
[image: image3485.wmf](

)

2abcabbcca

++³+++++


            Tuy nhiên đánh giá cuối cùng lại là một đánh giá sai, do đó ta không thể dụng được trực tiếp như vậy, điều này làm ta nghĩ đến việc biến đối bất đẳng thức trước.

            Để ý là 
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, hoàn toàn tương tự ta viết vế trái của bất đẳng thức trên là  
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Do đó bất đẳng thức được viết lại thành 


[image: image3488.wmf](

)

(

)

(

)

1111

abcbcacababc

bcabac2

æö

++++-+++++³++

ç÷

+++

èø

Đến đây theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được
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 Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Để ý là theo bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Do đó ta có 
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Suy ra ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong.

Cách 2: Bây giờ ta thử áp dụng bất đẳng thức Cauchy xem có chứng minh được bài toán không. Để ý ta thấy các phân số có mẫu chứa các căn bậc hai và ta phải đánh giá sao cho bất đẳng thức thu được cùng chiều với bất đẳng thức cần chứng minh. Điều này làm ta liên tưởng đế bất đẳng thức Cauchy dạng 
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. Chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra ta viết lại bất đẳng thức cần chứng minh thành
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          Lúc này ta cần đánh giá các mẫu theo kiểu 
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và bất đẳng thức Cauchy ta được
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Nên ta có    
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Từ đó suy ra                     
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Áp dụng tương tự ta có                 
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Đến đây cộng theo vế của các bất đẳng thức trên thì được
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được
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Thật vậy, theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong.

Cách 3: Bất đẳng thức cần chứng minh là bất đẳng thức đồng bậc 
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Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Kết hợp với điều kiện 
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, bất đẳng thức trở thành
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Dễ dàng chứng minh được  
[image: image3513.wmf](

)

tt3

t1

3t242

³+-

-

 với 
[image: image3514.wmf]0t3

<<


Áp dụng bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong.

Bài 59. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

            Dễ dàng dự đoán được bất đẳng thức xẩy ra tại 
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. Lúc này bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
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. Đến đây ta có các cách chứng minh như sau

Cách 1: Ý tưởng thức nhất là sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, tuy nhiên ta không nên sử dụng trực tiếp vì bên vế phải có 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được          
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           Hay                             
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Để đồng bậc hóa bất đẳng thức ta chú ý đến 
[image: image3530.wmf]xyz1

++=

, nên bất đẳng thức trên trở thành
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Cộng theo vế ba bất đẳng thức trên ta được 
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Phép chứng minh hoàn tất. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Cách 2: Biến đổi tương đương bất đẳng thức và chú ý đến 
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 ta được
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Vì 
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. Do đó bất đẳng thức cuối cùng đúng.

Phép chứng minh hoàn tất. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 60: Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

           Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3543.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta liên tưởng đến đánh giá quen thuộc 
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Áp dụng tương tự ta được 
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Như vậy ta cần chứng minh           
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Để có các đánh giá hợp lý trước hết ta đổi chiều bất đẳng thức

Thật vậy, bất đẳng thức trên tương đương với
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Bất đẳng thức trên làm ta liên tưởng đề bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Để ý đến giả thiết 
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Khi đó ta được  
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong. 

Bài 61. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:
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Phân tích và lời lời giải

            Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy ý tưởng sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức để đánh biểu thức vế trái hoặc là sử dụng bất đẳng thức Cauchy để đánh giá mẫu, nhưng trước hết để có những đánh giá đảm bảo dấu đẳng thức ta dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3556.wmf]abc
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            Đầu tiên ta tiếp cận với bất đẳng thức Bunhiacopsxki dạng phân thức. Để ý là ta không nên sử dụng trực tiếp vì khi đó dưới mẫu có các đại lượng mũ 2 nên sẽ trội hơn. Do đó ta sẽ đánh giá như sau 
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Như vậy phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được  
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           Để dễ dàng hơn ta chú ý đên đánh giá mẫu trước. Chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra thì ta có 
[image: image3559.wmf]2bab
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. Do đó áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có
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Hoàn toàn tương tự ta được 
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Khi đó ta sẽ được 
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          Và như vậy ta cần phải chứng minh được 
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, đánh giá này là một đánh giá đúng, do đó bất đẳng thức được chứng minh.

           Bây giờ ta thử tiếp cận với bất đẳng thức Cauchy với đánh giá các mẫu xem sao. Để ý là 
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, tích này làm ta liên tưởng đến bất đẳng thức Cauchy dạng quen thuộc 
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Áp dụng tương tự ta được
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phâm thức ta được
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Ta cần phải chứng minh được 
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           Hay                
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           Khai triển và thu gọn ta được 
[image: image3574.wmf]222
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, đây là một đánh giá đúng. Vậy bài toán cũng được chứng minh

Nhận xét: Trong bài toán trên thì hai ý tưởng tiếp cận là như nhau, chỉ khác nhau ở chỗ là dùng công cụ gì trước thôi. Ngoài ra ta có thể dùng phương pháp đổi biến để chứng minh bất đẳng thức
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           Bất đẳng thức trên được viết lại thành 
[image: image3578.wmf]36
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. Các bạn thử chứng minh tiếp xem sao? 

Bài 62: Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:                            
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Phân tích và lời giải

            Quan sát bất đẳng thức ta thấy có các ý tưởng tiếp cận là sử dụng bất đẳng thức Cauchy, bất đẳng thức Bunhiacopxki,…

Cách 1: Trước hết ta bắt đầu với bất đẳng thức Cauchy, tuy nhiên ta không thể sử dụng trực tiếp để đánh giá vế trái hay vế phải vì sẽ tạo ra một đánh giá sai, do đó ta biến đổi tương đương bất đẳng thức cần chứng minh trước
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           Đến đây ta quan sát thấy bên vế trái có 
[image: image3581.wmf]abc

cab

++

 và bên vế phải có số 3 nên ta có 
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Mặt khác ta lại thấy vế trái có 
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 và vế phải lại có 
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 nên cũng theo bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Cộng vế với vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Theo bất đẳng thức Cauchy ta lại thấy 
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Do đó ta có                       
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Hay                                         
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Kết hợp với bất đẳng thức 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3592.wmf]abc
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Cách 2: Cũng như trên ta biến đổi bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Hay                    
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Đến đấy từ 
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 thì ta sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki, khi đó ta có
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Nhân vế với vế 2 bất đẳng thức này ta được
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Hay    
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)

(

)

(

)

(

)

2

22

222

abbcca

acbaca.abcabbccaabc

abc

æö

++

++++³++++

ç÷

èø


Hay                        
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 55. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:                            
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Phân tích và lời giải

             Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3603.wmf]abc1
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, quan sát bất đẳng thức ta thấy dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki.

Cách 1: Để ý là 
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, Do đó áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có
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          Hay                      
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Bài toán quy về chứng minh 
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Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta lại có 
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Như vậy ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3610.wmf]abc1
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Cách 2: Ngoài ra ta cũng có thể áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki như sau
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          Hay                   
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Ta cần chứng minh             
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Thật vậy, biến đổi tương đương ta được 
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Bất đẳng thức cuối luôn đúng, do đó ta có

             
[image: image3615.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2222

bc

a3b3c344a34abc1

2

æö

+

ç÷

+++³++³+++

ç÷

ç÷

èø


Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 56. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:                            
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Phân tích và lời giải

           Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy tử của các phân thức chứa các đại lượng 
[image: image3619.wmf]33
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Cách 1: Sử dụng bất đẳng thức quen thuộc 
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Mặt khác, theo bất đẳng thức Cauchy ta có
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Do đó ta được 
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Áp dụng tương tự ta có      
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Cộng vế theo vế ba bất đẳng thức trên, ta được
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image3631.wmf]abc3

===

.

Cách 2: Sử dụng bất đẳng thức quen thuộc 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được
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Do đó ta được                    
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Tương tự ta có  
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Cộng vế theo vế ba bất đẳng thức trên và kết hợp với đánh giá quen thuộc , ta được
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 57. Cho a, b là các số thực dương thỏa mãn 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có
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Từ đó ta suy ra 
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Bài toán được chứng minh xong. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 58. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:                            
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Phân tích và lời giải

             Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Quan sát bất đẳng thức trên ta nhận thấy các dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức hoặc kỹ thuật thêm bớt trong bất đẳng thức Cauchy. Bây giờ ta đi tìm lời giải theo các định hướng nêu trên 

Cách 1: Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được
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Thật vậy, ta cần chú ý hai bất đẳng thức quen thuộc
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Bất đẳng thức đã được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Cách 2: Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Cộng theo vế các bất dẳng thức trên ta được 
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Ta cần chứng minh được  
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         Triển khai và thu gọn ta được   
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Bài 59. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

            Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Bất đẳng thức này đã được chứng minh bằng kỹ thuật thêm bớt trong chủ để về bất đẳng thức Cauchy. Ở đây ta trình bày thêm cách sử dụng bất đẳng tức Bunhiacopxki dạng phân thức. 

            Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được  
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra đươc
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Thật vậy, áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Do đó ta có
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Ta cần chứng minh được 
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Đánh giá cuối cùng luôn đúng vì 
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Bất đẳng thức đã được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 60. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

          Dễ dàng dự đoán được đẳng thức xẩy ra tại 
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 thì xem như bài toán được giải quyết. Dễ thấy từ giả thiết ta có thể suy ra được  
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Cách 1: Áp dụng bất đẳng thức Cauchy vào giả thiết ta được 
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Do đó             
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Để ý là khi 
[image: image3684.wmf]ab1

==

 thì 
[image: image3685.wmf](

)

(

)

(

)

2

1ab1abab

éù

++=-+++

êú

ëû

, do đó áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 
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           Suy ra                               
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            Do đó ta được 
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Hoàn toàn tương tự ta được 


[image: image3690.wmf](

)

(

)

(

)

333

111

1ababc1bcabc1caabc

1111

2abbcca

++

+++++++++

æö

£++

ç÷

+++

èø


Ta cần chứng minh                     
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Thật vậy, theo một đánh giá quen thuộc kết hợp với giả thiết ta được
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
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Cách 2: Để ý thấy có số 1 ở dưới mẫu nên để dễ đánh mẫu hơn ta có thể áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức để tách số một ra khỏi mẫu số. Chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra ta được 
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            Để ý lại thấy  trong mẫu số có chứa đại lượng 
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         Bây gờ để triệt tiêu căn bậc hai ta để ý đến bất đẳng thức Cauchy dạng 
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Mặt khác lại theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng  phân thức ta có  
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Do đó ta được         
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Áp dụng tương tự ta được  
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Ta cần chứng minh   
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Thật vậy, Áp dụng hai bất đẳng thức quen thuộc ta được
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Từ đó suy ra  
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Bất đẳng thức được chứng minh xong.

Bài 61. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

Cách 1: Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy các mẫu số không đồng bậc, chú ý đến giả thiết của bài toán ta viết lại được  
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           Để ý là             
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Khi đó áp dụng tương tự ta được bất đẳng thức cần chứng minh trở thành 
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Bất đẳng thức có các tử giống nhau nên áp dụng một đánh giá quen thuộc ta được
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Để để triệt tiêu các đại lượng âm trên tử số ta chú ý đến 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi 
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Cách 2: Kết hợp với giả thiết ta có biến đổi như sau
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Do đó ta có 
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Áp dụng tương tự ta được 
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Mặt khác theo bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Áp dụng tương tự ta được 
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Cộng theo vế các kết quả trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi 
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Bài 62. Cho các số thực thỏa mãn 
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          Chứng minh rằng:      
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Phân tích và lời giải

          Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy cần phải đổi biến để làm mất đi các dấu trừ bên vế phải, do đó rất tự nhiên ta nghĩ đến phép đổi biến 
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, tuy nhiên quan sát kỹ giả thiết thì ta có thể biến đổi  
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          Đến đây ta đặt 
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           Khi đó ta có 
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           Do 
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 nên trong các số x, y, z có hai số nằm cùng phía so với 1, giả sử hai số đó là x và y. Khi đó ta có  
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được
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Từ đó ta được
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Bất đẳng thức trên viết lại được thành 
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được
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Mà cũng theo bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được                  
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Từ đó suy ra 
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Mặt khác ta lại có 
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Do đó ta được 
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Từ các kết quả trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Bài 63. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

          Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy được sự phức tạp của bài toán, để có các đánh giá hợp lý trước hết ta dự đoán dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Bất đẳng thức có tính đối xứng nên ta sẽ đi phân tích một biểu thức rồi áp dụng tương tự 

            Quan sát biểu thức 
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 ta thấy được dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức quen thuộc 
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, nên chú ý đến bất đẳng thức Bunhiacopxki ta lại có 
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           Bây giờ ta biến đổi tương tự xem ta sẽ thu được kết quả như thế nào?

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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Theo phân tích như trên ta có 
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Áp dụng tương tự ta được  
[image: image3763.wmf](
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Như vậy phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được
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Hay ta cần chứng minh 
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             Đặt 
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            Ta dễ dàng chứng minh được 
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             Mà 
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Điều này dẫn tới 
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Như vậy bất đẳng thức ban đầu được chứng minh xong. 

Bài 64. Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:       
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Lời giải

Cách 1: Bất đẳng thức cần chứng minh có tính đối xứng giữa các biến, do đó ta không mất tính tổng quát, ta giả sử 
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. Khi đó dễ thấy 
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[image: image3784.wmf](

)

2

bbacac

£+-

. Từ đây ta suy ra 


[image: image3785.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

32

bbacabcbacacacabcbacacacabc

éù

£+-£+-+-=+-+-

ëû


Như vậy ta cần chứng minh 
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Để ý rằng do 
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Như vậy ta có
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3792.wmf]a2;bc1
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 và các hoán vị của nó.

Cách 2: Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
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          Bất đẳng thức cần chứng minh có tính đối xứng giữa các biến, do đó ta không mất tính tổng quát, ta giả sử 
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Từ đó suy ra 
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Mặt khác ta cũng có 
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Từ các đánh giá trên ta thu được
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Vì 
[image: image3801.wmf]ba2

££

 nên 
[image: image3802.wmf]2b

1

a

³

 và 
[image: image3803.wmf]a1

1

b2

³>

. Do vậy 
[image: image3804.wmf]2ba1

10

ab2

æöæö

--³

ç÷ç÷

èøèø

 hay 
[image: image3805.wmf]ab5

ba2

+£

. 

Chứng minh tương tự ta được 
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Từ hai đánh giá trên ta được  
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3808.wmf]a2;bc1
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 và các hoán vị của nó.

Bài 65. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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 Chứng minh rằng:                        
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Lời giải

           Quan sát bất đẳng thức ta thấy giả thiết là một bất đẳng thức nên để có các đánh giá hợp lí ta cần nghĩ đến việc đánh giá lại bất đẳng thức giả thiết trước. Quan sát giả thiết ta thấy có dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức Bunhiacpxki nên ta thử xem có đánh giá được hay không. 

Cách 1: Trước hết ta để ý đến các mẫu số, để đồng bậc ta áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki thì được 
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Do đó ta được          
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong. Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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.

Cách 2: Cũng bắt đầu với giả thiết nhưng ta biến đổi tương đương điều kiện ta được 
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Vế trái của giả thiết làm ta liên tưởng đến bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức
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Áp dụng tương tự ta được
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Từ đó ta được 
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Bài 66. Cho a, b, c thỏa mãn 
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Bài toán được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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Bài toán được chứng minh xong. 

Bài 67. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Lời giải

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki vào giả thiết ta được 


[image: image3852.wmf]2

222

1111111111

13

3abbabb

abc

æö

=++³++Þ++£

ç÷

èø


Mặt khác ta có 
[image: image3853.wmf](

)

(

)

(

)

222

22

5a2ab2b2abab2ab

++=++-³+


Suy ra                               
[image: image3854.wmf]22

5a2ab2b2ab

++=+


Do đó ta được          
[image: image3855.wmf]22

11112

2ab9ab

5a2ab2b

æö

££+

ç÷

+

èø

++


Chứng minh tương tự ta được     
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Bài 68. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích: Bất đẳng thức cần chứng minh được viết lại thành 
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[image: image3862.wmf](

)

(

)

22

a12a2a12a2a1

++£++=+


Lời giải

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Mặt khác theo bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Bài 69. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích: Dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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Lời giải

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Khi đó ta được bất đẳng thức sau        
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Thật vậy, áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức ta được 
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Ta cần chỉ ra được          
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Bài 70. Cho các số thực 
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Lời giải

Theo bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta suy ra  
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Bài 71. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Từ giả thiết 
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Từ bất đẳng thức quen thuộc 
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Thật vậy, bất đẳng thức trên tương đương với 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Bài 72. Cho các số thực dương a, b thỏa mãn 
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Lời giải

Ta biến đổi giả thiết như sau 
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Biểu thức vế trái được viết lại như sau
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được  
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Bài 73. Cho a, b là các số thực dương thỏa mãn 
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Biểu thức P được viết lại như sau
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy và giả thiết ta được 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.
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Bài 74. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích: Chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra, ta quy bài toán về chứng minh hai bất  đẳng thức sau
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Lời giải

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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)

(

)

222222222444

abbcca6abc63abc32

+++++£++£++£


Mặt khác ta lại có
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Do đó ta được                   
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Áp dụng kết quả trên ta được 
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Mà theo bất đẳng thức Cauchy ta được
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Do đó ta có           
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          Suy ra                       
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Từ các kết quả trên ta được 


[image: image3949.wmf](

)

(

)

(

)

222222

3

3

3

333

abbcca32

2.2.9

1113

2

abbcca

+++++

£=

++

+++


Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Bài 75. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image3951.wmf]abbcca3
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. Chứng minh rằng:  
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Lời giải

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho giả thiết ta được 
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Khi đó ta có       
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Chứng minh tương tự ta được 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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Bài 76. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:
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Phân tích: Để ý đến đánh giá 
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Lời giải

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Áp dụng tương tự ta được 
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Ta cần chứng minh            
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Cách 1: Do 
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Khi đó ta có 
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Cách 2: Do 
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, nên ta được 
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
[image: image3969.wmf]abc1
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Bài 77. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý . Chứng minh rằng:
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Phân tích và lời giải

           Dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Để ý đến chiều của bất đẳng thức và các mẫu số ta liên tưởng đến bất đẳng thức Cauchy dạng 
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Áp dụng tương tự ta được 
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Khi đó ta được bất đẳng thức 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Thật vậy, áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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Mà ta dễ dàng chứng minh được    
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Do đó                        
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong. 

Bài 78. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:                  
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Phân tích và lời giải

              Dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image3982.wmf]abc1
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. Để ý ta không thể thay 3 bởi đại lượng 
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 vì đại lượng này có số mũ cao sẽ gây khó khăn cho các đánh giá tiếp theo. Do đó trước hết ta cần đơn giản hóa giả thiết. Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được
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               Và                           
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               Để đơn giản hóa bất đẳng thức ta cần khử các căn bậc hai, chú ý đến chiều bất đẳng thức ta liên tưởng đến bất đẳng thức Bunhiacopxki
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Đến đây áp dụng một đánh giá quen thuộc ta được 
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Do đó ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong. 

Bài 79. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải
           Quan sát bất đẳng thức cần chứng minh thì suy nghĩ đầu tiên là đổi biến nhằm đơn giản hóa bất đẳng thức. Tuy nhiên ở đây ta không dựa vào giả thiết 
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 để đổi biến, mà ta chú ý đến các đại lượng 
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, có nghĩa là ta nghĩ đến đánh giá theo bất đẳng thức Cauchy cho hai số, nên để đánh giá không xuất hiện các căn bậc hai thì ta đổi biến theo cách đặt 
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. Lúc này áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Do đó ta thu được 
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Để ý đến giả thiết 
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Áp dụng tương tự ta được bất đẳng thức cần chứng minh 
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Do 
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Khi đó bất đẳng thức trên trở thành     
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Biến đổi tương đương ta được bất đẳng thức  
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Sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được  
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi 
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Bài 80. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:                    
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Phân tích và lời giải

             Quan sát bất đẳng thức ta thấy có số 7, vậy thì số 7 này có ý nghĩa gì trong bài toán. Để ý đến giả thiết 
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 và các đại lượng bậc hai trong bất đẳng thức, ta có thể viết được 
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Chú ý là nếu trên tử có đại lượng 
[image: image4012.wmf]2ab

 thì ta có thể kết hợp với 
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Lại để ý ta thấy 
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Do đó ta có                                   
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Áp dụng tương tự ta được bất đẳng thức cần chứng minh
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được                
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Thật vậy, theo bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image4022.wmf]abc1
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Nhận xét: Ngoài ra ta có thể quy bài toán về chứng minh bất đẳng thức 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Áp dụng bất đẳng thức 
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Mặt khác ta lại có 
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Nhân theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Hay      
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Từ đó dẫn đến 
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Hay                          
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Vậy bất đẳng thức trên được chứng minh. 

Bài 81. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

             Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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 và cả chiều của bất đẳng thức ta có đánh giá 
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          Suy ra             
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Áp dụng tương tự ta được


[image: image4040.wmf](

)

(

)

(

)

222222

333

abcabc

b8c8a8

3b23c23a2

++£++

+++

+++


           Bây giờ để tạo ra đại lượng 
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 và chú ý đến chiều bất đẳng thức ta áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki thì được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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            Hay                  
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Thật vậy, áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Do đó ta được 
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Do đó ta chỉ cần chứng minh 
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Không mất tính tổng quát ta giả sử b là số ở giữa hai số a và c, khi đó ta có


[image: image4049.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2222222

2

acbacb2abc0acbab3ab2abc0

b1b2abcab0

++--£Û++----£

Û--+---£


Bất đẳng thức cuối luôn đúng, do đó bài toán được chứng minh.

Bài 82. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:                                  
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Phân tích và lời giải
          Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy có đại lượng 
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 ta cần tìm đánh giá liên hệ giữa các đại lượng đó. Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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       Và         
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Nên ta được 
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Do đó ta được   
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Mặt khác cũng theo bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Do vậy                       
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)

3

222

333

abc

abbcca

10

3abc

abc

++

++

+³

++


Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi 
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Bài 83. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

Nhận thấy biểu thức dưới các dấu căn không đồng bậc nên chú ý đến giả thiết 
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 ta có thể viết được 
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. Để ý đến chiều của bất đẳng thức ta nghĩ đến một tích dưới mẫu để có thể áp dụng được bất đẳng thức Cauchy 
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 khi đó ta được   
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Từ đó suy ra                      
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Áp dụng tương tự ta được 
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Công theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi 
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Bài 84. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:                                  
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Phân tích và lời giải

            Quan sát bất đẳng thức ta thấy có các đại lượng 
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, ta cần đánh giá đại lượng 
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 về 
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 để tìm xem có mối liên hệ nào với các đại lượng trên hay không. Sử dụng bất đẳng thức quen thuộc sau
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Suy ra                       
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Như vậy phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Để ý là khi 
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Do đó áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Mà cũng theo bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Do đó ta được 
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

222

2

222

3

27abc3.27abc

abbccaabbccaabc

abbccaabc

81

abc

++++

³

++++++++

++++

=

++


Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong. 

Bài 85. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

          Để dễ tìm ra các đánh giá hợp lí ta tìm cách đưa các đại lượng vế trái vào trong cùng một bình phương. Chú ý đến chiều bất đẳng thức ta có   
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Ta cần chứng minh    
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          Thật vậy, áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức và một đánh giá quen thuộc, ta được
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Do đó ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi a = b = c = 1.

Bài 86. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

             Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image4092.wmf]abc1
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy không thể áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức được vì khi đó các mẫu số sẽ có số mũ lớn, cũng không thể đánh giá mẫu theo chiều trội hơn vì lúc này mẫu cũng sẽ có số mũ lớn. Do đó ta hướng đến các đánh giá làm giảm bậc của các mẫu số hoặc là biến đổi lại giả thiết theo chiều số mũ nhỏ hơn

Cách 1: Trước hết ta tiếp cận bất đẳng thức theo hướng làm giảm số mũ ở các mẫu số, điều này làm ta liên tưởng đến kỹ thuật thêm bớt trong bất đẳng thức Cauchy, Chú ý đế dấu đẳng thức xẩy ra và giả thiết 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Dễ dàng chứng minh được     
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Suy ra                                
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Bất đẳng thức được chứng minh xong.

Cách 2: Chú ý đến đến giả thiết 
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, ta sẽ đánh giá làm giảm bậc của các hạng tử trong giả thiết, chú ý đến lũy thừa bậc 4 của các mẫu, ta chọn các đánh giá theo bất đẳng thức Cauchy là 
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Do đó ta được 
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            Bây giờ ta cần làm trội các mẫu số làm sao cho xuất hiện 
[image: image4103.wmf]222
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Áp dụng tương tự ta được
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Bất đẳng thức được chứng minh xong.

Bài 87. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:                                  
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Phân tích và lời giải

           Quan sát bất đẳng ta nhận thấy bất đẳng thức có có các căn bậc cao và các đại lượng lại có lũy thừa bậc cao. Do đó ta cần đánh giá để đưa tổng các lũy thừa về cùng một lũy thừa để có thể khử căn. Trước hết ta biến đổi bất đẳng thức thành                           
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 
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Ta quy bài toán về chứng minh 
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Hay                    
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Để  ý là 
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Do đó phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được
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Đặt 
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 thì bất đẳng thức trên trở thành
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Đây là một đánh giá đúng đã được chứng minh. 

Bất đẳng thức được chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
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Bài 88. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

            Bất đẳng thức này không xẩy ra dấu bằng tại 
[image: image4120.wmf]abc
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, cũng không xẩy ra tại 
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 nà đẳng thức xẩy ra tại 
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 và các hoán vị của nó. Do đó ta nghĩ đến việc sắp thứ tự biến. Tuy nhiên ta cần tiệt tiêu được các dấu căn bậc hai bên vế trái. Ngoài ra để ý là với dấu đẳng thức xẩy ra như trên thì ta dự đoán 
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. Nếu chứng minh được đánh giá đó thì xem như bài toán được giải quyết xong. 

Ta xét
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Từ đó suy ra                       
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Hay                                       
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Áp dụng tương tự ta được 
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên ta được    
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image4130.wmf]
Vậy bài toán được chứng minh xong.

Bài 89. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:
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Phân tích và lời giải

           Bất đẳng thức trên là bất đẳng thức có các đại lượng đồng bậc nên ta nghĩ đến phép đổi biến 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên, ta được
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 90. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:
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Phân tích và lời giải

           Dễ dàng dự đoán đươc dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Quan sát bất đẳng thức ta nhận thấy cần phải khử các căn bậc hai, do đó ta nghĩ đến bất đẳng thức Cauchy hoặc bất đẳng thức Bunhiacopxki. Tuy nhiên để áp dụng các bất đẳng thức này ta cần tạo ra tích các đại lượng. Do đó ta biến đổi tương đương bất đẳng thức cần chứng minh như sau
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           Chú ý đến chiều của bất đẳng thức cần chứng minh thì áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có 
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Theo bất đẳng thức Cauchy ta có  
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Do đó ta được                 
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Áp dụng tương tự ta được 
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Ta cần chứng minh 
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Thật vậy, theo bất đẳng thức Cauchy ta có
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image4155.wmf]abc1

===

.

Bài 91. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

            Dễ dàng dự đoán được đẳng thức xẩy ra tại 
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Do đó ta có 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Dễ thấy theo bất đẳng thức Cauchy ta được  
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong. 

Nhận xét: Ngoài cách chứng minh trên ta có thể tham khảo thêm các cách chứng minh sau đây

Cách 1: Do 
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+ Trường hợp 1: Giải sử 1 trong 3 số a, b, c nhỏ hơn 
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Khi đó tổng  
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+ Trương hợp 2: Giải sử cả 3 số a, b, c đều lớn hơn 
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Từ đó ta có 
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Suy ra                                
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Tương tự ta có                  
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Cách 2: 

+ Trường hợp 1: Với 
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Áp dụng tương tự ta được  
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Cộng theo vế của 3 bất đẳng thức ta được
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+ Trường hợp 2: Nếu có một trong 3 số a, b, c lớn hơn hoặc bằng 
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Không mất tính tổng quát giả sử 
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Khi đó ta được 
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Từ đó suy ra                                
[image: image4191.wmf]222

222

111

++³++

abc

abc

   

Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Bài 92. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

            Dễ dàng dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
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. Quan sát bất đẳng thức ta thấy có dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, do đó áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có
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Ta quy bài toán về chứng minh  
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           Để ý đến dấu đẳng thức xẩy ra và chiều của bất đẳng thức ta có đánh giá theo bất đẳng thức Cauchy là
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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           Mà lại có                  
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Do đó ta có 
[image: image4203.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image4204.wmf](
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong.

Bài 93. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:
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Phân tích và lời giải

           Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Quan sát biểu thức thứ nhất bên vế trái ta thấy cả tử và mẫu cùng chứa đại các đại lượng 
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Suy ra ta được     
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           Đại lượng thu được trong đánh giá trên làm ta liên tưởng đến bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức, Chú ý đến dấu đẳng thức xẩy ra ta có
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Suy ra ta được                  
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Áp dụng hoàn toàn tương tự ta được
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong.

Nhận xét: Cũng nhận định như trên, nhưng ta chú ý đến các phép biến đổi sau
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+ Nếu ta đặt 
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Để ý đến dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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, do đó ta có đánh giá 
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Hoàn toàn tương tự ta thu được 
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được 
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Đến đây ta thay lại 
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Và ta chứng minh hoàn toàn như trên.

+ Nếu ta đặt 
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Và ta chứng minh hoàn toàn tương tự.          
Bài 94. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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Phân tích và lời giải

          Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Quan sát bất đẳng thức cần chứng minh ta có một số nhận xét như sau: Vế trái chứa các lũy thừa bậc ba nhưng vế phải lại chứa căn bậc hai, ngoài ra với dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image4229.wmf]3

abc2

===

 thì 
[image: image4230.wmf]3

ab

c

c

+

=
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Từ đó ta có                        
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Tương tự ta có
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên ta được:
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Bài toán được chứng minh xong.

           Ngoài cách chứng minh như trên ta có thể chứng minh bài toán bằng cách áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki như sau: 

        Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có
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Theo một bất đẳng thức quen thuộc ta có      
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 Từ đó ta được     
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Do đó ta có          
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Dễ dàng chứng minh được            
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Từ đó ta được bất đẳng thức sau
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong. 

Bài 95. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:                            
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Phân tích và lời giải

           Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
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. Quan sát bất đẳng thức ta chú ý đến phép biến đổi 
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 và biểu thức trên được viết lại thành 
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Khi này thay lại 
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 vào bất đẳng thức trên ta được 
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Theo một đánh giá quen thuộc ta được 
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Hoàn toàn tương tự ta có 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức trên ta được
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Vậy bài toán được chứng minh xong.

Nhận xét: Ngoài cách làm như trên ta có thể chứng minh bài toán như sau: Thực hiện biến đổi như trên và  chứng minh               
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Thật vậy, bất đẳng thức trên tương đương với
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          Bất đẳng thức cuối cùng luôn đúng, do vậy bất đẳng thức trên được chứng minh.

Áp dụng tương tự ta quy bài toán về chứng minh
[image: image4261.wmf]
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Thật vậy, áp dụng đánh giá quen thuộc 
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Hoàn toàn tương tự ta suy ra bất đẳng thức cần chứng minh

Bài 96. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:                              
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Phân tích và lời giải

          Trước hết ta dự đoán được dấu đẳng thức xẩy ra tại 
[image: image4266.wmf]abc

==

. Để có những đánh giá hợp lý ta viết bất đẳng thức cần chứng minh lại thành
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           Quan sát bất đẳng thức trên ta viết được vế trái thành
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           Quan sát vế phải ta nhận thấy cần đánh giá đại lượng 
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 để có thể thu gọn được hai vế, chú ý đến chiều bất đẳng thức ta áp dụng bất đẳng thức Cauchy thì được
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Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên, ta được
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Do đó ta có                 
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Hoàn toàn tương tự ta có            
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bcaabc

abc

abc

++

++³


Suy ra                                
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Phép chứng minh sẽ hoàn tất nếu ta chỉ ra được
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Hay                    
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Khai triển và thu gọn ta được 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có


[image: image4279.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3

3

8abbcca

81abbcbccacaab81.24abbcca

27

++

+++£=++


Mặt khác ta lại có 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
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Bài 97. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:                            
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Phân tích và lời giải

            Để có các đánh giá hợp lí ta viết lại vế trái của bất đẳng thức cần chứng minh thành


[image: image4286.wmf]222

abcbccaab

abcbcaaababcbcaaab

+++++

++++++


             Để ý ta thấy các nhóm trên có dấu hiệu sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki nên ta tách ra và áp dụng thì được
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Mà theo một đánh giá quen thuộc thì 
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Do đó ta được     
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Cũng như trên ta áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki thì được  
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Do đó ta được         
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Lại có 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi 
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Bài 98. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chứng minh rằng:                                  


[image: image4298.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

333

abbcca32

8

1c1c1a1a1b1b

++£

-+-+-+


Phân tích và lời giải

            Quan sát bất đẳng thức cần chứng minh thì suy nghĩ đầu tiên là cố gắng đơn giản hóa các đại lượng dưới dấu căn rồi tiến tới loại bỏ căn bậc hai. Trước hết ta ta biến đổi đơn giản hóa các biểu thức trong căn. Chú ý đến giả thiết 
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Mặt khác áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Do đó theo một đánh giá quen thuộc ta có 
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Mà theo bất đẳng thức Cauchy ta lại có 
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Từ đó ta được         
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Áp dụng hoàn toàn tương tự ta được 
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Ta cần chứng minh 
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Đến đây ta chú ý đến bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi 
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Bài 99. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
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. Chưng minh rằng:
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Phân tích và lời giải

            Quan sát bất đẳng ta nhận thấy vế trái có ba phân thức phía sau đồng bậc nên ta đánh giá ba phân thức đó trước.  Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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         Trong biểu thức dước dấu căn ta chú ý đến đại lượng 
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           Ngoài ra chú ý đến đại lượng 
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 ở dưới mẫu của phân thức thứ nhất, để đánh giá được vế trái về 
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Kết hợp hai bất đẳng thức trên ta được
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Suy ra ta được   
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Khi đó ta được bất đẳng thức sau 


[image: image4325.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

222222

1111127

abcabc

ababcbcbacac2abbcca

+++³+

++++

+++++


Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 
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Và ta lại có                     
[image: image4327.wmf](

)

2

13

3

abbcac

abc

³³

++

++


Do đó ta được 
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Bài toán được chứng minh xong, đẳng thức xẩy ra khi 
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Bài 100. Cho a, b, c là các số thực không âm thỏa mãn 
[image: image4330.wmf]abc1
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Phân tích và lời giải

          Bất đẳng thức không xẩy ra dấu bằng tại 
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Tương tự ta có                  
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Do đó ta có bất đẳng thức 
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được 
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta lại có 
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Và             
[image: image4340.wmf]2
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Kết hợp lại ta được     
[image: image4341.wmf]2222
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Suy ra                                
[image: image4342.wmf]222222
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh xong. 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image4343.wmf](
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 và các hoán vị của nó.

Bài 101. Cho a, b, c là các số thực dương tùy ý. Chứng minh rằng:   


[image: image4344.wmf](

)

222222

3abbcca

abbcca

abbccaabc

++

+++

++³

+++++


Phân tích và lời giải

           Quan sát bất đẳng thức trên ta chú ý đến bất đẳng thức Bunhiacopxki dạng phân thức. Tuy nhiên để áp dụng được ta cần để ý đến phép biến đổi 
[image: image4345.wmf]2222
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 hoặc đánh giá quen thuộc 
[image: image4346.wmf](
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Cách 1: Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 


[image: image4347.wmf](
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Cộng theo vế hai bất đẳng thức trên ta được 


[image: image4348.wmf](
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image4349.wmf]abc
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Cách 2: Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta được 


[image: image4350.wmf](
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Bất đẳng thức được chứng minh. Đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image4351.wmf]abc

==

.


C.BÀI TOÁN THƯỜNG GẶP TRONG ĐỀ THI HSG VÀ CHUYÊN TOÁN 9
Câu 1. Cho a; b; c; d là các số không âm. Chứng minh rằng:

[image: image4352.wmf]8842
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Câu 2. Cho a; b là các số không âm. Chứng minh rằng:[image: image4353.wmf]2
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(Thi học sinh giỏi Toán, lớp 9, tỉnh Quãng Ngãi, năm học 2011- 2012)

Câu 3. Chứng minh rằng: [image: image4354.wmf](
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  với a, b là các số dương. 

Câu 4. Cho [image: image4355.wmf](
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Hãy so sánh S và [image: image4356.wmf]2019
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Câu 5. Cho a, b, c, d dương. Chứng minh rằng:

[image: image4357.wmf]2
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Câu 6. Cho [image: image4358.wmf]2; 3;4.
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 Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

[image: image4359.wmf]423
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Câu 7. Với a, b, c là các số dương thỏa mãn điều kiện [image: image4360.wmf]2.
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 Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức [image: image4361.wmf]222
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(Tuyển sinh vào lớp 10, THPT TP. Hà Nội. năm học 2014-2015)

Câu 8. Cho các số a, b, c đều lớn hơn [image: image4362.wmf]25
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 Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:


[image: image4363.wmf]252525
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Câu 9. Cho x; y là các số dương thỏa mãn [image: image4364.wmf]2.
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: [image: image4365.wmf]10

Txy
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Câu 10. Cho a, b, c, d là các số thực dương có tổng bằng 1.

Chứng minh: [image: image4366.wmf]2222
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9, tỉnh Thanh Hóa, năm học 2007-2008)

Câu 11. Cho các số thực dương a, b thỏa mãn [image: image4367.wmf]2013 2014.
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Chứng minh rằng: [image: image4368.wmf](
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(Tuyển sinh lớp 10, chuyên toán ĐHSP Hà Nội, năm học 2013-2014)

Câu 12. Cho [image: image4369.wmf]2222
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 .So sánh P với [image: image4370.wmf]1
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Câu 13. Cho tam giác ABC có chu vi bằng 1. Cạnh a, b, c thỏa mãn:
[image: image4371.wmf]3
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 Chứng minh tam giác ABC đều.

(Thi học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Hà Tĩnh, năm học 2012- 2013)

Câu 14. Cho x; y; z là các số không âm. Chứng minh rằng:

[image: image4372.wmf](
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Câu 15.  Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn [image: image4373.wmf]111
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Tìm giá trị lớn nhất của [image: image4374.wmf]222222
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(thi học sinh giỏi lớp 9, TP. Hà Nội, năm học 2014-2015)

Câu 16. Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn [image: image4375.wmf](
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Chứng minh rằng: [image: image4376.wmf](
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Câu 17. Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn [image: image4377.wmf]222
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 Chứng minh rằng:
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Câu 18. Cho [image: image4379.wmf],,0
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 (Thi học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Hưng Yên, năm học 2013-2014)

Câu 19. Cho x, y, z là 3 số thực dương thoả mãn [image: image4381.wmf]222
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 Chứng minh: [image: image4382.wmf]222
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Câu 20. Cho x, y là các số dương. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: [image: image4383.wmf]2
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, TP. Hồ Chí Minh. năm học 2014-2015)

Câu 21. Cho các số thực dương a,b,c thỏa mãn [image: image4384.wmf]222
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 Chứng minh:

[image: image4385.wmf]222
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(Tuyển sinh lớp 10, THPTchuyên, Tỉnh Vĩnh Phúc, năm học 2013- 2014)

Câu 22. Giả sử x, y, z là các số thực lớn hơn 2.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

[image: image4386.wmf]444
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 (Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, ĐHKHTN, Đại học Quốc Gia Hà Nội,năm học 2015- 2016)

Câu 23. Cho các số thực dương  x, y, z thỏa mãn [image: image4387.wmf]32.
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 Chứng minh rằng:


[image: image4388.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi nào?

(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên Trần Hưng Đạo , tình Bình Thuận, năm học 2015-2016)

Câu 24. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn [image: image4389.wmf]1.
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 Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 
[image: image4390.wmf]111
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, tỉnh Nghệ An, năm học 2014-2015)

Câu 25. Cho 5 số thực không âm a, b, c, d,e  có tổng bằng 1. Xếp 5 số này trên một đường tròn. Chứng minh luôn tồn tại một cách xếp sao cho hai số bất kì cạnh nhau có tích không lớn hơn [image: image4391.wmf]1
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, TP. Hà Nội, năm học 2014-2015)

Câu 26. (TS10 Chuyên KHTN Hà Nội, 2019-2020)

Cho x, y là các số thực dương thỏa mãn: 
[image: image4392.wmf]22
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4393.wmf]22
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Câu 27.  (TS10 Chuyên Sư Phạm Hà Nội, 2019-2020)


Cho các số thực x, y thay đổi, hãy tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:


[image: image4394.wmf](
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Câu 28.  (TS10 Chuyên Tin Hà Nội, 2019-2020)


Cho a, b, c dương thỏa mãn: 
[image: image4395.wmf]abbccaabc4
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1) Chứng minh rằng: 
[image: image4396.wmf]111
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2) Tìm giá trị nhỏ nhất: 
[image: image4397.wmf](
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Câu 29.  (TS10 Chuyên Toán Hà Nội, 2019-2020)


Cho 
[image: image4398.wmf]Kab4ac4bc

=+-

 với 
[image: image4399.wmf]a,b,c0

³

 và a + b + 2c = 1.

1) Chứng minh rằng: 
[image: image4400.wmf]1
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2) Tìm giá trị lớn nhất của K.
Câu 30.  (TS10 Chuyên Thái Bình, 2019-2020)


Cho các số thực a, b, c thỏa mãn 
[image: image4401.wmf]1
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         Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image4402.wmf](
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Câu 31.  (TS10 Chuyên Hòa Bình, 2019-2020)


Cho hai số dương a, b thỏa mãn: a + b = 4ab. Chứng minh rằng:


[image: image4403.wmf]22
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Câu 32.  (TS10 Chuyên Hưng Yên, 2019-2020)


Cho các số thực không âm x, y, z thỏa mãn: 
[image: image4404.wmf]222
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:  
[image: image4405.wmf](
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Câu 33.  (TS10 Chuyên Hà Nam, 2019-2020)


Cho các số thực dương a, b, c thỏa mãn: 
[image: image4406.wmf]111

1.

a1b1c1

++£

+++

 


Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4407.wmf]333
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Câu 34.  (TS10 Chuyên Phan Bội Châu, 2019-2020)


Cho các số dương a, b, c dương thỏa mãn 
[image: image4408.wmf]abcabc2
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 . 


Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
[image: image4409.wmf]222222
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Câu 35.  (TS10 Chuyên Vĩnh Phúc, 2019-2020)


Cho x, y, z là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image4410.wmf](
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 Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 
[image: image4411.wmf]2xyz
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Câu 36.  (TS10 Chuyên Bắc Ninh, 2019-2020)


Cho x, y, z không âm thỏa mãn 
[image: image4412.wmf]xyz3.
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 Tìm GTLN. GTNN của biểu thức


[image: image4413.wmf]222
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Câu 37.  [TS10 Chuyên KHTN, 2019-2020]


Cho x, y,z là các số dương thỏa mãn 
[image: image4414.wmf]xyyzzx1
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 Chứng minh rằng: 
[image: image4415.wmf]3
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Câu 38. (TS10 Chuyên TP. Hồ Chí Minh, 2019-2020)


Cho x, y, z là các số thực thuộc đoạn 
[image: image4416.wmf]0;2
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 thỏa mãn điều kiện: 
[image: image4417.wmf]xyz3.
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a) Chứng minh rằng: 
[image: image4418.wmf]222

xyz6

++<

 
b) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 
[image: image4419.wmf]333

Pxyz3xyz
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Câu 39.  (TS10 Chuyên Hòa Bình, 2019-2020)


Cho x, y, z là các số thực dương thỏa mãn: 
[image: image4420.wmf]xyyz4zx32
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4421.wmf]222

Px16y16z

=++

  

Câu 40. (TS10 Chuyên Quốc Học Huế, 2019-2020)


Cho ba số dương x, y, z thỏa mãn xyz = 2. Chứng minh rằng:


[image: image4422.wmf]222222
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Câu 41.  (TS10 Chuyên Tin Hòa Bình, 2019-2020)


Cho các số thực dương x, y thỏa mãn: 
[image: image4423.wmf]xy1.

+£

 


Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4424.wmf]22
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Câu 42.  (TS10 Chuyên Tiền Giang, 2019-2020)


Cho hai số dương x, y thỏa mãn 
[image: image4425.wmf](
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4426.wmf]y

1x

T1

2yx

æö

=++

ç÷

èø

 

Câu 43.  (TS10 Chuyên Bà Rịa Vũng Tàu, 2019-2020)


Cho các số thực dương x, y. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:


[image: image4427.wmf]2
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Câu 44.  (TS10 Chuyên KHTN Hà Nội, 2019-2020)


Với x, y là các số thực thỏa mãn 
[image: image4428.wmf]1y2
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 và 
[image: image4429.wmf]xy22y
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image4430.wmf]2
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Câu 45.  (TS10 Chuyên Hưng Yên, 2019-2020)


Với x, y là cá số thực thỏa mãn 
[image: image4431.wmf](
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4432.wmf]432432
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Câu 46.  (TS10 Chuyên Bình Thuận, 2019-2020)


Cho các số dương x, y, z thỏa 
[image: image4433.wmf]1
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 Chứng minh rằng: 


[image: image4434.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi nào:

Câu 47.  (TS10 Chuyên Hải Phòng, 2019-2020)


Cho 
[image: image4435.wmf]x;y;z

 là ba số thực dương thỏa mãn 
[image: image4436.wmf]x(xz)y(yz)0.
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image4437.wmf]322
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Câu 48.  (TS10 Chuyên Quảng Nam, 2019-2020)

   Cho ba số thực dương a, b, c thỏa mãn abc = 1. 

  Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:  
[image: image4438.wmf](
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Câu 49.  (TS10 Chuyên Lai Châu, 2019-2020)


Cho các số thực dương a, b, c. Chứng minh rằng: 


[image: image4439.wmf](
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Câu 50.  (TS10 Chuyên Vĩnh Phúc, 2019-2020)


Cho các số dương a, b, c thỏa mãn: 
[image: image4440.wmf]abc1.
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Chứng minh rằng:  
[image: image4441.wmf]abc3
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Câu 51.  (TS10 Chuyên Tuyên Quang, 2019-2020)


Cho các số dương a, b, c thỏa mãn 
[image: image4442.wmf]abc4

++=

 .


Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4443.wmf]aabbcc

P
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 .

Câu 52. 
(TS10 Chuyên Hà Nam, 2019-2020)


Cho các số dương a, b, c. Chứng minh: 
[image: image4444.wmf]222
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Câu 53.        (TS10 Chuyên Phú Yên, 2019-2020)


Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image4445.wmf]abbcca1.

++=



 Chứng minh rằng: 
[image: image4446.wmf]222

ab1bc1ca12
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Dấu “=” xảy ra khi nào?

Câu 54.        (TS10 Chuyên Cao Bằng, 2019-2020)


Cho a, b, c là các số dương thỏa mãn điều kiện a+ b + c = 3. 


Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4447.wmf]222

abc

R

1b1c1a

=++

+++

 

Câu 55. 
(TS10 Chuyên Nam Định, 2019-2020)

Cho x, y, z là số thực không âm thỏa mãn điều kiện 
[image: image4448.wmf]3

xyz
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 . 


Chứng minh rằng: 
[image: image4449.wmf]x2xy4xyz2

++£

 

Câu 56.         (TS10 Chuyên Bình Định, 2019-2020)


    Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn 
[image: image4450.wmf](
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 Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4451.wmf]3
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Câu 57. 
(TS10 Chuyên Bà Rịa Vũng Tàu, 2019-2020)

Cho các số dương a, b, c thỏa mãn 
[image: image4452.wmf]111
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 . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4453.wmf]222222
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Câu 58. 
(TS10 Chuyên Tây Ninh, 2019-2020)


Chứng minh 
[image: image4454.wmf](
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 với x, y, z là các số thực không âm. Đẳng thức xảy ra khi nào?

Câu 59.  (TS10 Chuyên Quảng Nam, 2019-2020)

       Cho 3 số dương x, y, z. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:


[image: image4455.wmf](
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Câu 60. 
(TS10 Chuyên Bình Phước, 2019-2020)

1) Cho x, y là các số dương thỏa mãn 
[image: image4456.wmf]xy1.

£

 Chứng minh rằng:


[image: image4457.wmf]112
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2) Cho x, y là các số thực dương thỏa mãn điều kiện: 
[image: image4458.wmf](
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Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 
[image: image4459.wmf]11
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Câu 61. (TS10 Chuyên Đắc Lắc, 2019-2020)


Cho 3 số thực dương a, b, c thỏa mãn 
[image: image4460.wmf]222
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Chứng minh rằng:
[image: image4461.wmf]333333
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Câu 62. (TS10 Chuyên Quảng Nam, 2019-2020)


Cho hai số thực x, y thỏa mãn 
[image: image4462.wmf]x3;y3.
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image4463.wmf]11
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Câu 63. (TS10 Chuyên tin Lam Sơn – Thanh Hóa, 2019-2020)

Với các số thực không âm [image: image4464.wmf],,

abc

 thỏa mãn [image: image4465.wmf]3
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, tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức
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HƯỚNG DẪN

Câu 1. 
Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4467.wmf](
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Từ các bất đẳng thức (1), (2) và (3) cộng vế với vế, ta được:

[image: image4468.wmf]8842
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abcdabcd
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Dấu bằng khi [image: image4469.wmf]22
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Câu 2. 
Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:

[image: image4470.wmf]2
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[image: image4471.wmf]111
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Suy ra [image: image4472.wmf](
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Hay [image: image4473.wmf](
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Dấu bằng khi [image: image4474.wmf]1
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Câu 3. Chứng minh rằng: [image: image4475.wmf](
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  với a, b là các số dương.

Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4476.wmf](
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Từ (1), (2) cộng vế với vế, ta được:


[image: image4477.wmf](
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Suy ra [image: image4479.wmf](
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Dấu bằng khi [image: image4480.wmf]ab
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Câu 4. Cho [image: image4481.wmf](
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Hãy so sánh S và [image: image4482.wmf]2019
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Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si với [image: image4483.wmf];0

xy
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  ta có:
[image: image4484.wmf]12
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Từ đó suy ra [image: image4485.wmf]1111
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Hay [image: image4486.wmf]2019
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 Điều phải chứng minh 

Câu 5. Cho a, b, c, d dương. Chứng minh rằng:

[image: image4487.wmf]2
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Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4488.wmf](
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[image: image4489.wmf](
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Tương tự ta có:


[image: image4490.wmf](
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Từ các bất đẳng thức (1), (2), (3) và (4) cộng vế với vế, ta được điều phải chứng minh 

Dấu bằng xảy ra khi [image: image4491.wmf]abcd
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 công lại ta có [image: image4492.wmf]0
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Điều này không xảy ra vì [image: image4493.wmf],,,0
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Câu 6. Cho [image: image4494.wmf]2; 3;4.
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 Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:

[image: image4495.wmf]423
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Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có: [image: image4496.wmf]423
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4497.wmf](
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Từ các bất đẳng thức (1), (2), (3) cộng vế với vế, ta được:

[image: image4498.wmf]111
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Dấu bằng xảy ra khi [image: image4499.wmf]444
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Vậy giá trị lớn nhất là [image: image4500.wmf]111
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 khi [image: image4501.wmf](
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Câu 7. Với a, b, c là các số dương thỏa mãn điều kiện [image: image4502.wmf]2.
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 Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức [image: image4503.wmf]222
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(Tuyển sinh vào lớp 10, THPT TP. Hà Nội. năm học 2014-2015)

Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4504.wmf](
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Suy ra [image: image4505.wmf](
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Chứng minh tương tự ta có:

[image: image4506.wmf](
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Từ (1), (2) và (2) cộng vế với vế, ta được:

[image: image4507.wmf](

)

22.24

abc

Q

=

++

£=

 

Dấu bằng xảy ra khi [image: image4508.wmf]2
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Vậy giá trị lớn nhất của Q khi [image: image4509.wmf]2
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Câu 8. Cho các số a, b, c đều lớn hơn [image: image4510.wmf]25
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 Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:
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Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4512.wmf](
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Từ (1), (2) và (3) cộng vế với vế, ta được:

[image: image4513.wmf]22215222
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Dấu bằng xảy ra khi [image: image4514.wmf]25
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Vậy giá trị nhỏ nhất của Q là 15 khi [image: image4515.wmf]25
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Câu 9. Cho x; y là các số dương thỏa mãn [image: image4516.wmf]2.
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Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: [image: image4517.wmf]10
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Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có [image: image4518.wmf]19
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:

[image: image4519.wmf]11
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Từ đó suy ra: [image: image4520.wmf]9
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Dấu bằng xảy ra khi [image: image4521.wmf]1
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Vậy giá trị nhỏ nhất của T là 11 khi [image: image4522.wmf]1
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Câu 10. Cho a, b, c, d là các số thực dương có tổng bằng 1.

Chứng minh: [image: image4523.wmf]2222
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(Thi học sinh giỏi Toán lớp 9, tỉnh Thanh Hóa, năm học 2007-2008)

Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4524.wmf](
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Tương tự, ta có:

[image: image4525.wmf](
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Từ (1), (2), (3) và (4) cộng vế với vế, ta được:

[image: image4526.wmf]2222
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Dấu bằng xảy ra khi [image: image4527.wmf]1
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Câu 11. Cho các số thực dương a, b thỏa mãn [image: image4528.wmf]2013 2014.
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Chứng minh rằng: [image: image4529.wmf](

)

2

20132014.

ab

+>+

 

(Tuyển sinh lớp 10, chuyên toán ĐHSP Hà Nội, năm học 2013-2014)

Hướng dẫn giải – đáp số

Từ giả thiết suy ra:

[image: image4530.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4531.wmf]2013201420132014
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Kết hợp với (1) suy ra:

[image: image4532.wmf](
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Điều phải chứng minh

Câu 12. Cho [image: image4533.wmf]2222
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So sánh P với [image: image4534.wmf]1
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Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho mẫu số ta có:

[image: image4535.wmf]21324320202019
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Vậy [image: image4536.wmf]1
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Câu 13. Cho tam giác ABC có chu vi bằng 1. Cạnh a, b, c thỏa mãn:


[image: image4537.wmf]3
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 Chứng minh tam giác ABC đều.

(Thi học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Hà Tĩnh, năm học 2012- 2013)

Hướng dẫn giải – đáp số

Theo giả thiết 

[image: image4538.wmf](
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Do a, b, c là ba cạnh của tam giác có chi vi bằng 1 nên

[image: image4539.wmf]01;01;01
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:

[image: image4540.wmf](
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Tương tự ta có

[image: image4541.wmf](
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Từ (1), (2) và (3) cộng vế với vế, ta được:

[image: image4542.wmf](
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Dấu bằng xảy ra khi [image: image4543.wmf](
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Vậy tam giác ABC là tam giác đều

Câu 14. Cho x; y; z là các số không âm. Chứng minh rằng:

[image: image4544.wmf](
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Hướng dẫn giải – đáp số

Biến đổi vế phải, ta được:

[image: image4545.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4546.wmf](
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[image: image4547.wmf](
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Tương tự ta có: 

[image: image4548.wmf](
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Từ đó suy ra:

[image: image4549.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

VPxyzxyzyxyzxz

yxz

³+++++

+

++

 

[image: image4550.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4551.wmf]2
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Từ đó suy ra

[image: image4552.wmf](
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Dấu bằng xảy ra khi [image: image4553.wmf]xyz
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Câu 15.  Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn [image: image4554.wmf]111
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Tìm giá trị lớn nhất của [image: image4555.wmf]222222
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(thi học sinh giỏi lớp 9, TP. Hà Nội, năm học 2014-2015)

Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho 2 số dương ta có:
[image: image4556.wmf](
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Tương tự ta có:

[image: image4557.wmf](
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Từ (1), (2) và (3) cộng vế với vế, ta được: [image: image4558.wmf](

)

111

4

P

abbcca

£++

 

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho 2 số dương ta có:
[image: image4559.wmf](
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Từ (4) và (5) suy ra [image: image4560.wmf]3.
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Dấu bằng xảy ra khi 
[image: image4561.wmf]1
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Vậy giá trị lớn nhất của P là 3 khi [image: image4562.wmf]1
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Câu 16. Cho a,b,c là các số thực dương thỏa mãn [image: image4563.wmf](
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Chứng minh rằng: [image: image4564.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

111111.

8

abcabc

---£+++

 

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có (*) [image: image4565.wmf]111111
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Từ [image: image4566.wmf],,0
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Suy ra [image: image4568.wmf],,1
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 hay [image: image4569.wmf]10;10;10
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Ta có: [image: image4570.wmf](
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Tương tự:


[image: image4571.wmf](
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[image: image4572.wmf](
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Từ (1), (2) và (3) suy ra:

[image: image4573.wmf](
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Điều phải chứng minh 

Dấu bằng xảy ra khi [image: image4574.wmf]3
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Câu 17. Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn [image: image4575.wmf]222
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 Chứng minh rằng:


[image: image4576.wmf]222
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Hướng dẫn giải – đáp số

Vì x, y, z dương, áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho 2 số dương ta có:
[image: image4577.wmf](
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image4578.wmf]2
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Tương tự 
[image: image4579.wmf]22
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[image: image4580.wmf](
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Lại có [image: image4581.wmf](
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Từ (3) và (4) có [image: image4582.wmf]222
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Điều phải chứng minh 

Dấu bằng xảy ra khi [image: image4583.wmf]1
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Câu 18. Cho [image: image4584.wmf],,0
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 (Thi học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Hưng Yên, năm học 2013-2014)

Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si cho 2 số dương ta có:
[image: image4586.wmf]1313
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Cộng vế với vế 3 bất đẳng thức trên ta được:

[image: image4588.wmf](
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Từ [image: image4589.wmf]2310

abc

++³
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Từ (3) và (4) suy ra [image: image4591.wmf]39113
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 (Điều phải chứng minh)

Dấu bằng xảy ra khi [image: image4592.wmf]3
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Câu 19. Cho x, y, z là 3 số thực dương thoả mãn [image: image4593.wmf]222
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Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4595.wmf](
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Tương tự ta có:


[image: image4596.wmf](

)

(

)

22

2

22

2

2

12

2

2

13

2

yz

x

y

z

z

x

yz

x

+

£+

+

£+

 

Từ (1), (2) và (3) cộng vế với vế, ta được:

[image: image4597.wmf]222222
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[image: image4598.wmf]22
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 (Điều phải chứng minh)

Dấu bằng xảy ra khi [image: image4599.wmf]6
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Câu 20. Cho x, y là các số dương. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: [image: image4600.wmf]2
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, TP. Hồ Chí Minh. năm học 2014-2015)

Hướng dẫn giải – đáp số

Ta có [image: image4601.wmf](
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[image: image4602.wmf](
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Ta có [image: image4603.wmf](
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 và áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4604.wmf](
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Suy ra [image: image4605.wmf](
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Dấu bằng xảy ra khi [image: image4606.wmf]2
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 6 khi [image: image4607.wmf]2
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Câu 21. Cho các số thực dương a,b,c thỏa mãn [image: image4608.wmf]222
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 Chứng minh:
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(Tuyển sinh lớp 10, THPTchuyên, Tỉnh Vĩnh Phúc, năm học 2013- 2014)

Hướng dẫn giải – đáp số

Do [image: image4610.wmf]222
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 nên ta có

[image: image4611.wmf](

)

(

)

22

22222

22

22

222

22

1

22

2

abcabc

abcabcabc

abcabc

abab

abcabab

++

=

+-+++-

++

==

++

+++

 

Áp dụng bất đẳng thức  [image: image4612.wmf](
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[image: image4613.wmf](
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Tương tự [image: image4614.wmf](
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Cộng vế với vế các bất đẳng thức (1), (2), (3) kết hợp [image: image4615.wmf]222
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 ta có bất đẳng thức cần chứng minh. Dấu “=” xảy ra khi [image: image4616.wmf]1
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Câu 22. Giả sử x, y, z là các số thực lớn hơn 2.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:

[image: image4617.wmf]444
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 (Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, ĐHKHTN, Đại học Quốc Gia Hà Nội,năm học 2015- 2016)

Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:

[image: image4618.wmf](
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Tương tự ta có: [image: image4619.wmf]4;4
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Do đó [image: image4620.wmf]444
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[image: image4621.wmf](
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Mà [image: image4622.wmf](
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Suy ra [image: image4623.wmf]3
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 Đẳng thức  xảy ra khi [image: image4624.wmf]4
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 6 khi [image: image4625.wmf]4
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Câu 23. Cho các số thực dương  x, y, z thỏa mãn [image: image4626.wmf]32.
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[image: image4627.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi nào?

(Tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên Trần Hưng Đạo , tình Bình Thuận, năm học 2015-2016)

Hướng dẫn giải – đáp số

Đặt [image: image4628.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:
[image: image4629.wmf](
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Tương tự a có:

[image: image4630.wmf](

)

(

)

583

35;35

42

358

42

xyz

yzxzx

xy

y

z

++

+

£+

£

+

+

 

Do đó [image: image4631.wmf]424

83558

42

358

3

2

P

x

xyzxyz

yz

+++

+

+

+

³+

+

 

[image: image4632.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức [image: image4633.wmf]1119
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 với [image: image4634.wmf],,0
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Từ (1), (2) suy ra  [image: image4636.wmf]93

42.

4

16.32

P

³=

 

Dấu bằng xảy ra khi [image: image4637.wmf]2
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Câu 24. Cho a, b, c là các số thực dương thỏa mãn [image: image4638.wmf]1.
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 Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 
[image: image4639.wmf]111
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, tỉnh Nghệ An, năm học 2014-2015)

Hướng dẫn giải – đáp số

Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có:


[image: image4640.wmf]23()(1)22220
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Suy ra: [image: image4641.wmf](
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Tương tự 

[image: image4642.wmf](
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Từ (1), (2) và (3) cộng các bất đẳng thức cùng chiều ta được:

[image: image4643.wmf]1111
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Vì [image: image4644.wmf]11
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Do đó [image: image4646.wmf]1
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 Dấu bằng xảy ra khi [image: image4647.wmf]1
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Vậy giá trị lớn nhất của P là [image: image4648.wmf]1

2

 khi [image: image4649.wmf]1
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Câu 25. Cho 5 số thực không âm a, b, c, d,e  có tổng bằng 1. Xếp 5 số này trên một đường tròn. Chứng minh luôn tồn tại một cách xếp sao cho hai số bất kì cạnh nhau có tích không lớn hơn [image: image4650.wmf]1
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(Thi học sinh giỏi toán lớp 9, TP. Hà Nội, năm học 2014-2015)

Hướng dẫn giải – đáp số

Giả sử [image: image4651.wmf].
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Thật vậy ta có [image: image4654.wmf]1323
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[image: image4655.wmf]11

129

ad

Þ£<

 

[image: image4656.wmf]2

111

23

1

29

bc

bcadeabc

bc

bc

+

+=---£-£-Þ+£

+

æö

Þ££

ç÷

èø

 

Vậy luôn luôn tồn tại một cách xếp thỏa mãn đầu bài.
Câu 26.


Ta có: [image: image4657.wmf](
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Đặt [image: image4658.wmf]txy,t0
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[image: image4659.wmf](
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Ta có:              [image: image4662.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4664.wmf]21
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P là [image: image4665.wmf]642
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Câu 27.

Ta có: 

[image: image4666.wmf](
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Đặt [image: image4667.wmf]ax1,by3
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 , khi đó:
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4670.wmf]a0x10
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 6.

Câu 28.Ta có:

[image: image4671.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

111

1

a2b2c2

b2c2a2c2b2a2a2b2c2

abbcca4abc12abc2abbcca4abc8

4abbcca.

++=

+++

Û++++++++=+++

Û++++++=+++++++

Û=++

 

Đẳng thức cuối cùng đúng theo giả thiết, các phép biến đổi là tương đương, do đó đẳng thức đã cho được chứng minh.

1) Với x, y dương ta có bất đẳng thức: 

[image: image4672.wmf](
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Thật vậy: 

[image: image4674.wmf](
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Các bất đẳng thức (*), (**) xảy ra dấu “=” khi x = y.

Lần lượt áp dụng (*) và (**) ta có:
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Tương tự: 
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Cộng theo vế ta được:

[image: image4678.wmf]111111
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Dâu “=” xảy ra khi a = b = c

Vậy giá trị nhỏ nhất của P là [image: image4679.wmf]1

2

 

Câu 29.

1) Sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: 

[image: image4680.wmf]22
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Mặt khác: [image: image4681.wmf]1
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Cách khác: 

Ta có:

[image: image4683.wmf](
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Do đó:   [image: image4684.wmf](
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Để tồn tại K thì phương trình (*) Phải có 2 nghiệm:
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Vì [image: image4686.wmf]a,b,c0
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Do đó [image: image4689.wmf]1
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4690.wmf]11
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2) Sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta có:

[image: image4691.wmf](
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Mặt khác: [image: image4692.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi: 
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Vậy giá trị lớn nhất của K là [image: image4694.wmf]1

2

 

Câu 30. 

Ta có:

[image: image4695.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có: 

[image: image4696.wmf](
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Tương tự: [image: image4697.wmf](
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Suy ra: [image: image4699.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4700.wmf]1
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 81.

Câu 31. 

Ta có: 

[image: image4701.wmf](
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Lại có: 
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Do đó: [image: image4704.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4705.wmf]1
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Câu 32. 

Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có:

[image: image4706.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức (*) ta được:
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Mặt khác: 

[image: image4708.wmf](
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Dấu “=” xẩy ra khi [image: image4710.wmf](
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 1.

Câu 33. 

Ta dễ dàng chứng minh bất đẳng thức: 
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Áp dụng AM – GM ta được: 

[image: image4714.wmf](
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Vậy bất đẳng thức (*) được chứng minh, dấu “=” xảy ra khi x = y = z.

Sử dụng bất đẳng thức (*) ta được: 
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Ta có: 
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Do đó: P = Q

Mặt khác:  [image: image4718.wmf](
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Thật vậy:
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Sử dụng (**) ta được: 
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Dấu “=” xảy ra khi a = b = c = 2

Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 2.

Câu 34.

Từ [image: image4724.wmf]abcabc2
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Đặt [image: image4726.wmf]x,y,z0
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Khi đó: [image: image4727.wmf]yzxy
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Nên [image: image4728.wmf]222222
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4733.wmf]xyz
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Vậy giá trị lớn nhất của biểu thức P là [image: image4735.wmf]32

4

 khi a = b = c = 2.

Câu 35.

Ta có:
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Đặt: [image: image4738.wmf](
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Ta có: [image: image4741.wmf]2xyz
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Dấu “=” xảy ra khi  [image: image4742.wmf]x
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Vậy giá trị lớn nhất của Q là 3. 

Câu 36.

Ta có: 
[image: image4743.wmf](
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Tìm GTNN:

Theo bất đẳng thức Minkowski ta có:

[image: image4747.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi a = b = c = 2

Tìm GTLN

Sử dụng phương pháp UCT với điều kiện [image: image4748.wmf]0a3
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Thật vậy: 
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Hoàn toàn tương tự và suy ra: [image: image4751.wmf]M14
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Đẳng thức xảy ra khi [image: image4752.wmf](
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Câu 37.

Ta có: [image: image4753.wmf](

)

(

)

22

1xxyyzzxxxyxz

+=+++=++
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Do đó:
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz, ta có:

[image: image4756.wmf](
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Suy ra: 

[image: image4757.wmf](
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Như thế để chứng minh bất đẳng thức đã cho ta chỉ cần chứng minh:

[image: image4758.wmf](
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Sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta có:
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Tương tự: [image: image4760.wmf]22
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Cộng theo vế 3 bất đẳnng thức trên ta được bất đẳng thức (2). Bài toán được chứng minh.

Dấu “=” xảy ra khi [image: image4761.wmf]1

xyz

3

===

 

Câu 38.

a) Ta có:
[image: image4762.wmf](
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b) Ta có:

[image: image4763.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4764.wmf](
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 và các hoán vị.

Câu 39.

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta có:
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Cộng theo vế ta được: [image: image4766.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi x = 4y = 4z , thay và điều kiện ta được:[image: image4767.wmf]8626
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Câu 40. 

Ta có:

     +) [image: image4768.wmf]22222
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    [image: image4771.wmf] 

Do đó: 
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Dấu “=” xảy ra x = y = 1, z = 2.
Câu 41.

Theo AM-GM ta có: 
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Do đó: 
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Suy ra: 
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4776.wmf]1
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P là [image: image4777.wmf]17

 

Câu 42.

Ta có: 
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Do VT > 0 nên [image: image4781.wmf](
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Ta có:
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Ta sẽ chứng minh:[image: image4783.wmf]5
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Thật vậy: [image: image4784.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi a = 6, b = 6 

hay [image: image4786.wmf]x33,y33
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Vậy giá trị nhỏ nhất của T là [image: image4788.wmf]5
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Câu 43. 

Ta có: 
[image: image4789.wmf](
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Khi đó: 

[image: image4792.wmf]222
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Dấu “=” xảy ra khi x = y

Vậy giá trị nhỏ nhất của P là [image: image4793.wmf]5

2

 

Câu 44. 

Theo giải thiết ta có: [image: image4794.wmf]4xy88y.
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Sử dụng bất đẳng thức AM – GM ta có: [image: image4795.wmf]22
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Dấu “=” xảy ra khi x = 2, y = 1.

Vậy giá trị nhỏ nhất của M là 1.

Câu 45.

Ta có: 
[image: image4799.wmf](
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Cộng theo vế (1) và (2) ta được: [image: image4805.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức Minicopski ta được:
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4807.wmf]115
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Vậy giá trị nhỏ nhất của A là [image: image4808.wmf]17
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Câu 46.

Ta có: 
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Khi đó ta cần chứng minh:
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Thật vậy, sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta được:
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Dấu “=” xảy ra khi x = y = z.

Câu 47. 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi [image: image4813.wmf]322
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Câu 48.

Ta có: 
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Tương tự: [image: image4820.wmf](
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Do đó: [image: image4821.wmf]111
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Với x, y dương ta có: [image: image4822.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi x = y.

Áp dụng (*) ta được: [image: image4823.wmf](
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Do đó: 
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 Dấu “=” xảy ra khi a = b = c = 1.

Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 5.

Câu 49. 

Với x, y dương ta có: [image: image4826.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi x = y.

Sử dụng (*) ta được: [image: image4827.wmf](
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Tương tự: [image: image4828.wmf]bcbc11caca11
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Cộng 3 bất đẳng thức trên theo vế ta được:
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Đẳng thức xảy ra khi a = b = c

Câu 50. Ta có: 
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Mặt khác: 

[image: image4832.wmf](

)

3

442a122a

abc3abc3abc4

3a2bc47a10b7c

++³³Þ++³Þ³

+++++

 
Do đó: [image: image4833.wmf](
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Mặt khác:  [image: image4834.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi a = b = c = 1.

Câu 51. 

Ta có: 

[image: image4835.wmf]222
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Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta được:
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Mặt khác theo AM-GM: [image: image4837.wmf]abbcca
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Do đó: [image: image4838.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4839.wmf]4
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 1.

Câu 52. 


Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta được:

[image: image4840.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho 3 số ta được:

[image: image4841.wmf](
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Đẳng thức xảy ra khi a = b = c.

Câu 53. 

Sử dụng bất đẳng thức Minicopski ta được:

[image: image4842.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4843.wmf]1
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Câu 54.

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM ta được: 
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Cộng theo vế 3 bất đẳng trên ta được:

[image: image4846.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4847.wmf]1
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Vậy giá trị nhỏ nhất của R là [image: image4848.wmf]3
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Câu 55. 

Sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta được:
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Do [image: image4850.wmf]3
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Câu 56.

Trước hết ta chứng minh bất đẳng thức phụ sau: 
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Thật vậy: [image: image4854.wmf](
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Lại theo BĐT AM-GM ta có: [image: image4855.wmf](
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Suy ra: [image: image4856.wmf](
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Suy ra đpcm:  [image: image4858.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức AM-GM dạng cộng mẫu số ta có:

[image: image4860.wmf](
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Lại có:  [image: image4861.wmf](

)

(

)

(

)

2

222

abbcca3abcabcabc3abcabc

++³++=++


[image: image4862.wmf](
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Suy ra:  [image: image4863.wmf]3
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Dấu “=” xảy ra khi: [image: image4864.wmf](
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Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 2 khi a = b = c = 1.

Câu 57. 

Ta có: 

[image: image4865.wmf](
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[image: image4866.wmf](
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Tương tự: [image: image4867.wmf](

)

(

)

2222

1111

;

cbc2aca2

bbc3c1cac3a1

££

++++

-++-++

 

Với x, y dương ta có: [image: image4868.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi x = y.

Cộng theo vế và sử dụng bất đẳng thức AM-GM ta được:

[image: image4869.wmf](
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Sử dụng bất đẳng thức (*) ta được:
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[image: image4871.wmf]éù
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Dấu “=” xảy ra khi a = b = c = 1.

Vậy giá trị nhỏ là P là [image: image4872.wmf]3

.
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Câu 59.

Theo bất đẳng thức Schur với a, b, c là số thực không âm thì:
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Biến đổi ta được hệ quả: 
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Mặt khác ta có đẳng thức: [image: image4875.wmf](
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Khi đó ta có: [image: image4876.wmf](
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Do đó: [image: image4877.wmf](
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Ta là có 2 đẳng thức:
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Do đó: [image: image4879.wmf](
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh.


Dấu “=” xảy ra khi a = b = c.

Câu 59. 

Sử dụng bất đẳng thức Bunyakovski ta được:
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Do đó: 
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Tương tự: [image: image4882.wmf](
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Cộng 3 bất đẳng thức trên theo vế ta được: [image: image4883.wmf]xyzxyz
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Đẳng thức xảy ra khi x = y = z.


Vậy giá trị lớn nhất của P là 1.

Câu 60. 

1) Ta có:
[image: image4884.wmf](
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Dấu “=” xảy ra khi x = y = 1.

Bất đẳng thưc (1) đúng các phép biến đổi là tương đương nên bài toán được chứng minh.

2) Sử dụng AM-GM ta có:
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Đặt [image: image4890.wmf](
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Áp dụng bất đẳng thức ở ý 1 ta có:
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Ta sẽ chứng minh: [image: image4893.wmf](
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Thật vậy:
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Dấu “=” xảy ra khi x = y = 1.

Vậy giá trị lớn nhất của P là 2019.

Câu 61. 


Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta được:
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Cộng theo vế ta được: [image: image4900.wmf]333333
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Dấu “=” xảy ra khi [image: image4901.wmf]2
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Câu 62. 

Áp dụng bất đẳng thức AM – GM ta có:
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Dấu “=” xảy ra khi x = y = 3.

Vậy giá trị nhỏ nhất của T là 80.

Câu 63. 

Áp dụng Bất đẳng thức Bunhiacopsky ta có :

(a.1 + b.1 + c.1 )2 [image: image4903.wmf]£

 ( a2 +12 + 12 )(b2 + c2 + 1) = (a2 + 2) (1+ b2 + c2)        (1)

Do vai trò của a, b, c là như nhau theo nguyên lý Dirichlet thì trong 3 số  a2 -1, b2-1,c2-1 luôn tồn tại 2 số cùng dấu, giả sử b2-1; c2-1
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Từ (1) và (2) , suy ra:

S = = (a2 + 2)(b2 + 2)(c2 + 2)[image: image4906.wmf]³

3(a +b+c)2=3.9=27

Vậy GTNN của S = 27 khi và chỉ khi a = b = c = 1

[image: image4907.wmf]·
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