
Câu 1. (Sở Yên Bái 2024) Trong không gian , cho mặt cầu .

Gọi  là mặt phẳng đi qua hai điểm  và cắt  theo giao tuyến là đường

tròn . Gọi  là khối nón có đỉnh là tâm của , đáy là hình tròn . Khi  có thể tích

lớn nhất, mặt phẳng  có phương trình dạng . Giá trị của  bằng?
Lời giải

Trả lời: 

Mặt cầu  có tâm  và bán kính .

Gọi  là bán kính đường tròn  và  là hình chiếu của  lên .

Đặt  ta có 

Vậy thể tích khối nón tạo được là .

Gọi  với . Thể tích nón lớn nhất khi  đạt giá trị lớn nhất

Ta có 

Bảng biến thiên:

Vậy  khi .

Mặt  phẳng   đi  qua  hai  điểm  ,  nên

Và 

.

Vậy giá trị của 

Câu 2. (Chuyên KHTN 2024) Trong không gian , cho hai điểm  và  và mặt

phẳng  .  Xét  điểm   thuộc  mặt  phẳng  ,  giá  trị  nhỏ  nhất  của

 bằng?
Lời giải
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Trả lời: 63

Gọi  thỏa mãn .

Khi  đó  

Vậy  nhỏ nhất khi  nhỏ nhất

Khi đó  nhỏ nhất bằng .

Câu 3. (Sở Hòa Bình 2024) Trong không gian , cho các điểm  và . Gọi  là 

mặt phẳng chứa đường tròn giao tuyến của hai mặt cầu  và

. Lấy  là hai điểm thuộc  tùy ý sao cho . Giá
trị nhỏ nhất của  là?

Lời giải

Trả lời: 5

Ta có  nên mặt phẳng chứa đường tròn giao tuyến của

hai mặt cầu có phương trình  suy ra .

Gọi  lần lượt là hình chiếu của  lên . Suy ra .

Do đó  và .

 nhỏ nhất khi .

Đặt  suy ra .

Khi đó .

Dấu đẳng thức xảy ra khi .

Câu 4. (Liên Trường Nghệ An 2024) Trong không gian với hệ trục tọa độ  , cho hai mặt cầu

;   và  mặt  phẳng

.  Gọi   lần  lượt  là  các  điểm  thuộc  mặt  cầu  .  Điểm
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 nằm trên mặt phẳng  sao cho  đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó giá trị biểu

thức  bằng?
Lời giải

Trả lời: 

Xét thấy  và  , dễ thấy   cùng phía so với

.

Gọi  đối xứng với  qua mặt phẳng , suy ra  có tâm 

Khi đó với mọi điểm  thuộc mặt phẳng  ta có: 

Ta có 

Khi đó , suy ra tọa độ điểm 

Câu 5. (Sở Thừa Thiên Huế 2024) Trong hệ trục  cho mặt cầu  và

điểm . Mặt phẳng  thay đổi luôn cắt mặt cầu  có đường tròn giao tuyến với bán

kính . Khi khoảng cách từ  đến mặt phẳng  lớn nhất thì phương trình mặt phẳng

 có dạng . Tính giá trị của .
Lời giải

Trả lời: 7
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Xét mặt cầu  có: 

Suy ra  nằm ngoài 

Vậy 

Ta có 

Nên 

Câu 6. (Sở  Thái  Bình  2024X) Trong  không  gian  với  hệ  trục  tọa  độ  ,  cho  hai  mặt  cầu

,   và điểm . Gọi

 là tâm của mặt cầu  và  là mặt phẳng tiếp xúc với cả hai mặt cầu  và . Xét các

điểm  thay đổi và thuộc mặt phẳng  sao cho đường thẳng  tiếp xúc với mặt cầu .

 Khi đoạn thẳng  ngắn nhắt thì . Tính giá trị của .
Lời giải

Trả lời: 

Xét  có tâm  

Xét  có tâm .

Vì  nên 2 mặt cầu đã cho tiếp xúc trong

là mặt phẳng tiếp xúc với cả 2 mặt cầu nên  đi qua , và vuông góc với .

Dễ thấy,  thuộc đường tròn tâm , cố định trên .
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Có .

Có .

Có qua ; VTPT là 

.

Xét thấy 

Câu 7. (Sở Thái Nguyên 2024) Trong không gian , cho mặt phẳng  và hai

điểm  Điểm  nằm trên mặt phẳng  sao cho tam giác 

vuông tại  và có diện tích nhỏ nhất. Biết , giá trị của biểu thức  bằng?
Lời giải

Trả lời: 0

Ta có  ta thấy 

Ta có , ta thấy 

Kẻ  tại , kẻ  là hình chiếu vuông góc của  lên 
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 dấu bằng xảy ra khi 

Xét  mặt  phẳng   chứa   và  vuông  góc  với  ,  ta  có

Suy ra 

Ta có  vuông tại 

Câu 8. (Sở Quảng Bình 2024) Trong không gian , cho mặt cầu  có tâm  và bán kính

. Xét khối nón  có đinh , đường tròn đáy nằm trên mặt cầu . Khi khối nón

 có thể tích lớn nhất thì mặt phẳng chứa đường tròn đáy của  đi qua điểm  có

phương trình dạng . Giá trị của biểu thức  bằng?
Lời giải

Trả lời: 0

Đặt .
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Ta có bán kính đường tròn đáy của  là .

Thể tích khối nón  bằng .

 lớn nhất khi .

Thể tích khối nón  lớn nhất khi .

Mà  là hình chiếu của  lên .

Do đó  là véc tơ pháp tuyến của .

Câu 9. (Sở Sóc Trăng 2024) Trong không gian , cho mặt cầu 

và đường thẳng . Từ điểm  thuộc đường thẳng  kẻ tiếp tuyến

 đến mặt cầu  (  là điểm tiếp xúc). Tính  khi  nhỏ nhất.
Lời giải

Trả lời: 0

Mặt cầu  có tâm  và bán kính .
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Đường thẳng   có đi qua điểm   và có một vectơ chỉ phương   nên

phương trình tham số là .

Gọi  là hình chiếu vuông góc của điểm  lên đường thẳng .

Suy ra .

Suy ra .

Theo đề  là tiếp tuyến của mặt cầu  tại  nên  vuông tại 

.

Do đó  nhỏ nhất khi và chỉ khi  nhỏ nhất  là hình chiếu vuông góc của điểm  lên

đường thẳng  hay .

Suy ra  hay .

Câu 10. (Sở Sóc Trăng 2024) Trong không gian , cho hai điểm  và . Xét khối
chóp tứ giác đều đỉnh  nội tiếp mặt cầu đường kính . Khi khối chóp có thể tích lớn nhất thì

mặt phẳng chứa mặt đáy của khối chóp có dạng . Giá trị của  bằng?
Lời giải

Trả lời: 

Ta có  nên .

Đặt . Khi đó .

Vì  là hình vuông nên .
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Do đó .

Đẳng thức xảy ra khi .

Suy ra .

Suy ra phương trình  là .

Vậy .

Câu 11. (Sở  Cà  Mau  2024)  Trong  không  gian  ,  cho  ba  mặt  phẳng

;  .  Một đường thẳng  

thay đổi, cắt ba mặt phẳng   lần lượt tại  . Giá trị nhỏ nhất của biểu thức

 bằng?
Lời giải

Trả lời: 108

Ta có: ;

 

Talet: .
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Câu 12. (Sở  Bắc  Ninh  2024) Trong  không  gian  ,  cho  bốn  điểm

 và điểm  thay đổi tùy ý. Khi biểu thức

 đạt giá trị nhỏ nhất thì thể tích khối tứ diện  bằng?
Lời giải

Trả lời: 72

Xét thấy  đôi một vuông góc với nhau

Đặt  khi đó: 

Suy ra  dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi  hay
điểm 

Vậy 

Câu 13. (Sở Ninh Bình 2024) Trong không gian , cho ba điểm . Gọi

 là mặt phẳng chứa trục hoành sao cho  nằm về cùng phía đối với mặt phẳng  và

 lần  lượt  là  khoảng  cách  từ   đến  .  Giá  trị  lớn  nhất  của  biểu  thức

 bằng  (với  là số nguyên tố). Tính .
Lời giải

Trả lời: 38
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Lấy  thỏa mãn:  và 

Lấy thỏa mãn:  và  

Lấy  thỏa  mãn:   và  .

Gọi  là trọng tâm tam giác  và .

Ta có: 

Câu 14. (Sở Bình Thuận 2024) Trong không gian , cho ba điểm . Mặt

cầu  đi qua hai điểm  và tiếp xúc với mặt phẳng  tại điểm . Khi độ dài
đoạn thẳng  đạt giá trị lớn nhất, giá trị của  bằng?

Lời giải

Trả lời: 3
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Ta  có  .  Phương  trình  đường  thẳng  

.

Mặt cầu  đi qua hai điểm  và tiếp xúc với mặt phẳng  tại điểm . Khi đó:

 thuộc đường tròn .

Trong tam giác vuông :

Khi đó: .

Câu 15. (Sở  Tiền  Giang  2024)  Trong  không  gian  ,  cho  điểm  ,  mặt  phẳng

 cắt mặt cầu  theo giao tuyến là đường tròn

. Điểm  thuộc  sao cho đoạn thẳng  ngắn nhất. Tính độ dài 
Lời giải

Trả lời: 5

Gọi  lần lượt là tâm mặt cầu  và tâm của đường tròn .
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Mặt cầu  có tâm , bán kính .

 vuông tại  có .

Kẻ  tại . Suy ra .

Vì  lần lượt là hình chiếu vuông góc của điểm  và  lên mặt phẳng  nên ta tìm được

 và . Suy ra .

 vuông tại  có .

Để  ngắn nhất  ngắn nhất. Khi đó .

Suy ra .

Dấu "  " xảy ra khi và chỉ khi  và  nằm giữa  và .

Ta có  nên ta tìm được tọa độ điểm  là .

Vậy độ dài đoạn thẳng .

Câu 16. (Sở Hậu Giang 2024) Trong không gian với hệ tọa độ  cho điểm  và mặt phẳng

 có phương trình  Mặt cầu  đi qua  tiếp xúc với mặt phẳng  và có

bán  kính  nhỏ  nhất.  Gọi   là  tâm  của  mặt  cầu   Tính  giá  trị  của  biểu  thức

Lời giải

Trả lời: 8

I

A

H

A

I

H

I

A

H

- Kẻ  tại  Vì A cố định và (S) đi qua A nên đường kính mặt cầu phải lớn hơn hoặc

bằng khoảng cách từ A đến (P) . Đẳng thức xảy ra khi A, I, H thẳng hàng, với A thuộc
(S). Do đó, R nhỏ nhất khi A, I, H thẳng hàng, hay I là trung điểm của đoạn thẳng AH.

- Đường thẳng AH : . 
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- PT tọa độ giao điểm của AH và (P): (2 + t) + 2(1 + 2t) – (4 – t) – 6 = 0  t = 1. 

- Tìm được điểm H(3; 3; 3) là giao điểm của AH và (P).

- Suy ra  Khi đó 
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