CHỦ ĐỀ 4: TIỆM CẬN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ
I. LÝ THUYẾT TRỌNG TÂM
▪ Định nghĩa 1: Cho hàm số 
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 xác định trên một khoảng vô hạn (là khoảng dạng 
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 là đường tiệm cận ngang (hay tiệm cận ngang) của đồ thị hàm số 
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 nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn: 
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▪ Định nghĩa 2: Đường thẳng 
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 là đường tiệm cận đứng (hay tiệm cận đứng) của đồ thị hàm số 
[image: image9.wmf](

)

yfx

=

 nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn:
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II. CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶP
( Dạng 1: Tìm tiệm cận của đồ thị hàm số không chứa tham số
Phương pháp giải:
Để tìm tiệm cận của đồ thị hàm số 
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 ta thực hiện các bước sau:

▪ Bước 1: Tìm miền xác định (tập xác định) của hàm số 
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▪ Bước 2: Tìm giới hạn của 
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  khi x tiến đến biên của miền xác định.

▪ Bước 3: Từ các giới hạn và định nghĩa tiệm cận suy ra phương trình các đường tiệm cận.
Đặc biệt: Để tìm các đường tiệm cận của đồ thị hàm số 
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 ta có thể làm như sau:

- Bước 1: Tìm tập xác định D.

- Bước 2:
+) Tìm tiệm cận ngang: Ta tính các giới hạn: 
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 và kết luận tiệm cận ngang

+) Tìm tiệm cận đứng: Sử dụng phương pháp nhân liên hợp hoặc phân tính nhân tử để đơn giản biểu thức 
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 về dạng tối giản nhất có thể từ đó kết luận về tiệm cận đứng.

Chú ý:
- Nếu bậc của 
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 nhỏ hơn hoặc bằng bậc của 
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 thì đồ thị hàm số có tiệm cận ngang.

- Nếu bậc của 
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 lớn hơn bậc của thì 
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 đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang.

	Ví dụ 1: Tìm tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của các đồ thị hàm số sau:
a) 
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Lời giải
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 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.
Mặt khác 
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 là các đường tiệm cận của đồ thị hàm số.
b) TXĐ: 
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 là tiệm cận đứng của (C).

Tương tự đường thẳng 
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 cũng là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đã cho.

Lại có: 
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 nên đường thẳng 
[image: image38.wmf]2

y

=

 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số đã cho.
	Ví dụ 2: Tìm tiệm cận đứng và tiệm cận ngang của các đồ thị hàm số sau
a) 
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Lời giải
a) TXĐ: 
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 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.
Mặt khác 
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

1111

134

34

32

3232

limlimlimlim

1111

1

xxxx

xx

xx

xx

xxxx

y

xxxx

x

®®®®

-+

+-

+-

++++

===

-+-+

-
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 không là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số.

Ta có: 
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 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số.

b) TXĐ: 
[image: image46.wmf].

D

=

¡

 Ta có: 
[image: image47.wmf]2

2

43

limlim

74

xx

xx

y

x

®±¥®±¥

-+

==+¥Þ

+-

 Đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang.

Lại có: 
[image: image48.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

2

2

7413741

13

333

716

74

xxxxx

xx

y

xxx

x

x

++--++-

--

===

-++

+-

++


Khi đó đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là 
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	Ví dụ 3: Cho hàm số 
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. Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng?
A. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận đứng.

B. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận đứng.

C. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận đứng là các đường thẳng 
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 và 
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D. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận đứng là các đường thẳng 
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Lời giải
Ta có 
[image: image57.wmf](

)

0

lim

x

fx

+

®

=-¥Þ

 đồ thị hàm số đã cho có TCĐ 
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Lại có 
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 đồ thị hàm số đã cho có TCĐ 
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. Chọn D.
	Ví dụ 4: Tìm đường tiệm cận đứng và đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
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Lời giải
TXĐ: 
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 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số.

Mặt khác 
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 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số. Chọn B.
	Ví dụ 5: Trong các hàm số được nêu trong các phương án A, B, C, D đồ thị hàm số nào nhận đường thẳng 
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Lời giải
Đồ thị hàm số 
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 là tiệm cận ngang. Chọn D.
	Ví dụ 6: Cho hàm số 
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. Khẳng định nào sau đây sai?
A. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là 
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B. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là 
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C. Đồ thị hàm số có ba đường tiệm cận.

D. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là 
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 là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số.

Lại có: 
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 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. Chọn A.
	Ví dụ 7: Đồ thị nào sau đây không có tiệm cận ngang?
A. 
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Ta có 
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 đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang. Chọn A.
	Ví dụ 8: [Đề thi THPT QG 2017] Tìm số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
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Lời giải
TXĐ: 
[image: image93.wmf]{

}

\4

D

=±

¡

. Khi đó: 
[image: image94.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

14

341

.

444

16

xx

xxx

y

xxx

x

+-

-++

===

-++

-


Suy ra đồ thị hàm số có một đường tiệm cận đứng là 
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 Chọn D.
	Ví dụ 9: [Đề thi THPT QG 2017] Tìm số tiệm cận của đồ thị hàm số 
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Lời giải
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Suy ra đồ thị hàm số có tiệm cận đứng 
[image: image99.wmf]1
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và tiệm cận ngang 
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. Chọn A.
	Ví dụ 10: [Đề thi THPT QG 2017] Số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
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Lời giải
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Suy ra 
[image: image104.wmf](
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 Đồ thị hàm số có một đường tiệm cận đứng là 
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Chọn D.
	Ví dụ 11: Đường thẳng nào dưới đây là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
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Ta có 
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 Đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận ngang là 
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. Chọn C.
	Ví dụ 12: [Đề thi tham khảo năm 2018] Đồ thị hàm số nào dưới đây có tiệm cận đứng?
A. 
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Phân tích các đáp án:
Đáp án A. Ta có 
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 nên hàm số không có tiệm cận đứng.

Đáp án B. Phương trình 
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 vô nghiệm nên hàm số không có tiệm cận đứng.

Đáp án C. Đồ thị hàm số 
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Đáp án D. Đồ thị hàm số 
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.Chọn D.
	Ví dụ 13: Cho hàm số 
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. Đồ thị hàm số có mấy đường tiệm cận?
A. 1.
B. 0.
C. 2.
D. 3.


Lời giải
Tập xác định của hàm số là 
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Ta thấy rằng 
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 đồ thị hàm số không có đường tiệm cận đứng.

Và 
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 đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận ngang. Chọn C.
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 đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang.
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	Ví dụ 23: Tìm tất cả các đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 
[image: image197.wmf]2

2

12

.

2

xxx

y

xx

+-++

=

+-

 
A. 
[image: image198.wmf]2.

x

=

 
B. 
[image: image199.wmf]2.

x

=-

 
C. 
[image: image200.wmf]2

x

=-

 và 
[image: image201.wmf]1.

x

=-

 
D. 
[image: image202.wmf]2

x

=

 và 
[image: image203.wmf]1.

x

=

 


Lời giải
TXĐ: 
[image: image204.wmf]{

}

\2;1

D

=-

¡

. Khi đó: 
[image: image205.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

12

12

12

212

xxx

xxx

xxx

y

xxxx

+-++

+-++

++++

==

++-+

 


[image: image206.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22

11

1212212

x

xxxxxxxxx

-

==

++++-++++++

 và

Ta có: 
[image: image207.wmf](

)

2

lim2

x

yx

®-

=¥Þ=-

 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đã cho. Chọn B.
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( Dạng 2: Tìm tiệm cận của đồ thị hàm số dựa vào bảng biến thiên
Phương pháp giải:
▪ Bước 1: Dựa vào bảng biến thiên tìm tập xác định của hàm số. 

▪ Bước 2: Quan sát bảng biến thiên để suy ra giới hạn khi x đến beien của miền xác định.

▪ Bước 3: Kết luận.
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 Chọn C.
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 . Chọn C.
	Ví dụ 5: Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m để đồ thị hàm số 
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	Ví dụ 9: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 
[image: image535.wmf]2

4

x

y

xm

-

=

+

 có 3 tiệm cận
A. 
[image: image536.wmf]0

16

m

m

=

é

ê

=-

ë

 
B. 
[image: image537.wmf]16

0

4

m

m

m

=-

é

ê

=

ê

ê

=

ë

 
C. 
[image: image538.wmf]16

8

m

m

=-

é

ê

=-

ë

 
D. 
[image: image539.wmf]0

16

m

m

=

é

ê

=

ë

 


Lời giải
Ta có: 
[image: image540.wmf]22

44

11

limlim1;limlim1

11

xxxx

xx

yy

mm

xx

®+¥®+¥®-¥®-¥

--

====-

+-+

 nên đồ thị hàm số luôn có 2 tiệm cận ngang.
Để đồ thị hàm số có 3 tiệm cận thì nó có 1 tiệm cận đứng 
[image: image541.wmf](

)

2

gxxm

Û=+

 có nghiệm kép hoặc có 2 nghiệm phân biệt trong đó có nghiệm 
[image: image542.wmf]0

4

16

m

x

m

=

é

=Û

ê

=-

ë

. Chọn A.
	Ví dụ 10: Tìm các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị hàm số 
[image: image543.wmf](

)

22

12

1

mxx

y

x

-++

=

+

 có đúng một tiệm cận ngang.
A. 
[image: image544.wmf]1

m

<

 hoặc 
[image: image545.wmf]1.

m

>

 
B. 
[image: image546.wmf]0.

m

>

 
C. 
[image: image547.wmf]1.

m

=±

 
D. Với mọi giá trị m


Lời giải
Ta có 
[image: image548.wmf](

)

(

)

2

22

2

2

2

22

2

2

12

1

12

limlimlim1

1

1

1

12

1

12

limlimlim1

1

1

1

xxx

xxx

m

mxx

xx

ym

x

x

m

mxx

xx

ym

x

x

®+¥®+¥®+¥

®-¥®-¥®-¥

ì

-++

ï

-++

ï

===-

+

ï

+

ï

í

ï

-++

-++

ï

==-=--

ï

+

ï

+

î

 . (Với 
[image: image549.wmf](

)

2

10

m

-³

)
Đồ thị hàm số có một TCN khi và chỉ khi 
[image: image550.wmf]22

limlim111

xx

yymmm

®+¥®-¥

=Û-=--Û=±

.

Chọn C.
	Ví dụ 11: Cho hàm số 
[image: image551.wmf](

)

2

233

2

mxxmx

y

x

+---

=

-

 có đồ thị (C). Đồ thị (C) có 3 đường tiệm cận khi tham số thực m thỏa mãn điều kiện nào sau đây?
A. 
[image: image552.wmf](

)

(

)

2;22;

-È+¥

 
B. 
[image: image553.wmf](

)

2;2

-

 
C. 
[image: image554.wmf](

)

2;

+¥

 
D. 
[image: image555.wmf](

)

3;1

--

 


Lời giải
Với 
[image: image556.wmf]2

m

<-

 đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang vì không tồn tại 
[image: image557.wmf]lim;lim

xx

yy

®+¥®-¥

 (không t/mãn)
Với 
[image: image558.wmf]36

2

2

xx

my

x

---

=-Þ=

-

 đồ thị hàm số có 1 tiệm cận đứng và 1 tiệm cận ngang (không t/mãn)

Với 
[image: image559.wmf]2

m

>-

 đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang do 
[image: image560.wmf]lim21;lim121;

xx

ymym

®+¥®-¥

=+-=++


Để đồ thị hàm số có 3 tiệm cận thì nó phải có thêm 1 tiệm cận đứng.

Khi đó tử số không có nghiệm 
[image: image561.wmf]2

x

=

 và 
[image: image562.wmf](

)

(

)

2

233

fxmxxm

=+--

 xác định tại 
[image: image563.wmf]2

x

=

.

Khi đó 
[image: image564.wmf](

)

(

)

(

)

242630

20

2

2

220

220

fmm

m

m

m

m

f

=+--³

ì

+³

ì

³-

ì

ïï

ÛÛ

ííí

¹

+-³

-¹

ï

î

î

ï

î

 
Do đó 
[image: image565.wmf]2;2

mm

>-¹

 là giá trị cần tìm. Chọn A.
	Ví dụ 12: Tập hợp các giá trị thức của m để đồ thị hàm số 
[image: image566.wmf](

)

(

)

22

21

21441

x

y

mxxxmx

-

=

-+++

 có đúng một đường tiệm cận là
A. 
[image: image567.wmf]{

}

0

 
B. 
[image: image568.wmf](

)

{

}

(

)

;101;

-¥-ÈÈ+¥

 
C. 
[image: image569.wmf](

)

(

)

;11;

-¥-È+¥

 
D. 
[image: image570.wmf]Æ

 


Lời giải
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	Ví dụ 13: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị hàm số 
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Hàm số có tập xác định 
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. Chọn C.
	Ví dụ 14: Tập hợp tất cả các giá trị của m để đồ thị hàm số 
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Lời giải
Để đồ thị hàm số có hai đường tiệm cận đứng 
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. Chọn B.
	Ví dụ 15: Cho hàm số 
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 . Tìm các giá trị của m để đồ thị hàm số có đường tiệm cận ngang.
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Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang khi và chỉ khi bậc của tử bé hơn bậc của mẫu và tồn tại 
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 Chọn A.
	Ví dụ 16: Điều kiện cần và đủ của tham số thực m để đồ thị hàm số 
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Để hàm số có duy nhất một tiệm cận ngang thì 
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	Ví dụ 17: Tìm giá trị của tham số m sao cho đồ thị hàm số 
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Ta có: 
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Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang khi và chỉ khi bậc của tử số bé hơn hoặc bằng bậc của mẫu số và 
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 . Chọn A.
	Ví dụ 18: Biết đồ thị 
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Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng 
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Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang 
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. Chọn C.
	Ví dụ 19: Biết đồ thị 
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Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng 
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Khi đó 
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	Ví dụ 20: Cho hàm số 
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Khi đó 
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