§Ò tµi s­ ph¹m: “Mét sè ph­¬ng ph¸p gi¶i  ph­¬ng tr×nh nghiÖm nguyªn”



A - PHẦN MỞ ĐẦU

I- ĐẶT VẤN ĐỀ

Trong quá trình học toán ở trường THCS học sinh cần biết cách tổ chức công việc của mình một cách sáng tạo. Người thầy cần rèn luyện cho học sinh kỹ năng, độc lập suy nghĩ một cách sâu sắc, sáng tạo. Vì vậy đòi hỏi người thầy một sự lao động sáng tạo biết tìm tòi ra những phương pháp để dạy cho học sinh trau dồi tư duy logic giải các bài toán.

Là một giáo viên dạy toán ở trường THCS trực tiếp bồi dưỡng đội tuyển học sinh giỏi nhiều năm tôi nhận thấy việc giải các bài toán ở chương trình THCS không chỉ đơn giản là đảm bảo kiến thức trong SGK, đó mới chỉ là những điều kiện cần nhưng chưa đủ. Muốn giỏi toán cần phải luyện tập nhiều thông qua việc giải các bài  toán đa dạng, giải các bài toán một cách khoa học, kiên nhẫn, tỉ mỉ, để tự tìm ra đáp số của chúng. 

Muốn vậy người thầy phải biết vận dụng linh hoạt kiến thức trong nhiều tình huống khác nhauđể tạo hứng thú cho học sinh. Một bài toán có thể có nhiều cách giải, mỗi bài toán thường nằm trong mỗi dạng toán khác nhau nó đòi hỏi phải biết vận dụng kiến thức trong nhiều lĩnh vực nhiều mặt một cách sáng tạo vì vậy học sinh phải biết sử dụng phương pháp nào cho phù hợp.

Các dạng toán về số học ở chương trình THCS thật đa dạng phong phú như: Toán về chia hết, phép chia có dư, số nguyên tố, số chính phương, phương trình nghiệm nguyên…….
     Đây là một dạng toán có trong SGK lớp 9 nhưng chưa đưa ra phương pháp giải chung. Hơn nữa phương trình nghiệm nguyên có rất nhiều trong các đề thi:Tốt nghiệp THCS ;Trong các đề thi học sinh giỏi huyên, học sinh giỏi tỉnh ….

Song khi giải các bài toán này không ít khó khăn phức tạp. Từ thực tiễn giảng dạy tôi thấy học sinh hay bế tắc, lúng túng về cách xác định dạng toán và chưa có nhiều phương pháp giải hay. 

Từ  những thuận lợi, khó khăn và yêu cầu thực tiễn giảng dạy.Tôi chọn đề tài: “Rèn luyện tư duy sáng tạo qua một số dạng toán phương trình nghiệm nguyên”

Trong quá trình viết đề tài do điều kiện và kinh nghiệm không tránh khỏi khiếm khuyết. Rất mong được sự đóng góp, chỉ đạo  của thầy cô giáo và các bạn đồng nghiệp.

II. ĐIỀU TRA THỰC TRẠNG TRƯỚC KHI NGHIÊN CỨU.

Để đánh giá được khả năng của các em đối với dạng toán trên và có phương án tối ưu truyền đạt tới học sinh, tôi đã ra một đề toán cho 10 em học sinh trong đội tuyển của trường như sau:

Bài 1: ( 6 đ )

 
a)Tìm x, y º Z  biết x – y + 2xy = 6

 
b) Giải phương trình nghiệm nguyên:    5x – 7y = 3

 Bài 2: (4 đ)

Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình :

1 + x + x2 + x3 = 2y

Kết quả thu được như sau:            

	D​ưới điểm 5
	 Điểm 5 - 7
	Điểm 8 - 10
	Điểm 5 - 10

	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%

	6
	60
	4
	40
	0
	0
	4
	40


Qua việc kiểm tra đánh giá tôi thấy học sinh không có biện pháp giải phương trình nghiệm nguyên đạt hiệu quả. Lời giải thường dài dòng, không chính xác, đôi khi còn ngộ nhận . Cũng với bài toán trên nếu học sinh được trang bị các phương pháp” Giải phương trình nghiệm nguyên “thì chắc chắn sẽ có hiệu quả cao hơn.

III-MỤC ĐÍCH
- Đề tài nhằm rèn luyện cho học sinh tư duy sáng tạo khi học và giải toán.

- Biết cách định hướng và giải bài tập ngắn gọn.

- Phát huy trí lực của học sinh tìm nhiều cách giải hay phát triển bài toán mới.

- Giúp học sinh tự tin khi giải toán hoặc trong thi cử.

IV-PHẠM VI ÁP DỤNG:
- Áp dụng vào việc giảng dạy các chuyên đề trong trường học hoặc bồi dưỡng đội tuyển học sinh giỏi Toán lớp 9, ôn tập cho học sinh chuẩn bị thi vào các lớp chọn, lớp chuyên PTTH.

- Thời gian nghiên cứu có hạn mặc dù được sự góp ý chân thành của nhiều giáo viên có chuyên môn cao, song vẫn còn nhiều điều bỏ ngỏ để tiếp tục khai thác và đi sâu hết dạng toán này.

B- NỘI DUNG

Phương trình nghiệm nguyên rất đa dạng và phong phú nó có thể là phương trình một ẩn, nhiều ẩn. Nó có thể là phương trình bậc nhất hoặc bậc cao. Không có cách giải chung cho mọi phương trình, để giải các phương trình đó thường dựa vào cách giải một số phương trình cơ bản và một số phương pháp giải như sau:

CHƯƠNG I - Các dạng phương trình cơ bản
I-Phương trình nghiệm nguyên dạng:

ax + by = c (1) với a, b, c º Z

1.Các định lí:

 a. Định lí 1: Điều kiện cần và đủ để phương trình ax + by = c (trong đó a,b,c là các số nguyên khác 0 ) có nghiệm nguyên (a,b) là ước của c.

 b.Định lí 2: Nếu (x0, y0) là một nghiệm nguyên của phương trình  ax + by = c thì nó có vô số nghiệm nguyên và nghiệm nguyên (x,y) được cho bởi công thức:        
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 Với t º Z, d = (a,b)

2.Cách giải:

  a.Tiến hành qua 5 bước sau: (cách giải chung)

Bước 1: Tìm d = (a,b)

Khi đó ax + by = c ( a1x + b1y = c1
Với a = da1; b = db1; c = dc1; (a1; b1) = 1

Bước 2: Viết thuật toán Ơclit cho 2 số   a1  và   b1  

Giả sử : 
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 Ta có

          
a1 = 
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b

q0 + r1




b1 = r1q1 + r2




r1 = r2q2​ +r3 

                                          ………………   





rn-2 = rn-1 + rn     Với rn = 1

Bước 3: Tính  a0 + 
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Bước 4: Lấy nghiệm riêng (x0’; y0’) của phương trình a1x + b1y = 1

sao cho :



x0’
= m 


x0’ 
= n

                                              hoặc 

                    y0’ 
= n


y0’
 = m

Xác định dấu bằng cách thử trực tiếp được (x0’, y0’)

Bước 5: x0 = c1 x0’; y0 = c1y0’ là nghiệm riêng của phương trình

      a1x + b1y = c1
( nghiệm tổng quát của phương trình là:
x = x0 + b1 t








y =  y0 –a1t (với t º Z )

Ví dụ 1: Giải phương trình nghiệm nguyên

                        5x – 7y = 3

Hướng dẫn:

Ta nhận thấy (5, 7) = (7, 3) = 1 . Vậy phương trình có nghiệm nguyên

Để giải ta tiến hành các bước:

- Viết thuật toán Ơclit cho 2 số 5 và 7

7 = 5.1 + 2        (
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5 = 2.2 + 1

- Tìm nghiệm riêng của phương trình 
5x – 7y = 1

     (x0’, y0’) = (3, 2)

- Tìm nghiệm riêng của phương trình
5x – 7y = 3 

   là (x0, y0) = (9, 6)

(  nghiệm tổng quát của phương trình là:

 
    x = 9 – 7t

hay

x = 7t + 2

 
    y = 6 – 5t



y = 5t + 1 

(t º Z )

Ví dụ 2: Giải phương trình nghiệm nguyên

  6x –14 y = 12

Hướng dẫn:

Ta nhận thấy (6 ,14) = (6 ,12) = 2 ( pt có nghiệm ta tiến hành giải như sau:

Bước 1: 6x –14 y = 12 ( 3x – 7y = 6

Bước 2: Viết thuật toán Ơclit cho 3 và 7 

7 = 3.2 + 1

Bước 3: Tính 
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Bước 4: Tìm nghiệm riêng của phương trình

3x – 7y = 1 là (x0’, y0’) = (-2; -1)

Bước 5: Xác định nghiệm riêng của pt 3x – 7y = 6 là (x0; y0) = (-12; -6)

( Nghiệm tổng quát của phương trình 6x –14 y = 12 là 


        x = -12 – 7t


hay 

x = 7t + 2


        y = -6 – 3t




y = 3t 
(t º Z )

* Nhận xét: Trên đây là phương pháp chung để giải phương trình nghiệm nguyên dạng ax + by = c

Tuy nhiên khi đi vào bài toán cụ thể bằng các kiến thức về chia hết biết khéo léo sử dụng sẽ cho lời giải ngắn gọn.

b.Cách giải thông thường khác (3 bước)

Bước 1: Rút ẩn này theo ẩn kia (giả sử rút x theo y)

Bước 2: Dựa vào điều kiện nguyên của x, tính chất chia hết suy luận để tìm y 

Bước 3: Thay y vào x sẽ tìm được nghiệm nguyên 

Ví dụ 1: Giải phương trình nghiệm nguyên:

2x + 5y =7 

Hướng dẫn:
Ta có 2x + 5y =7 ( x = 
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Do x, y nguyên ( 
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[image: image17.wmf]2

1

y

-

 = t     với (t º Z )

( y = 1 – 2t (  x = 3 – 2(1- 2t) + t = 5t + 1

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là:

                           x = 5t + 1

                                     y = -2t +1

(t º Z )

Ví dụ 2: Giải phương trình nghiệm nguyên
                     6x – 15 y = 25

Hướng dẫn:

Ta thấy( 6,15 ) = 3 mà 3/25 


Vậy không tồn tại x,y nguyên sao cho 6x- 15y = 25

Ví dụ 3: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình.



5x + 7y = 112

Hướng dẫn:


Ta có 5x + 7y = 112

 ( x = 
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         Do x, y nguyên ( 
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5 . Đặt y-1 = 5t 
(t º Z ) 

( y = 5t +1 

        thay y vào x  ta có x = 21 – 7t

        lại có x > 0; y > 0 ( 

5t + 1 > 0


t > -
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         21 – 7t > 0


t < 3

        ( t = 
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 Nếu t = 0 ( x = 21; y = 1

        


 Nếu t = 1 ( x = 14; y = 6

         


 Nếu  t = 2 ( x = 7; y = 11

II. Phương trình nghiệm nguyên dạng
a​1x1 + a2x2 + …+ anxn= c (2)

 Với a, c º Z (i = 1,2…n); n ( 2

1.Định lý: Điều kiện cần và đủ để phương trình (2) có nghiệm là (a1, a2,…an) \ c

2.Cách giải: Đưa phương trình về 1 trong 2 dạng sau:

a. Có một hệ số của một ẩn bằng 1

Giả sử a1 = 1. Khi đó x1 = c – a2x2 – a3x3 - …- anxn 

với x1, x2,…., xn​ º Z 

Nghiệm của phương trình là:

(c - a2x2 – a3x3 - …- anxn , x2,…., xn​) với  x2,…., xn​ nguyên bất kỳ

b. Có  hai hệ số là hai số nguyên tố cùng nhau

Giả sử ( a1, a2 ) = 1. Khi đó pt (2) ( a​1x1 + a2x2 = c - a3x3 - …- anxn
Giải phương trình theo 2 ẩn x1, x2
Ví dụ 4: Giải phương trình trên tập số nguyên


     6x + 15y + 10 z = 3
Hướng dẫn:


Phương trình  6x + 15y + 10 z = 3 có nghiệm nguyên vì (6 ,15, 10) = 1 và 1/3

Cách 1: Ta biến đổi 6x + 15y + 10 z = 3


( x +  10(y + z) + 5 ( x+ y) = 3

Đặt t = y + z, k = x + y   với( t, k º Z). Ta có:
x + 10 t + 5k = 3

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình


x = 3- 10 t – 5k


y = - 3 + 10 t + 6k                 ( t, k º Z)

            z = 3 – 9 t – 6k   




Cách 2: 6x + 15y + 10 z = 3


( 6 (x + z) + 15 y + 4 z = 3 

 Đặt x + z = t ta có  6t +15 y + 4z = 3


( 15 y + 4z = 3 – 6t

   Ta có cặp số (-1; 4) là nghiệm riêng của pt 15 y + 4z = 1 nên (-3 + 6t; 12 – 24 t) là nghiệm riêng của phương trình 


                                                    
15 y + 4z = 3 – 6t

 Do đó nghiệm tổng quát là:

y = -3 + 6t + 4k             (k  º Z)







z = 12 – 24t – 15 k 

 lại có t = x + z ( x = t – z 
( x = -12 = 25t + 15 k

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình  6x + 15y + 10 z = 3 là:


x = -12 = 25t + 15 k


y = -3 + 6t + 4k                         với  ( t, k  º Z)

           z = 12 – 24t – 15 k

III. Phương trình nghiệm nguyên đưa về dạng
 

 g (x1, x2,…., xn​) . h (x1, x2,…., xn​) = a (3) Với a º Z

1.Cách giải:

Đặt
g (x1, x2,…., xn​) = m 

(với m là ước của a)

(
h(x1, x2,…., xn​) = 
[image: image28.wmf]a

m


Giải hệ:
g (x1, x2,…., xn​) = m 





h(x1, x2,…., xn​) = 
[image: image29.wmf]a
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tìm được x1, x2,…., xn​
 thử vào (3) ta được nghiệm của phương trình.

2.Chú ý:

-Nếu a = 0 ta có

g (x1, x2,…., xn​) = 0







h(x1, x2,…., xn​) = 0

-Nếu a = p( với p nguyên tố thì từ pt (3) ta có: g (x1, x2,…., xn​) = p(1








   h(x1, x2,…., xn​) = p(2
                                                                                              Với (1 + (2 = a

Ví dụ 5: Tìm x, y º Z  biết x – y + 2xy = 6

Hướng dẫn:

Ta có x – y + 2xy = 6 ( 2 x – 2y + 4 xy = 12

          (  2 x – 2y + 4 xy –1 = 11

(  (2x – 1) + 2y(2x-1) = 11

(  (2x – 1) (2y + 1) = 11

Ta có 11 = 1.11= (-1)(-11) = 11.1 = (-11)(-1)

    Ta có
2y + 1 = 1


( (x; y) = (6; 0)



2x – 1 = 11



2y + 1 = -1


( (x; y) = (-5; -1)



2x – 1 = -11



2y + 1 = 11


( (x; y) = (1, 5)



2x – 1 = 1

2y + 1 = -11


( (x; y) = ( 0; -6)



2x – 1 = -1

Ví dụ 6: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 

1 + x + x2 + x3 = 2y
Hướng dẫn:
Ta có 1 + x + x2 + x3 = 2y ( (1 + x) (1 + x2) = 2y
( 1 + x = 2 m và 1 + x2 = 2y – m  (m nguyên dương)

( 
x = 2 m – 1

(  

x2 = 22m – 2 m +1 + 1

x2 = 2y – m - 1


x2 = 2y – m – 1

( 22m – 2m + 1 + 1 = 2 y – m   - 1

( 2 y – m – 22m + 2m +1 = 2

Nếu m = 0 ( x = 0 ; y = 0 (t/m)

Nếu m > 0 ( 2 y – m – 1 – 22m – 1 + 2m = 1  mà 22m – 1và 2m đều là số chẵn nên:

( 2 y – m – 1 lẻ ( 2 y – m – 1 = 1 ( y – m – 1 = 0 ( y = m + 1

( 2 m - 22m – 1 = 0 ( 2 m = 22m – 1 ( m = 2m – 1 ( m = 1

( y = 2 ; x = 1

Vậy (x, y) = (0; 0);  (1; 2)

IV. Phương trình nghiệm nguyên đưa về dạng
[g1 (x1, x2,…., xn​)]2 + [g2 (x1, x2,…., xn​)]2 + …+ [gn (x1, x2,…., xn​)]2 = 0

1.Cách giải:Ta thấy vế trái của phương trình là các số hạng không âm, tổng của chúng bằng 0 nên mỗi số hạng phải bằng 0 
       

          g1 (x1, x2,…., xn​) = 0

Do vậy có:

g2 (x1, x2,…., xn​) = 0

…………………..

gn (x1, x2,…., xn​) = 0


Giải hệ này ta được x1 , x2 ,…, xn
Ví dụ 7: Tìm nghiệm nguyên của phương trình

2x2 + y 2 –2xy + 2y – 6x + 5 = 0

Hướng dẫn:

 (Dùng phương pháp phân tích thành nhân tử ta biến đổi vế trái của phương trình)

       Ta có 

2x2 + y 2 –2xy + 2y – 6x + 5 = 0

 

 (     y 2 – 2y (x - 1) + (x-1)2 + x2 – 4x + 4 = 0



 (
(y – x + 1)2 + (x – 2 )2 = 0

   Vậy
y – x + 1 = 0
         hay   

x = 2

 
 
x – 2 = 0



y = 1

Vậy nghiệm nguyên của phương trình là x = 2 ; y = 1

Ví dụ 8: Tìm nghiệm nguyên của phương trình :   (x –1) (y+1) = (x+ y)2
Hướng dẫn:

 Ta có

(x-1) (y+1) = (x+ y)2

( 
(x-1) (y+1) = [(x-1) + (y+1)]2

(
[(x-1) + (y+1)]2 - (x-1) (y+1) = 0


( 
(x-1)2 + (y+1)2 + (x-1) (y+1) = 0


(
[(x-1) + 
[image: image30.wmf]2

1

(y+1)]2 + 
[image: image31.wmf]4

3

(y+1)2 = 0


(
 y + 1 = 0


(   
y = -1



(x-1) + 
[image: image32.wmf]2

1

(y+1) = 0

x = 1

 
Vậy nghiệm của phương trình là ( x = 1 ; y = -1)

V- Phương trình nghiệm nguyên mà các ẩn có vai trò bình đẳng

Khi làm toán ta thường gặp một số bài toán mà trong đó các ẩn bình đẳng với nhau . Để  giải các bài toán đó có nhiều cách giải khác nhau tuỳ thuộc vào từng loại cụ thể. Ở đây ta nghiên cứu đến 1 phương pháp giải toán này:

Ta giả sử các ẩn xảy ra theo một trật tự tăng dần rồi tiến hành giải

Ví dụ 9: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình


[image: image33.wmf]xy

1

 + 
[image: image34.wmf]yz

1

+
[image: image35.wmf]xz

1

 + 
[image: image36.wmf]xyz

9

 = 1

Hướng dẫn:

       Giả sử 1
( x ( y ( z  ( x2 ( xy ( xz ( yz ( xyz 

        ( 
1 = 
[image: image37.wmf]xy

1

 + 
[image: image38.wmf]yz

1

+
[image: image39.wmf]xz

1

 + 
[image: image40.wmf]xyz

9

  ( 
[image: image41.wmf]2

1

x

 + 
[image: image42.wmf]2

1

x

 + 
[image: image43.wmf]2

1

x

+ 
[image: image44.wmf]2

9

x


(
1 (  
[image: image45.wmf]2

12

x

 ( x2 ( 12 ( x  º     1, 2,3


Nếu x = 1 ( 
[image: image46.wmf]y

1

+ 
[image: image47.wmf]yz

1

 + 
[image: image48.wmf]z

1

+ 
[image: image49.wmf]yz

9

 = 1

( z + 1 + y + 9 = yz

( yz – z – y + 1 = 11 

(y- 1) (z - 1) = 11

( y = 2 ; z = 12  hoặc z =2 ; y = 12

Nếu x = 2 ( 
[image: image50.wmf]y

2

1

 + 
[image: image51.wmf]

EMBED Equation.DSMT4[image: image52.wmf]yz

1

 + 
[image: image53.wmf]z

2

1

 + 
[image: image54.wmf]yz

2

9

 = 1

( (2y - 1) (2z-1) = 23 ( y = 1; z = 12 hoặc y = 12; z = 1

Nếu x = 3 ( (3y – 1) (3z - 1) = 37 vô nghiệm

Vậy (x, y, z) = (1; 2, 12) và các hoán vị 

Ví dụ 10: Tìm x, y, z nguyên của phương trình




[image: image55.wmf]z

xy

 + 
[image: image56.wmf]x

yz

 + 
[image: image57.wmf]y

xz

 = 3

Hướng dẫn:

 Vì x, y, z bình đẳng nên ta giả sử 0 < x ( y ( z

( 3 = 
[image: image58.wmf]z

xy

 + 
[image: image59.wmf]x

yz

 + 
[image: image60.wmf]y

xz

 = x (
[image: image61.wmf]z

y

+ 
[image: image62.wmf]y

z

) + 
[image: image63.wmf]x

yz

( 2x + x

( 3x ( 3 (  x( 1 ( x = 1

Với x = 1 ta có 3 = 
[image: image64.wmf]z

y

+ yz + 
[image: image65.wmf]y

z

 ( 2 + yz 

( yz ( 1  ( y = 1 ; z = 1


Vậy nghiệm của  pt (1,1,1)

Ví dụ 11: Chứng minh rằng phương trình sau không có nghiệm tự nhiên 




[image: image66.wmf]2

1

x

+ 
[image: image67.wmf]xy

1

 + 
[image: image68.wmf]2

1

y

 = 1 (x,y  ( 0)

Hướng dẫn:

   Vì x, y có vai trò bình đẳng . Ta giả sử 1( x ( y

Ta có x2 ( xy ( y2 (giả sử phương trình có nghiệm tự nhiên)

( 1 = 
[image: image69.wmf]2

1

x

+ 
[image: image70.wmf]xy

1

 + 
[image: image71.wmf]2

1

y

( 
[image: image72.wmf]2

3

x

 ( x2 ( 3

( x = 1( vì x º  N* ) ( 1+ 
[image: image73.wmf]y

1

 + 
[image: image74.wmf]
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1

y

 = 1 (vô nghiệm)

( phương trình không có nghiệm là số tự nhiên.

CHƯƠNG II: Một số phương pháp giải phương trình nghiệm nguyên

Không có phương pháp chung để giải  phương trình nghiệm nguyên nhưng để giải nó người ta thường áp dụng một số phương pháp sau hoặc kết hợp các phương pháp tuỳ theo từng bài cụ thể. Sau đây là một số phương pháp thường dùng

I- Phương pháp 1 : Sử dụng tính chẵn lẻ

Ví dụ 12: Tìm x, y nguyên tố thoả mãn

                         y2 – 2x2 = 1

Hướng dẫn:

Ta có y2 – 2x2 = 1
( y2
= 2x2 +1  ( y là số lẻ

Đặt y = 2k + 1 (với k nguyên).Ta có (2k + 1)2 = 2x2 + 1 

( x2 = 2 k2 + 2k ( x chẵn , mà x nguyên tố ( x = 2, y = 3

Ví dụ 13: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình

                             (2x + 5y + 1)( 
[image: image76.wmf]x

2

  + y + x2  + x) = 105

 Hướng dẫn:

Ta có: (2x + 5y + 1)( 
[image: image77.wmf]x

2

  + y + x2  + x) = 105

Ta thấy 105 lẻ ( 2x + 5y + 1 lẻ ( 5y chẵn ( y chẵn


[image: image78.wmf]x

2

+ y + x2  + x = 
[image: image79.wmf]x

2

  + y + x(x+ 1) lẻ 

có x(x+ 1) chẵn, y chẵn ( 
[image: image80.wmf]x

2

   lẻ ( 
[image: image81.wmf]x

2

= 1 ( x = 0

Thay x = 0 vào  phương trình ta được 

(5y + 1) ( y + 1) = 105 

5y2 + 6y – 104 = 0

( y = 4 hoặc y = 
[image: image82.wmf]5

26

-

 ( loại)


Thử lại ta có x = 0; y = 4 là nghiệm của phương trình

 II. Phương pháp 2 : Phương pháp phân tích

     Thực chất là biến đổi phương trình về dạng:



g1 (x1, x2,…., xn​) h (x1, x2,…., xn​) = a

Ví dụ 14: Tìm nghiệm nguyên của phương trình



x4 + 4x3+ 6x2+ 4x = y2
Hướng dẫn: Ta có: x4 + 4x3+ 6x2+ 4x = y2


(  x4 +4x3+6x2+4x +1- y2=1



(  (x+1)4 – y2 = 1


           (  [(x+1)2 –y] [(x+1)2+y]= 1


                   (x+1)2 – y = 1



 1 + y = 1- y

          (
          (x+1)2 + y = 1

  (



                                (x+1)2 – y = -1



-1 + y = -1 - y


                     (x+1)2 + y = -1


( y = 0 ( (x+1)2 = 1 ( x+1 = (1 ( x = 0 hoặc x = -2


Vậy ( x, y ) = ( 0, 0 ); ( - 2, 0 )

Ví dụ 15:  Tìm x, y nguyên sao cho ( x + y ) P = xy với P nguyên tố.

Giải


Ta có ( x + y ) P = xy với xy – Px – Py = 0


          (   x ( y – P ) – ( Py – P2) = P2



(   ( y- P ) ( x- P ) = P2

Mà P nguyên tố ( P2 = 1.P2 = P.P = (-1)(-P2) = ( -P ) (-P)



     ( Các cặp số (x,y ) là:


(P+1, P(P+1) ); ( P-1, P (P-1) ); (2p, 2p); (0,0) và các hoán vị của chúng.

Phương pháp 3 : Phương pháp cực hạn

Sử dụng đối với 1 số bài toán vai trò của các ẩn bình đẳng như nhau:

Ví dụ 16: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình:



5 ( x + y + z + t ) + 10 = 2 xyzt

Hướng dẫn:

Ta giả sử x ( y ( z ( t ( 1

Ta có: 5 ( x + y + z + t ) + 10 = 2 xyzt

(  2 = 
[image: image83.wmf]yzt

5

 + 
[image: image84.wmf]xzt

5

 + 
[image: image85.wmf]xyt

5

 + 
[image: image86.wmf]xyz

5

+ 
[image: image87.wmf]xyzt

10

( 
[image: image88.wmf]3

30

t


( t 3 ( 15 ( t = 1 hoặc t = 2

* Với t = 1 ta có 
5 (x+ y + z + 1) + 10 = 2 xyz

( 2 =  
[image: image89.wmf]yz

5

+ 
[image: image90.wmf]xz

5

+ 
[image: image91.wmf]xy

5

+ 
[image: image92.wmf]xyz

15

(
[image: image93.wmf]z

2

30
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( 
[image: image96.wmf]z

2

 ( 15 ( z = 
[image: image97.wmf]{

}

3

;

2

;

1


Nếu z = 1 có 5 (x+ y ) + 20 = 2xy

( (2x – 5) (2y - 5) = 65

( 
x = 35

hoặc 

 x = 9 

 
y = 3



y= 5


Ta được nghiệm ( 35; 3; 1; 1); (9; 5; 1; 1) và các hoán vị của chúng

Với z = 2; z = 3 phương trình không có nghiệm nguyên

* Với t = 2 thì 
5 (x+ y + z ) + 20 = 4 xyz

( 4 = 
[image: image98.wmf]xy

5

 + 
[image: image99.wmf]yz

5

 + 
[image: image100.wmf]xz

5

+ 
[image: image101.wmf]xyz

20

( 
[image: image102.wmf]2

35

z


( 
[image: image103.wmf]z

2

( 
[image: image104.wmf]4

35

( 9 ( z = 2 (vì z( t( 2)

( (8x – 5) (8y – 5) = 265

Do x( y( z ( 2 nên 8x – 5 ( 8y – 5 ( 11

( (8x – 5) (8y – 5) = 265 vô nghiệm

vậy nghiệm của phương trình là bộ (x, y, z)

= ( 35; 3; 1; 1); (9; 5; 1; 1)   và các hoán vị

Ví dụ 17: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 

                  x + y + z +t = xyzt

Hướng dẫn:

Ta giả sử 1( x( y ( z ( t

có xyzt = x + y + z +t ( 4t

Vì t nguyên dương ( xyz ( 4 ( xyz ({1,2,3,4}

Nếu xyz = 1 ( x = y = z = 1 ( 3+t = t ( loại)

Nếu xyz = 2 mà x ( y ( z ( x = 1; y=1; z = 2 ( t = 4

Nếu xyz = 3 mà x ( y ( z ( x = 1; y=1; z = 3 ( t = 5/2 ( loại )

Nếu xyz = 4 mà x ( y ( z ( x = 1; y=1; z = 4 hoặc x = 1; y=2; z = 2 ( t = 2 ( loại vì t ( z) hoặc t = 5/4 ( loại )

Vậy nghiệm của phương trình là bộ ( x;y;z) = (1;1;2;4) và các hoán vị của chúng.

IV- Phương pháp loại trừ ( phương pháp 4 )

Khẳng định nghiệm rồi loại trừ các giá trị còn lại của  ẩn 

Ví dụ 18: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình

                          1! + 2! + … + x! = 
[image: image105.wmf]y

2


Hướng dẫn:

Với x( 5 thì  x!  có tận cùng là 0 và 1! + 2! + 3! + 4! Có tận cùng là 3

( 1! + 2! + … + x! có tận cùng là 3, không là số chính phương (loại)

Vậy x < 5 mà x nguyên dương nên: 




x = 
[image: image106.wmf]{

}

4

;

3

;

2

;

1

 

Thử vào phương trình ta được (x = 1, y= 2); (x = 3, y= 3) là thoả mãn

Ví dụ 19: Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình

y2 + y = x4 + x3 + x2 + x

Hướng dẫn:


Ta có
:  y2 + y = x4 + x3 + x2 + x

(  4 y2 + 4y + 1 = 4 x4 + 4 x3 + 4x2 + 4x + 1

( (2x2 + x ) 2 - (2y + 1)2 = (3x + 1) (x +1)

hay  (2x2 + x + 1) 2 - (2y+ 1)2 = x(x-2)

Ta thấy:

Nếu x> 0 hoặc x< - 1 thì (3x + 1) (x +1) > 0 

Nếu x > 2 hoặc x < -1 thì x (x-2) > 0

( Nếu x>2 hoặc x< 1 thì (2x2 + x) <(2y+1)2 < (2x2 + x + 1) 2  
(loại)

( -1( x ( 2 ( x = 0, 1, -1, 2

Xét x = 2( y2 + y =30 ( y = 5 hoặc y= -6

Xét x= 1 ( y2 + y = 4 (loại)

Xét x = 0 ( y2 + y = 0 ( y (y + 1) = 0 ( y = 0 hoặc y = -1

Xét x = -1 ( y2 + y = 0 ( y = 0 hoặc y= -1

Vậy nghệm nguyên của phương trình là:

(x,y) = (2, 5); (2, -6); (0, 0); (0, -1); (-1;0); (-1, -1)

V.Phương pháp 5: Dùng chia hết và có dư

Ví dụ 20: Tìm nghiệm nguyên của phương trình




 x2 – 2y2 = 5




    Hướng dẫn:

 Xét x 
[image: image107.wmf]M

 5 mà x2 – 2y2 = 5 (
 2y2 
[image: image108.wmf]M

 5         ( y2
[image: image109.wmf]M

 5






(2,5) = 1         5  là số nguyên tố

              ( y2 
[image: image110.wmf]M

 25
( 
x2 – 2y2 
[image: image111.wmf]M

 25

 lại có x
[image: image112.wmf]M

 5 ( x2 
[image: image113.wmf]M

 25

5
[image: image114.wmf]M

 25 loại    

 Xét x 
[image: image115.wmf]M

  5 ( y 
[image: image116.wmf]M

  5

 và x2 chia cho 5 có các số dư 1 hoặc 4 

 y2 chia cho 5 có các số dư 1 hoặc 4 ( 2y2 chia cho 5 dư 2 hoặc 3

 ( x2 – 2 y2 chia cho 5 dư 
[image: image117.wmf]±

1 hoặc 
[image: image118.wmf]±

 2(loại)

  Vậy phương trình x2 – 2y2 = 5 vô nghiệm

Ví dụ 21: Tìm x, y là số tự nhiên thoả mãn

                     x2 + 
[image: image119.wmf]3

y

= 3026

Hướng dẫn:


Xét y = 0 ( x2 + 30 = 3026 ( x2 = 3025

 mà x º N ( x = 55

Xét y > 0 ( 
[image: image120.wmf]3

y
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 3, x2 chia cho 3 dư 0 hoặc 1

( x2 + 
[image: image122.wmf]3

y



EMBED Equation.DSMT4[image: image123.wmf]chia cho 3 dư 0 hoặc 1

mà 3026 chia cho 3 dư 2 (loại)

 Vậy nghiệm  (x,y) = (55,0)

VI. Phương pháp 6 : Sử dụng tính chất của số nguyên tố

Ví dụ 22: Tìm x, y, z nguyên tố thoả mãn 

                              xy + 1 = z 

Hướng dẫn:

Ta có x, y nguyên tố và xy + 1 = z ( z > 3

Mà z nguyên tố ( z lẻ ( xy chẵn ( x chẵn    ( x = 2

Xét y = 2 ( 22 + 1 = 5 là nguyên tố ( z = 5 (thoả mãn)

Xét y> 2 ( y = 2k + 1 

(k º N)

( 22k+1 + 1 = z ( 2. 4k + 1 = z

Có 4 chia cho 3 dư 1 ( (2.4k+1) 
[image: image124.wmf]M

 3 ( z
[image: image125.wmf]M

 3 
(loại)

Vậy x = 2, y = 2, z = 5 thoả mãn

Ví dụ 23 : Tìm số nguyên tố p  để 4p + 1 là số chính phương

Hướng dẫn:

đặt 4p + 1 = x2

(x º N)

( x lẻ đặt x = 2k + 1 

(k º  N)

( 4p + 1 = (2k + 1)2 ( 4p + 1 = 4k2 + 4k + 1 ( p =k(k+1)


( k(k + 1) chẵn ( p chẵn, p nguyên tố ( p = 2

VII. Phương pháp 7: Đưa về dạng tổng

Ví dụ 24: Tìm nghiệm nguyên của phương trình

                             x2 + y2 – x – y = 8

Hướng dẫn:

 Ta có x2 + y2 –x – y = 8

( 4 x2 + 4 y2 – 4 x –4y = 32

( (4x2 – 4x +1) + (4y2 – 4y + 1) = 34


( (2x – 1)2 + (2y – 1)2 = 34

Bằng phương pháp thử chọn ta thấy 34 chỉ có duy nhất 1 dạng phân tích thành tổng của 2 số chính phương 32 và 52
Do đó ta có 
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-
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 = 3

hoặc


[image: image127.wmf]1
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-

x
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[image: image128.wmf]1
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-

y

 = 5




[image: image129.wmf]1
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-

y

 = 3

Giải ra ta được (x,y) = (2,3); (2,-2); (-1, -2); (-1, 3) và các hoán vị của nó.

Ví dụ 25: Tìm nghiệm nguyên của phương trình

                                  x2 – 4xy + 5y2  = 169

Hướng dẫn:   Ta có x2 – 4xy + 5y2  = 169

( (x – 2y)2 + y2 = 169 

Ta thấy  169 = 02 + 132 = 52  + 122
( 

[image: image130.wmf]y

x

2

-

 = 0

hoặc 


[image: image131.wmf]y

x

2

-

 = 13




[image: image132.wmf]y


 = 13

         
[image: image133.wmf]y

 = 0

     hoặc 

[image: image134.wmf]y

x

2

-

 = 5

hoặc 


[image: image135.wmf]y

x

2

-

 = 12




[image: image136.wmf]y


 = 12

         
[image: image137.wmf]y

 = 5

Giải ra ta được (x, y) = (29, 12);(19, 12); (-19, -12); (22, 5); (-2, 5) ;(2, -5); (-22, -5); (26, 13); (-26, -13); (-13. 0); (13, 0)

VIII .Phương pháp 8:    Lùi vô hạn

Ví dụ 26: Tìm nghiệm nguyêm của phương trình

                        x2 – 5y2 = 0

Hướng dẫn:

Giả sử x0, y0 là nghiệm của phương trình x2 – 5y2 = 0 

ta có x
[image: image138.wmf]2

0

 - 5y
[image: image139.wmf]2

0

 = 0 ( x0 
[image: image140.wmf]M

 5 đặt x0 = 5 x1
Ta có (5x1) 2 – 5y
[image: image141.wmf]2

0

 = 0 ( 5x
[image: image142.wmf]2

1

- y
[image: image143.wmf]2

0

 = 0

( y0 
[image: image144.wmf]M

 5 đặt y0 = 5y1 ( x
[image: image145.wmf]2

1

- 5y
[image: image146.wmf]2

1

 = 0 

Vây nếu (x0,,y0) là nghiệm của phương trình đã cho thì

(
[image: image147.wmf]5

0

x

,
[image: image148.wmf]5

0

y

) cũng là nghiệm của phương trình đã cho. Cứ tiếp tục lập luận như vậy (
[image: image149.wmf]k

x

5

0

,
[image: image150.wmf]k

y

5

0

) với k nguyên dương bất kỳ cũng là nghiệm của phương trình. Điều này xảy ra khi x0 = y0 = 0

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là x = y = 0

Ví dụ 27: Tìm nghiệm nguyên của phương trình 

                    x2 + y2 + z2 = x2 y2

Hướng dẫn:

Nếu x, y đều là số lẻ ( x2 , y2 chia cho 4 đều dư 1 

 
            x2y2 chia cho 4 dư 1




       x2 + y2  chia cho 4 dư 2

z2  chia cho 4 dư 3 (loại)


         mà x2 + y2 + z2 = x2 y2
  ( x chẵn hoặc y chẵn


* Giả sử x chẵn ( hoặc  y chẵn


* Giả sử  x chẵn ( x2 , x2y2 chẵn

( x2 
[image: image151.wmf]M

 4 ( x2 y2 
[image: image152.wmf]M

 4( (y2 + z2) 
[image: image153.wmf]M

 4 ( y và z phải đồng thời chẵn 

Đặt x = 2x1, y = 2y1, z = 2z1  ta có

          
[image: image154.wmf]x
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1

+ y
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1

+z
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1

 = x
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1

y
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1


         lập luận tương tự ta có x
[image: image160.wmf]2

2

 + y
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2

 + z
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2

 = 16 x
[image: image163.wmf]2

2

y
[image: image164.wmf]2
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 Quá trình này cứ tiếp tục ta thấy  (x1, y1, z1 ) là nghiệm của phương trình thì              (
[image: image165.wmf]k

x

2
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,
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y

2

1

,
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z

2

1

) là nghiệm của phương trình với k nguyên dương

       ( x1 = y1 = z1 = 0 

 Vậy  pt có   nghiệm  là (0, 0, 0)

IX. Phương pháp 9: Sử dụng tính chất nghiệm của phương trình bậc 2 


Biến đổi phương trình về dạng phương trình bậc 2 của ẩn coi các ẩn khác là tham số, sử dụng các tính chất về nghiệm của phương trình bậc 2 để xác định giá trị của tham số

Ví dụ 28: Giải phương trình nghiệm nguyên 

3x2 + y2 + 4xy + 4x + 2y + 5 = 0

Hướng dẫn:

Ta có pt 
3x2 + y2 + 4xy + 4x + 2y + 5 = 0

( y2 + (4x + 2)y + 3 x2 + 4x + 5 = ) (*) coi x là tham số giải phương trình bậc 2 pt (*) ẩn y ta có y = -(2x + 1) ( 
[image: image168.wmf]'

x
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Do y nguyên, x nguyên ( 
[image: image169.wmf]'

x

D

 nguyên 

Mà 
[image: image170.wmf]'

x

D

 = (2x + 1)2 – (3x2 + 4x + 5) = x2 – 4

( x2 – 4 = n2 

(n º Z)

( (x- n) (x+ n) = 4
( x = ( 2

( x – n = x + n = ( 2  


[image: image171.wmf]Vậy phương trình có nghiệm nguyên

(x, y) = (2; -5); (-2, 3)

Ví dụ 29: Tìm nghiệm nguyên của phương trình 

x2 – (y+5)x + 5y + 2 = 0


Hướng dẫn:

Ta có x2 – (y+5)x + 5y + 2 = 0 coi y là tham số ta có phương trình bậc 2 ẩn x. Giả sử phương trình bậc 2 có 2 nghiệm x1, x2 

Ta có 
x1 + x2 = y + 5



x1 x2 = 5y + 2

Theo định lý Viet

         ( 
5x1 + 5x2 = 5y + 25



x1x2 = 5y + 2

( 5 x1 + 5x2 – x1x2 = 23

( (x1 -5) (x2 -5) = 2 Mà 2 = 1.2 = (-1)(-2)

( x1 + x2 = 13 hoặc x1 + x2 = 7 ( y = 8 hoặc y = 2

thay vào phương trình ta tìm được các cặp số 

(x,y ) = (7, 8); (6, 8); (4, 2); (3, 2); là nghiệm của phương trình

X- Phương pháp 10 : Dùng bất đẳng thức

Ví dụ 30: Tìm nghiệm nguyên của phương trình

x2 –xy + y2 = 3

Hướng dẫn:

Ta có x2 –xy + y2 = 3 ( (x- 
[image: image172.wmf]2
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)2 = 3 - 
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Ta thấy (x- 
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)2 ( 0 ( 3 - 
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3

2

y

( 0 ( -2 ( y ( 2

( y= ( 2; (1; 0 thay vào phương trình tìm x 

Ta được các nghiệm  nguyên của phương trình là :

(x, y) = (-1,-2), (1, 2); (-2, -1); (2,1) ;(-1,1) ;(1, -1)

Ví dụ 31: Chứng minh rằng phương trình 
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 + 
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+
[image: image178.wmf]x

z

 = b không có nghiệm tự nhiên khi b = 1 hoặc b = 2 nhưng có vô số nghiệm tự nhiên khi b = 3






Hướng dẫn:

Ta thấy x, y, z º Z
[image: image179.wmf]+
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,
[image: image182.wmf]x

z

> 0 Theo bất đẳng thức Côsi ta có 

(
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 + 
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+
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EMBED Equation.DSMT4[image: image188.wmf]x

z

)= 27

(
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x

 + 
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+
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z

 ( 3
Đẳng thức xảy ra khi x = y = z

Vậy phương trình 
[image: image192.wmf]y

x

 + 
[image: image193.wmf]z

y

+
[image: image194.wmf]x

z

 = b không có nghiệm là số tự nhiên khi b = 1 hoặc 

b = 2 và có vô số nghiệm khi b = 3 chẳng hạn ( x = a, y = a, z = a) với a là số tự nhiên bất kỳ.

CHƯƠNG III: Bài tập luyện tập rèn tư duy sáng tạo

Bài 1:Tìm nghiệm nguyên của phương trình





2x + 3y = 11

       




Hướng dẫn

Cách 1: Ta thấy phương trình có cặp nghiệm đặc biệt là x0 = 4, y0 = 1

Vì 2.4 + 3.1 = 11

(( 2x + 3y) – (2.4 + 3.1) = 0

( 2(x-4) + 3(y-1) = 0

( 2(x-4) = - 3(y-1) mà (2,3) = 1

Đặt x – 4  = 3k và y – 1 = 2k  với ( k ( Z)

Vậy nghiệm tổng quát của pt là :
x = 4 – 3k







y = 1+ 2k 

( k ( Z)

*Nhận xét: Theo cách giải này phải tìm ra 1 cặp nghiệm nguyên đặc biệt (x0, y0) của phương trình vô định  ax + by = c

Nếu phương trình có hệ số a, b, c lớn thì cách giải khó khăn.

Cách 2: Dùng tính chất chia hết.

Ta có 2x + 3y = 11

( x= 
[image: image195.wmf]2

3

11

y
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= 5- y-
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Do x, y nguyên ( 
[image: image197.wmf]2

1

-

y

 nguyên 

đặt 
[image: image198.wmf]2

1

-

y

 = k ( y = 2k +1  ( x = 4- 3k     (k ( Z)

                                          y = 2k +1  (k ( Z)

  Vậy nghiệm tổng quát:

                                x = 4- 3k

Bài 2: Tìm cặp số nguyên dương (x,y) thoả mãn phương trình

6x2 + 5y2  = 74

        Hướng dẫn:

Cách 1: Ta có 6x2 + 5y2  = 74 

( 6x2 –24 = 50 – 5y2
( 6(x2 – 4) = 5(10 – y2)

( 6(x2 – 4) 
[image: image199.wmf]M

 5 
( x2 – 4
[image: image200.wmf]M

 5

     (6, 5) = 1

( x2 = 5t + 4 
(t (N)

Thay x2 – 4 = 5t vào phương trình ( y2 = 10 – 6t

lại có 

x2 > 0 
( 

 t >
[image: image201.wmf]5

4

-


y2 > 0

            t < 
[image: image202.wmf]3

5


( t = 0 hoặc t = 1

với t = 0 ta có x2 = 4, y2 = 10 (loại)

Với t = 1 ta có
x2 = 9
     (
           x = ( 3




y2 = 4


y = ( 2

mà x, y ( Z
[image: image203.wmf]+

 ( x = 3, y = 2 thoả mãn

Cách 2: Sử dụng tính chẵn lẻ và phương pháp chặn

Ta có 6x2 + 5y2 = 74 là số chẵn ( y chẵn

lại có 0< 6x2 ( 0< 5y2 < 74

( 0 < y2 < 14 ( y2 = 4 ( x2  = 9

Cặp số (x,y) cần tìm là (3, 2)

Cách 3: Ta có 6x2 + 5y2 = 74 

( 5x2  + 5y2 + x2 + 1 = 75

( x2 + 1 
[image: image204.wmf]M

 5

mà 0 < x2 ( 12 ( x2 = 4 hoặc x2 = 9

Với x2 = 4 ( y2 = 10 loại

Với x2 = 9 ( y2 = 4 thoả mãn 

cặp số (x,y) cần tìm là (3, 2)

 Bài 3: Tìm nghiệm nguyên của phương trình:

x2 + y2 = 2x2y2
Hướng dẫn:

Cách 1:

Đặt x2 = a, y2  = b

Ta có a + b = 2 ab ( 
a
[image: image205.wmf]M

  b

( 
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= 
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 ( a = ( b





b
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  a

Nếu a = b ( 2a = 2a2 ( a= a2 ( a= 0, a= 1

( (a,b) = (0, 0); (1, 1) 

Nếu a = - b ( 2 b2 = 0 ( a = b = 0

( (x2, y2) = (0, 0); (1, 1)

( (x, y ) = (0, 0); (-1, -1); (-1, 1); (1, -1) ; (1, 1)

Cách 2: 

Ta có x2 + y2 = 2x2y2
Do x2, y2 ( 0 

Ta giả sử x2 ( y2 ( x2 + y2 ( 2 y2 

( 2x2 y2 ( 2y2 

Nếu y = 0 phương trình có nghiệm (0;0)

Nếu y 
[image: image209.wmf]¹

 0( x2 ( 1 ( x2= 0 hoặc x2 = 1

( y2 = 0 (loại) hoặc y2 = 1 ( (x, y) = (1, 1); (1, -1) ; (-1, 1)

Vậy phương trình có nghiệm (x;y) =(0, 0); (-1, -1); (-1, 1); (1, -1) ; (1, 1)

Cách 3:

 Có x2 + y2 = 2x2y2 

( 2x2 + 2y2 = 4 x2y2
( 4 x2y2 –2x2 – 2y2 + 1 = 1

2x2 (2y2  - 1) – (2y2 - 1)= 1

( (2x2 – 1) (2y2 - 1) = 1

Mà 1 = 1.1 = (-1)(-1) ( (x2, y2) = (1, 1); (0, 0)

( (x, y) = (1, 1); (0, 0) ; (1, -1); (-1; -1); (-1, 1)

Bài 4: Tìm nghiệm tự nhiên của phương trình

x2 –3xy + 2y2+ 6 = 0

 Hướng dẫn:

Ta thấy(x, y) = (0, 0) không phải là nghiệm của phương trình

Ta coi phương trình x2 – 3xy + 2y2 + 6 = 0 ẩn x ta  tính 
[image: image210.wmf]y

D

= y2 – 24

Phương trình có nghiệm tự nhiên thì 
[image: image211.wmf]y

D

 là số chính phương

( y2 – 24 = k2 ( (y – k)(y + k) = 24

(k(N)

mà 24 = 24.1 = 12.2 = 6.4 = 3.8 ; y+k và y – k cùng chẵn

( 
y+ k = 6
( y = 5
  hoặc 
y+ k = 12
( y = 7

y – k = 4                                                y – k = 2

Thay vào ta tìm được (x,y) = (8, 7); (13, 7); (7, 5); (8,5)
Bài 5: Tìm nghiệm nguyên của phương trình 

2x2 + 2y2 – 2xy + y + x – 10 = 0

       Hướng dẫn:

Cách 1: 

Ta có phương trình đã cho ( 2x2 – (2y-1) x + 2y2 + y – 10 = 0

Coi x là ẩn  y là tham số ta có phương trình bậc 2 ẩn x

Xét 
[image: image212.wmf]y

D

 = (2y – 1)2 – 4.2 (2y2 + y -10) = -12y2 – 12y+ 81

Để nghiệm x nguyên thì 
[image: image213.wmf]y

D

 là số chính phương

Đặt k2= -12y2 – 12 y + 81 ( k2 + 3(2y + 1) = 84

( (2y + 1)2 = 28 - 
[image: image214.wmf]3

2

k

( 28; (2y + 1)2 lẻ ( (2y + 1)2 = 1, 9, 25

( y = 0, 1, -2, 2, -3 thử trực tiếp vào phương trình ta tìm được các cặp số (x, y) = (2, 0); (0, 2) thoả mãn

Cách 2: 

Đặt x + y = a, xy = b ta có x, y ( Z ( a, b ( Z

phương trình 2x2 – (2y-1) x + 2y2 + y – 10 = 0

 ( 2a2 – 4b + a – 10 = 0

( 4a2 – 8b + 2a – 20 = 0

( (a+ 1)2 + 3a2 – 8b – 21 = 0

( (a+ 1)2 + 3a2 = 8b + 21

lại có (x+ y)2( 4 xy ( a2 ( 4b

( 8b + 21 ( 2a2 + 21

( (a+ 1)2 + 3a2 ( 2a2 + 21

( (a+ 1)2 ( 21

mà (a+ 1)2 là số chính phương ( (a+ 1)2 ( {1, 4, 9, 16}

( a ( {0, 1, 2, 3}

Với a = 0 ( 12 + 3. 0 = 8b + 21 ( 8b = 20 loại

Với a = 1 ( (1+1)2 + 3.12 = 8b + 21 ( 8b = -14 loại

Với a = 2 ( (1+ 2)2 + 3.22 = 8b + 21 ( 8b = 0 ( b = 0

Với a = 3 ( (1+ 3)2 + 3.32 = 8b + 21 ( 8b = 22 loại

Vậy được a = 2, b = 0 (              xy = 0

                                                     x + y = 2

( (x, y )  = (0, 2); (2, 0)      thoả mãn

Bài 6 :Tìm  tất cả các nghiệm nguyên dương x, y sao cho 

                       x2 + 4x – y2 = 1

Hướng dẫn:

Cách 1:
Ta có x2 + 4x – y2 = 1

( (x + 2)2  - y2 = 5

( (x + 2+ y)(x+ 2-y) = 5

mà x, y  nguyên dương ( (x + 2+ y) > (x+ 2-y)

(  x+ 2 + y = 5     ( x = 1, y = 2

      x + 2 – y = 1

Vậy nghiệm của phương trình là x = 1, y = 2

Cách 2:

           Ta có x2 + 4 x – y2 = 1

             ( x2 + 4 x – (y2 +  1) = 0

          
[image: image215.wmf]'

y
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 = 4 + y2 +  1 ( x = 
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         Để phương trình có nghiệm  thì 
[image: image217.wmf]'

y

D

 là số chính phương ( 4 + y2 + 1 = k2
( (k- y) (k+ y) = 5 ( y = 2

thay vào phương trình tìm được x = 1

Vậy nghiệm nguyên dương của phương trình là x = 1; y = 2

Bài 7: Hai đội cờ thi đấu với nhau mỗi đấu thủ của đội này phải đấu 1 ván với mỗi đấu thủ của đội kia. Biết rằng  tổng số ván cờ đã đấu bằng 4 lần tổng số đấu thủ của hai đội và biết rằng số đấu thủ của ít nhất trong 2 đội là số lẻ hỏi mỗi đội có bao nhiêu đấu thủ.

Hướng dẫn:

Gọi x, y lần lượt là số đấu thủ của đội  1 và đội 2 (x, y nguyên dương )

Theo bài ra ta có xy = 4 (x + y) 

Đây là phương trình nghiệm nguyên ta có thể giải bằng các cách sau
[image: image218.wmf]M

 

Cách 1: Có xy = 4(x + y)

( xy – 4x – 4y + 16 = 16

( (x-4) (y - 4) = 16

mà 16 = 1.16 = 2.8 = 4.4 

lại có ít nhất 1 đội có số đấu thủ lẻ

(       x – 4 = 1        (   x = 5         hoặc     x = 20

                    y-4 = 16                y = 20                    y = 5

Cách 2: Ta thấy x, y bình đẳng.Không mất tính tổng quát ta giả sử x( y

           Ta có x, y nguyên dương xy = 4 (x + y)

           ( 
[image: image219.wmf]x

4

+ 
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4

= 1

          lại có 
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4

 ( 
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4

 ( 
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4

+ 
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 ( 
[image: image225.wmf]x
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 ( 
[image: image226.wmf]x

8

 ( 1

          ( x ( 8                          (   x= 5, 6, 7, 8

          Mà 
[image: image227.wmf]x

4

( 1 ( x > 4

 Thử trực tiếp ta được x = 5, y = 20 (thoả mãn)

          Vậy 1 đội có 5 đấu thủ còn đội kia có 20 đấu thủ

Bài 8: Tìm năm sinh của Bác Hồ biết rằng năm 1911 khi Bác ra đi tìm đường cứu nước thì tuổi Bác bằng tổng các chữ số của năm Bác sinh cộng thêm 3.

Hướng dẫn:

   Ta thấy nếu Bác Hồ sinh vào thể kỷ 20 thì năm 1911 Bác nhiều nhất là 11 tuổi (1+ 9 + 0 + 0 + 3) loại

Suy ra  Bác sinh ra ở thế kỷ 19 

Gọi năm sinh của Bác là  18 xy

(x, y nguyên dương, x, y ( 9)

Theo bài ra ta có

1911 - 18 xy = 1 + 8 + x + y = 3

( 11x + 2y = 99

( 2y 
[image: image228.wmf]M

  11 mà (2, 11) = 1 (     y
[image: image229.wmf]M

  11

                                                   mà 0( y ( 9


( y = 0 ( x = 9

Vậy năm sinh của Bác Hồ là 1890

Bài 9: Tìm tất cả các số nguyyên x, y thoả mãn phương trình 
[image: image230.wmf]2
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Hướng dẫn:

 Ta có 
[image: image232.wmf]2
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y

xy

x

y

x

+
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 = 
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3

 ( 7 (x+ y) = 3 (x2 – xy + y2)

    Đặt x + y = p , x – y = q ( p, q nguyên

( x = 
[image: image234.wmf]2

q

p

+

; y = 
[image: image235.wmf]2

q

p

-

 thay vào  phương trình có dạng 28 p = 3 (q2 + 3 q2) ( p > 0 và p
[image: image236.wmf]M

 3 đặt p = 3k  (k (Z
[image: image237.wmf]+

0

)

( 28k = 3(3k2+ q2) ( k
[image: image238.wmf]M

 3 và k có dạng 3m (m( Z+) ( 28 m = 27m2 + q

( m( 28 – 27m) = q2 ( 0

          ( m = 0 hoặc m = 1

Với m = 0 ( k = 0  ( q = 0 ( x = y = 0 (loại)

Với m = 1 thì k = 3; p = 9
[image: image239.wmf]
( 28 = 27 + q2 ( q = ( 1

Khi p = 9, q = 1 thì x = 5, y= 4

khi p = 9, q = 1- thì x = 4, y= 5 

Vậy nghiệm của phương trình là (x, y) = (4, 5); (5, 4)

Bài 10: Hãy dựng một tam giác vuông có số đo 3 cạnh là a, b, c là những số nguyên và có cạnh đo được 7 đơn vị 

Hướng dẫn:

      Giả sử cạnh đo được 7 đơn vị là cạnh huyền (a = 7)

       ( b2 + c2 = 72 ( b2 + c2 
[image: image240.wmf]M

 7 ( b
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 7; c
[image: image242.wmf]M

 7

      (vì số chính phương chia hết cho 7 dư 0, 1, 4, 2)

     lại có 0<b, c< 7 loại

       ( Cạnh đo được là  cạnh góc vuông giả sử b = 7 

      Ta có a2 – c2 = 49 ( (a+c)(a-c) = 49

       ( a+ c = 49      ( a = 25
  Vậy tam giác cần dựng có số đo 3 cạnh

            a – c = 1             c = 24

 là 7, 25, 24  

THỰC NGHIỆM SƯ PHẠM  

Sử dụng tính chất nghiệm của phương trình bậc 2 để giải phương trình nghiệm nguyên.

I-Mục đích, yêu cầu:

1) Thông qua việc giải các bài tập hệ thống và khắc sâu thêm các kiến thức cơ bản về phương trình bậc 2, nghiệm của phương trình bậc hai.

2) Củng cố kiến thức về số chính phương, phép chia hết, phép chia có dư

3) Phát huy trí lực của học sinh trong dạy toán

II- Đồ dùng dạy học: 

Phiếu học tập, máy chiếu giấy trong hoặc bảng phụ

III-Các hoạt động trong giờ: 
	Hoạt động của thầy
	Hoạt động của trò

	Hoạt động 1
[image: image243.wmf]M

  Kiểm tra bài cũ

	Giáo viên nêu câu hỏi kiểm tra:

?1. Viết  công thức nghiệm  tổng quát của phương trình bậc 2 

         a x2 + bx + c = 0 (a ( 0)?

?2. Sắp xếp phương trình bậc hai sau theo ẩn x; theo ẩn y

     3x2 + y2 + 4xy + 4x + 2y + 5  = 0

?3.Nêu hệ quả của định lý Viet về phương trình bậc hai

Giáo viên nhận xét, đánh giá .
	Ba em học sinh lên bảng trình bày.

HS1:  Phương trình    a x2 + bx + c = 0

                                    
[image: image244.wmf]D

 = b2 – 4 ac

Nếu 
[image: image245.wmf]D

 < 0  phương trình vô nghiệm

Nếu 
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 = 0 phương trình có 1 nghiệm kép  x = 
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Nếu 
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 > 0 phương trình có 2 nghiệm phân biệt

                   x1, 2 = 
[image: image249.wmf]a
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HS2:

- Đối với ẩn y:

y2 + (4x + 2)y + 3x2 + 4x + 5 = 0

- Đối với ẩn x:

 3x2 + ( 4y +4 )x + 3x2 + 4x + 5 = 0

HS3: Nếu phương trình  a x2 + bx + c = 0 (a ( 0 ) có hai nghiệm x1 và x2  thì :            
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Học sinh đối chiếu kết quả với bài của mình, nhận xét

	Hoạt động 2: Các ví dụ

	Giáo viên đặt vấn đề: 

Giải phương trình nghiệm nguyên 

3x2 + y2 + 4xy + 4x + 2y + 5  = 0 (1)

Gợi ý:

- Viết phương trình (1) thành phương trình bậc 2 ẩn y rồi tính 
[image: image251.wmf]'
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 ?

- Nếu pt bậc 2 có nghiệm thì nghiệm được tính bằng công thức nào?

- Do x, y nguyên có nhận xét gì 
[image: image252.wmf]'

x

D

?

- Viết số 4 dưới dạng tích hai số nguyên?

- Em có nhận xét gì về x – k và x + k - Thay x và k vào (1) tìm y?

*Em hãy thực hiện tương tự với ẩn y?

Đã vận dụng kiến thức nào để giải  phương trình đã cho. Yêu cầu HS kiểm tra các bước giải

Qua ví dụ trên em hãy nêu lại phương pháp giải?

( giáo viên đưa lên màn hình tóm tắt theo 6 bước )

Bước 1: Viết phương trình bậc hai theo ẩn x

Bước 2: Tính 
[image: image253.wmf]y
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 ( x1, 2 = 
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Bước 3: Đặt 
[image: image255.wmf]'
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 = k2

Bước 4: Tìm y và k

Bước 5: Thay y và k vào phương trình để tìm x

Bước 6: Trả lời


	Học sinh nghe và ghi chép

HS:    Ví dụ 1: Giải pt nghiệm nguyên

                 3x2 + y2 + 4xy + 4x + 2y + 5  = 0 (1)

HS:      ( y2 + (4x + 2)y + 3x2 + 4x + 5 = 0
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 = x2 – 4

                  y1,2 = -(2x + 1) ( 
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Do x, y nguyên  
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 nguyên ( 
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 là số chính phương . Đặt 
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 = k2 

( x2 – 4  = k2
( (x- k)(x+ k) = 4

Ta có 4 = 1.4 = 2.2 = (-1).(-4) = (-2). (-2)

x – k; x + k cùng chẵn ( x – k = x + k = ( 2

 ( k = 0, x = ( 2 thay vào (1) tìm y .

Vậy nghiệm của phương trình:(x, y) = (2, -5);(-2, 3)

HS: Phương trình (1) tương đương với:

              3x2 + ( 4y +4 )x + 3x2 + 4x + 5 = 0

            
[image: image261.wmf]'
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 = y2 + 2y – 11

Do x, y nguyên  
[image: image262.wmf]'
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 nguyên ( 
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 là số chính phương . Đặt 
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 = k2 

          ( (y +1- k)( y + 1 + k) = 12

Mà y +1- k và y + 1 +k cùng chẵn

12 = 2.6 = ( -2). (-6)
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· y = 3 hoặc y = - 5 . Thay vào (1)

Vậy nghiệm của phương trình: (x, y)= (2, -5); (-2, 3)

HS: Học sinh suy nghĩ, trả lời



	Ví dụ 2: Giải pt nghiệm nguyên 

      x2 –(y + 5)x + 5y + 2 = 0

-yêu cầu học sinh nêu lại phương pháp giải như ví dụ 1?

-Ngoài cách giải theo ví dụ 1 còn cách nào khác không?

-Giả sử phương trình có hai nghiệm x1 và x2 theo định lí Viet ta có điều gì?

- Tìm biểu thức liên hệ giữa x1 và x2
-Phân tích số 2 thành tích của hai số nguyên.

-Tìm x1 và x2 sau đó tìm tổng của chúng 

-Trả lời bài toán trên

Hãy nêu lại các bước làm

Bước 1: - Viết hệ quả định lý Viet.

Bước 2: Tìm biểu thức liên hệ gữa x1 và x2

Bước 3: Tìm x1 và x2 sau đó tìm y

Bước 4: Trả lời bài toán
	Học sinh nghe và ghi chép

Học sinh trả lời miệng

Học sinh suy nghĩ trả lời.

HS:  Gọi  x1 và x2 là nghiệm của phương trình 
[image: image267.wmf]
                  x2 -(y + 5)x + 5y + 2 = 0

  Theo định lý Viet:
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Ta có: 5x1 + 5x2 – x1x2 = 23

       hay  ( x1 – 5)( x2 – 5) = 2

 Nên:

        
[image: image269.wmf]î

í

ì

=

-

=

-

2

5

1

5

2

1

x

x

           hoặc         
[image: image270.wmf]î

í

ì

-

=

-

-

=

-

2

5

1

5

2

1

x

x


( x1 + x2 = 13 hoặc x1 + x2 = 7 ( y = 8 hoặc y = 2

Vậy (x, y) = (7,8); (6,8); (4, 2); (3, 2) là nghiệm của phương trình.

HS: Học sinh trả lời miệng



	Hoạt động 3: Luyện tập

	Đối với giải nghiệm nguyên của phương trình bậc 2 gồm những phương pháp nào?

Giáo đưa đề bài lên màn hình:

Bài 1: Tìm nghiệm nguyên của phương trình sau

    x2 – 3 xy + 2y2 + 6 = 0 (2)

Gọi học sinh lên bảng trình bày

Tìm nghiệm cuả từng hệ(I,II,III,IV) thay vào phương trình (2) tìm x
	Phương pháp1: Vận dụng công thức nghiệm của phương trình bậc 2

Phương pháp2:Dùng hệ quả của định lý Viet

Bài 1: Tìm nghiệm nguyên của phương trình sau

              x2 – 3 xy + 2y2 + 6 = 0 (2)

Giải:

Tính 
[image: image271.wmf]y
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= y2 – 24

( 
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 là số chính phương. Đặt y2 – 24 = k 

( (y-k)(y+ k) = 24 lại có y – k; y + k  cùng tính chẵn lẻ 

(I)
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     Ngiệm (x,y)= ( 8;5) ; (7;5)

(II)
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     Ngiệm (x,y)= ( -7;-5) ; (-8;-5)

 (III)
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     Ngiệm (x,y)= ( 8;7) ; (13;7)

 (IV)
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     Ngiệm (x,y)= ( -8;-7) ; (-13;-7)

Vậy phương trình có nghiệm (x,y)= ( 8;5) ; (7;5) ; ( -7;-5) (-8;-5);( 8;7) ; (13;7) ( -8;-7) ; (-13;-7)

	Hoạt động 4
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  Kiểm tra đánh giá

	GV phát phiếu học tập yêu cầu HS giải sau đó  GV thu phiếu nhận xét


	Bài 1:Tìm nghiệm nguyên của phương trình

           a, x2 – 4x- y2 = 1

           b, 2x2 + 2y2 – 2xy + y + x = 10

Bài 2: Tìm nghiệm nguyên của phương trình :

           5x + 7y = 56

	Hoạt động 5:Hướng dẫn về nhà

Xem lại vở ghi.

1.Giải phương trình nghiệm nguyên sau:

                        x2 + y2 = x + y + 8

2. Tìm giá trị nguyên của m để 2 phương trình sau có ít nhất 1 nghiệm chung

                        2x2 + (3m - 1)x – 3 = 0   (1)

                        6x2 – (2m – 3) x – 1 = 0  (2)


D. KẾT QUẢ THỰC HIỆN.

1) Kết quả chung

Sau khi áp dụng đề tài vào giảng dạy đa số học sinh không những nắm vững cách giải phương trình nghiệm nguyên mà còn vận dụng linh hoạt trong các dạng toán khác.

2) kết quả cụ thể

Kiểm tra 10 học sinh lớp 9 theo các đợt khác nhau dưới dạng phiếu học tậpthu được kết quả sau:

Đề bài

          Bài 1:Tìm nghiệm nguyên của phương trình

                       a, x2 – 4x- y2 = 1

                       b, 2x2 + 2y2 – 2xy + y + x = 10

          Bài 2: Tìm nghiệm nguyên của phương trình :

           5x + 7y = 56

	D​ưới điểm 5
	 Điểm 5 - 7
	Điểm 8 - 10
	Điểm 5 - 10

	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%
	SL
	%

	1
	20
	4
	40
	5
	40
	8
	90


C – KẾT LUẬN

           Đề tài này đã nhận được thử nghiệm qua nhiều năm bồi dưỡng học sinh giỏi tôi thấy học sinh nắm được bài và rất hứng thú học tập. Tôi nghĩ rằng tôi cần phải cố gắng  đọc thêm tài liệu, học hỏi thầy cô và các bạn đồng nghiệp để tiếp tục xây dựng đề tài ngày càng phong phú hơn.

          Phương pháp giải phương trình nghiệm nguyên là phương pháp được ứng dụng rộng rãi trong nhiều bài toán dạng toán. Song vì thời gian eo hẹp nên đề tài này không thể tránh được những sai sót.

Hải Dương, ngày 05 tháng 6 năm 2006

   


Người thực hiện

Xác nhận của trường THCS Trường Thành


................................................................................................................

................................................................................................................

                                                                                                                                                        Lê Văn Trung
................................................................................................................

................................................................................................................
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