
PHẦN B. BÀI TẬP TỰ LUẬN (PHÂN DẠNG)

DẠNG 1. CHỨNG MINH HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG

1. Tính chất đường trung bình

,  là trung điểm của , . Khi đó .
2. Định lý Ta-lét

.
3. Tính chất cạnh đối của hình bình hành

Hai phương pháp để chứng minh tứ giác là hình bình hành:

*) Chứng minh: .
*) Hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường.

Câu 1. (SGK-KNTT 11-Tập 1) Cho hình chóp  có đáy  là hình bình hành (H.4.17).

BÀI 11. HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG 
CHƯƠNG 4. QUAN HỆ SONG SONG TRONG KHÔNG GIAN



a) Trong các đường thẳng , hai đường thẳng nào song song, hai đường thẳng nào cắt
nhau?

b) Gọi  lần lượt là hai điểm thuộc hai cạnh . Trong các đường thẳng  có
hai đường thẳng nào chéo nhau hay không?

Lời giải

a) Hai đường thằng  và  cắt nhau tại giao điểm .

Hai đường thằng  và  song song với nhau (do  là hình bình hành).

Hai đường thằng  và  cắt nhau tại giao điểm 

b) Vì hai điểm  lần lượt là hai điểm thuộc hai cạnh  nên hai điểm  thuộc mặt

phẳng hay các điểm , ,  ,  ,   cùng thuộc một mặt phẳng nên các đường thẳng

 đồng phẳng, do đó khi lấy bất kì  trong  đường thằng trên thì chúng có thể cắt

nhau hoặc song song hoặc trùng nhau. Vậy trong các đường thẳng  , không có hai
đường thẳng nào chéo nhau.

Câu 2. (SGK-KNTT 11-Tập 1) Trong hình chóp tứ giác , chỉ ra những đường thẳng:

a) Chéo với đường thẳng ;
b) Chéo với đường thẳng .

Lời giải

a) Các đường thẳng chéo với đường thẳng  là  và .

Giải thích: Nếu hai đường thẳng   và   không chéo nhau thì chúng cùng thuộc một mặt

phẳng. Khi đó bốn điểm đồng phẳng, trái với giả thiết  là hình chóp. Do đó,

hao đường thằng  và  chéo nhau. Tương tự, giải thích được hai đường thẳng  và 
chéo nhau.

b) Các đường thằng chéo với đường thẳng  là  và . Giải thích tương tự câu a.

Câu 3. (SGK-KNTT 11-Tập 1) Một chiếc gậy được đặt một đầu dựa vào tường và đầu kia trên mặt sàn 
(H.4.20).



Hỏi có thể đặt chiếc gậy đó song song với một trong các mép tường hay không?
Lời giải

Ta không thể đặt chiếc gậy đó song song với một trong các mép tường vì điểm đầu gậy chạm với
sàn và  điểm góc của tường là các điểm không đồng phẳng nên đường thẳng tạo bởi chiếc gậy
và một trong các mép tường là hai đường thẳng chéo nhau.

Câu 4. (SGK-KNTT 11-Tập 1) Cho hình chóp  có đáy là hình bình hành. Trong các cặp đường
thẳng sau, cặp đường thẳng nào cắt nhau, cặp đường thẳng nào song song, cặp đường thẳng nào chéo nhau?

a)  và ;
b)  và ;
c)  và .

Lời giải

a) Hai đường thằng  và  song song với nhau do đáy  là hình bình hành.

b) Hai đường thẳng  và  cắt nhau do đây là hai đường chéo của hình bình hành .

c) Hai đường thằng  và  chéo nhau.

Thật vậy, nếu hai đường thẳng  và  không chéo nhau, tức là hai đường thằng này đồng

phằng hay bốn điểm , , ,  đồng phẳng, trái với giả thiết  là hình chóp.

Câu 5. Cho hình lập phương , . ,  là trung điểm của , . 

Chứng minh .
Lời giải



*) :  là đường trung bình ,  .

*) Tính chất hình lập phương: , ,  .

*) Từ (1) và (2) ,  Tứ giác AMNO là hình bình hành.

. (đpcm)

Câu 6. Lăng trụ .  là trung điểm , , . Chứng minh .
Lời giải

*)  có  là đường trung bình ,  .

*) Ta có .

*) Từ (1) và (2)  là hình bình hành.

.

Câu 7. Cho tứ diện  có  lần lượt là trọng tâm của tam giác , . Chứng minh rằng:

.



Lời giải

Gọi  là trung điểm của 

Xét tam giác  có:  (do  là trọng tam của tam giác )

Xét tam giác  có:  (do  là trọng tam của tam giác )

Do   (Định lí Ta-let)

Câu 8. Cho tứ diện  Trên  lấy điểm  sao cho: . Qua  kẻ  song 

song với  (  thuộc ). Chứng minh rằng //
Lời giải

P
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S

A

B

C

Vif 

Ta có: 

Vậy 



Câu 9. Cho hình chóp , có đáy là hình bình hành. Gọi  là các điểm lần lượt trên 

 sao cho // // //

a) Chứng minh: // .

b) Gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh // // .
Lời giải
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M

A B

D C
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a) Chứng minh: // .

Xét tam giác . Ta có: 

Tương tự: 

Tương tự: 

Từ  suy ra 

Vậy: .

b) Chứng minh // // .

Ta có:  giao tuyến là đường thẳng  qua  song song  và 

Mà 

Câu 10. Cho hình chóp  có đáy là tứ giác lồi. Gọi  là trọng tâm tam giác  và .  

là trung điểm 

a) Chứng minh rằng //

b) Gọi  là giao điểm của  với  và . Chứng minh rằng // .
Lời giải
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a) Gọi  là trung điểm 

Xét  có  ( tính chất của trọng tâm tam giác)

Vậy 

b) Dựng 

Tìm , , gọi 

Ta có:  và  mà 

Câu 11. Cho hình chóp ,  sao cho . là trung điểm , .  là điểm đối 

xứng với  qua ,  là điểm đối xứng với  qua .

a) Chứng minh .

b) Chứng minh .

Lời giải

a) *)  có  là đường trung bình , .

*)  có  là đường trung bình (2).

*) Từ (1) và (2) (đpcm).

b)  Tứ giác   có  hai  đường chéo  cắt  nhau tại   là  trung điểm của mỗi  đường

là hình bình hành. (đpcm).



Câu 12. Tứ diện .  là trung điểm , , , , , . Chứng minh

 đồng quy tại mỗi đường.
Lời giải
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*) :  là đường trung bình ,  .

*) :  là đường trung bình ,  .

*) Từ (1) và (2)  là hình bình hành.

 cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường (3).

*) :  là đường trung bình ,  .

*) :  là đường trung bình ,  .

*) Từ (4) và (5)  là hình bình hành.

 cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường (6).

Từ (5) và (6) suy ra  đồng quy tại mỗi đường.



DẠNG 2. TÌM GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT PHẲNG

Có 2 phương pháp tìm giao tuyến  và .
+ Tìm 2 điểm chung.
+ Tìm bằng định lý giao tuyến

.

Q
P

c

a
b

M

Bài toán tổng quát: Dựng  qua  và .

P
b'

a'

b

a

M

+ Qua  dựng  <Đúng + Đủ>

+ Qua  dựng  <Đúng + Đủ>

.

Câu 13. (SGK – KNTT 11-Tập 1) Cho hình chóp  có đáy  là hình bình hành (H.4.25).

Hãy xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và .

Lời giải



Hai mặt phẳng  và  có điểm chung  và chứa hai đường thẳng song song là  và

. Do đó, giao tuyến của hai mặt phẳng  và  là đường thẳng  đi qua  và song

song với , .

Câu 14. (SGK – KNTT 11-Tập 1) Một bể kính chứa nước có đáy là hình chữ nhật được đặt nghiêng như 
Hình 4.26.

Giải thích tại sao đường mép nước  song song với cạnh  của bể nước.
Lời giải

Giả sử mặt phẳng  mà mặt nước, mặt phẳng  là mặt đáy của bể kính và 
là một mặt bên của bể kính.

Ba mặt phẳng ,   và  là ba mặt phẳng đôi một cắt nhau theo các giao

tuyến  ,   và  . Vì   (do đáy của bể là hình chữ nhật) nên ba đường thẳng

 và  đôi một song song. Vậy đường mép nước  song song với cạnh  của bể
nước.

Câu 15. (SGK – KNTT 11-Tập 1) Cho hình chóp  có đáy  là hình thang . 

Gọi  là trung điểm của đoạn thẳng .

a) Xác định giao tuyến của mặt phẳng  và .

b) Gọi   là giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng . Chứng minh rằng  là

đường trung bình của tam giác 
Lời giải



a) Vì  thuộc  nằm trong mặt phẳng  nên  thuộc mặt phẳng .

Mà  thuộc mặt phẳng  nên  là điểm chung của hai mặt phẳng  và .

Lại có hai mặt phẳng  và  chứa hai đường thẳng song song  và .

Do đó, giao tuyến của hai mặt phằng (  và  là đường thằng  đi qua  và song

song với .

b) Trong tam giác , đường thẳng  đi qua điểm  và song song với  cắt cạnh  tại

một điểm .

Vì  thuộc  và  nằm trong mặt phẳng (  nên  thuộc mặt phẳng ( .

Vậy  là giao điểm của đường thẳng  và mặt phẳng .

Xét tam giác  có  là trung điểm của  và  thuộc  nên đường thẳng

 là đường trung bình của tam giác .

Câu 16. (SGK – KNTT 11-Tập 1) Cho tứ diện . Gọi  lần lượt là trung điểm của các cạnh

 và  là một điểm thuộc cạnh . Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và  và 

chứng minh giao tuyến đó song song với .
Lời giải

- Trong tam giác , gọi giao điểm của hai đường thẳng  và  là . Trong tam giác

, gọi giao điểm của hai đường thẳng  và  là .

Vì   thuộc   nên   thuộc mặt phẳng , vì   thuộc   nên   thuộc mặt phẳng

, do đó đường thẳng  nằm trong mặt phẳng . Vì  thuộc  nên  thuộc

mặt phẳng , vì   thuộc  nên  thuộc mặt phẳng , do đó đường thẳng 

nằm trong mặt phẳng . Vậy đường thằng  là giao tuyến của hai mặt phẳng  và

 hay đường thằng  cần tìm chính là đường thẳng .

- Xét tam giác  có  lần lượt là trung điểm của các cạnh  nên  là đường

trung bình của tam giác , do đó .



Hai mặt phẳng  và  có chứa hai đường thẳng song song là  và . Do đó,

giao tuyến  của hai mặt phẳng  và  song song với  và .

Vậy .

Câu 17. (SGK – KNTT 11-Tập 1) Khi hai cánh cửa sổ hình chữ nhật được mở, dù ở vị trí nào, thì hai 
mép ngoài của chúng luôn song song với nhau (H.4.29). Hãy giải thích tại sao.

Nếu hai cánh cửa sổ có dạng hình thang như Hình 4.30 thì có vị trí nào của hai cánh cửa để hai
mép ngoài của chúng song song với nhau hay không?

Lời giải
+) Mỗi cánh cửa ở Hình 4.29 đều có dạng hình chữ nhật nên các cạnh đối diện của mỗi cánh cửa
song song với nhau.

Khi đó ta có  và .

Lại có các đường thằng  và  là đường thẳng giao tuyến giữa khung cửa và cánh cửa nên 
.

Do vậy, bốn đường thẳng  luôn đôi một song song với nhau.
Vậy khi hai cánh cửa sổ hình chữ nhật được mở, dù ở vị trí nào, thì hai mép ngoài của chúng luôn
song song với nhau.
+) Nếu hai cánh cửa sổ có dạng hình thang như Hình 4.30 thì không có vị trí nào của hai cánh cửa
để hai mép ngoài của chúng song song với nhau.

Câu 18. Chóp , đáy  là hình bình hành. Tìm giao tuyến của:

a)  và . b)  và .

Lời giải

A

D

B

C

a)  và  suy ra .

b)  và  suy ra .



Câu 19. Cho hình chóp  có đáy là hình bình hành. Điểm  thuộc cạnh , điểm  và  lần 

lượt là trung điểm của  và .

1) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và .

2) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và .

3) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và .
Lời giải

1) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và 

Ta có:   với 

2) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và 

Lại có : 

Ta có :   với 

3) Xác định giao tuyến của hai mặt phẳng  và .

Ta có : 

Xét tam giác  có:  là đường trung bình của tam giác 

Do   với .

Câu 20. Cho hình chóp . Mặt đáy là hình thang có cạnh đáy lớn ,  cắt  tại , điểm

 thuộc cạnh .

1) Xác định giao tuyến  của  và . Tìm giao điểm  của  và .



2) Chứng minh rằng:  đồng quy.
Lời giải

1) Xác định giao tuyến  của  và . Tìm giao điểm  của  và 

Ta có:   với 

Trong  gọi  

2) Chứng minh rằng:  đồng quy

Ta có: 

Trong  gọi  là giao điểm của  và 

Vậy ba đường thẳng  đồng quy tại .

DẠNG 3. THIẾT DIỆN CHỨA ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG VỚI ĐƯỜNG THẲNG 
KHÁC

Thiết diện của mặt phẳng  với chóp



P

A

B

C

D

S

D'A'

B'
C'

+ Thiết diện là một đa giác phẳng khép kín
Tìm thiết diện bằng cách tìm giao tuyến với mặt bên, mặt đáy

Câu 21. (SGK-KNTT 11-Tập 1) Cho tứ diện . Gọi  lần lượt là trung đểm của các 

đoạn thẳng  (H.4.22).

a) Chứng minh rằng tứ giác  là hình bình hành.

b) Chứng minh rằng các đoạn thẳng  cùng đi qua trung điểm của mỗi đoạn.
Giải

a) Trong tam giác , ta có  là đường trung bình nên  và . Tương

tự với tam giác , ta có  và . Do đó  và , suy ra tứ

giác  là hình bình hành.

b) Từ câu a suy ra hai đoạn thẳng  và  cắt nhau tại trung điểm của mỗi đoạn. Tương tự,
hai  đoạn thẳng   và   cắt  nhau tại  trung điểm của mỗi  đoạn.  Do đó,  các  đoạn thẳng

 cùng đi qua trung điểm của mỗi đoạn.

Câu 22. (SGK-KNTT 11-Tập 1) Cho hai hình bình hành  và  không cùng nằm trong một 
mặt phẳng (H.4.16).



Chứng minh rằng bốn điểm ,  đồng phẳng và tứ giác  là hình bình hành.
Lời giải

Ta có:  (do  là hình bình hành) và  (do  là hình bình hành).

Do đó, .

Khi đó, hai đường thẳng  và  đồng phẳng hay bốn điểm  đồng phẳng.

Lại có  và  (do  và  là các hình bình hành) nên .

Vậy tứ giác  là hình bình hành.

Câu 23. (SGK-KNTT 11-Tập 1) Cho hình chóp  có đáy  là hình bình hành. Gọi

 lần lượt là trung điểm của các cạnh bên , .

Chứng minh rằng tứ giác  là hình bình hành. 
Lời giải

Xét tam giác  có  và  lần lượt là trung điểm của các cạnh  và  nên  là đường

trung bình của tam giác , suy ra  và .

Tương tự ta có  là đường trung bình của tam giác  nên  và .

Lại có đáy  là hình bình hành nên  và .

Khi đó,  và . Vậy tứ giác  là hình bình hành.

Câu 24. (SGK-KNTT 11-Tập 1) Cho hình chóp  có đáy  là hình thang . Gọi

 lần lượt là trung điểm của các cạnh . Chứng minh rằng tứ giác  là hình thang.
Lời giải



Xét tam giác  có  và  lần lượt là trung điểm của các cạnh  và  nên  là đường

trung bình của tam giác , suy ra . Mà đáy  là hình thang có .

Do đó, . Vậy tứ giác  là hình thang.

Câu 25. Cho hình chóp , đáy  là hình vuông cạnh , tâm . Mặt bên  là tam giác 

đều. Góc . Gọi  là đường thẳng qua  và song song với .

a) Tìm giao điểm .CMR .

b) Xác thiết diện của  với hình chóp. Tính diện tích thiết diện.
Lời giải

a) , 

Rõ ràng  và là hình bình hành nên .

b)  nên thiết diện của  với hình chóp là 

Câu 26. Cho hình chóp , đáy  là hình bình hành. Gọi , , lần lượt là trọng tâm của

, .  là trung điểm của . Xác định thiết diện  với hình chóp .
Lời giải



Vì , , lần lượt là trọng tâm của ,  nên .

Ta có .

Gọi  và  là giao điểm của  với và   và

,  thiết diện là .

Câu 27. Chóp  có ,  là hình vuông cạnh , ,  để

 . Mặt phẳng  qua  và . Dựng . Tìm thiệt diện. Tính  theo

.
Lời giải

*) Dựng .

+) Qua  dựng .

+) Qua  dựng .

.

P

B

N

CD

A

M

Q

S

*) Tìm thiết diện; Trái, phải, trước, sau, đáy.

*) Ta có .



*) Định lý: .

*) Thiết diện là tứ giác .

*) Tính .

Ta có  .

+) Tính : .

+) Tính : .

.

Câu 28. Chóp , , ,  đều, .  để .  

qua  và song song . Dựng . Tìm thiết diện. Tìm  để diện tích thiết diện lớn nhất.
Lời giải

Dựng :

- Qua dựng .

- Qua  dựng 

.

Tìm thiết diện:

- Ta có: .

 thiết diện là tứ giác .



Tính diện tích thiết diện:  là hình chữ nhật.

.

.

.

.

Câu 29. Chóp , , .  là hình thang vuông ở  và .

,  để .  qua  và song song . Dựng . Tìm

thiết diện. Tính diện tích thiết diện .
Lời giải

 thiết diện là tứ giác .

Tính 

- .

- .

.

.

.



.

Câu 30. Chóp , , ,  là hình vuông cạnh , tâm .  để

.  qua  và song song với , . Dựng . Tìm thiết diện. Tính 
Lời giải

Qua  dựng  song song .

Qua  dựng  song song .

Qua  dựng  song song .

Qua  dựng  song song .

Vậy thiết diện là .

Vì là hình thang vuông bằng nhau.

.

.

.

.

Câu 31. Chóp , ,  là hình vuông cạnh . .  để

.  qua  và song song với .Dựng . Tìm thiết diện. Tính .
Lời giải



Qua  dựng  song song .

Qua  dựng  song song .

Vậy thiết diện là .

Vì là hình thang vuông.

Ta có: .

.

.

Câu 32. Cho hình chóp , đáy  là hình vuông cạnh , tâm . Mặt bên  là tam giác 

đều. . Gọi ,  lần lượt là trung điểm của  và . Gọi  là trung điểm 

.

a) Chứng minh rằng  là hình thang cân.

b) Đặt  tính diện tích  theo  và . Tìm  để diện tích này nhỏ nhất.

Lời giải



a) Tìm ,

Vì  nên  là hình thang.

 hay  là hình thang cân.

b) Dựng đường cao  của là hình thang .

Diện tích hình thang 

; ; 

Tính 

Xét : 

. ,

; khi min khi  hay 
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