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CHUYÊN ĐỀ 8. SỐ NGUYÊN TỐ, SỐ CHÍNH PHƯƠNG

A.TRỌNG TÂM CẦN ĐẠT

KIẾN THỨC CẦN NHỚ:

1. Một số chính phương khi chia cho 3 có số dư là 0 hoặc 1.

2. Một số chính phương khi chia cho 4 có số dư là 0 hoặc 1.

3. Một số chính phương khi chia cho 5 có số dư là 0 hoặc 1 hoặc 4.

4. Một số chính phương khi chia cho 8 có số dư là 0 hoặc 1 hoặc 4.

5. Nếu một số chính phương chia hết cho một số nguyên tố p thì nó chia hết cho
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6. Với mọi số nguyên dương n ta có
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7. Với mọi số nguyên dương n ta có 
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Chữ số tận cùng của một số chính phương

8. Một số chính phương không thể có tận cùng là một trong các chữ số 2,3,7,8.

9. Một số chính phương có chữ số tận cùng là 6 thì phải có chữ số hàng chục là lẻ.

10. Một số chính phương có chữ số tận cùng là 1 thì phải có chữ số hàng chục là số chẵn.

11. Tích 2 số tự nhiên liên tiếp là số chính phương thì phải có 1 số bằng 0.

12. Nếu 
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13.  Nếu 
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14. 
a, Định lý Fermat nhỏ: Nếu p là số nguyên tố và a là số nguyên không chia hết cho p thì 
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b, Nếu 
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mà p là số nguyên tố có dạng 
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thì a, b đều chia hết cho p.

Chứng minh:

a, Vì a không chia hết cho p nên các số 
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đôi một khác nhau. Thật vậy nếu có 2 số 
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Từ đó ta có: 
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có cùng số dư với 
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có cùng số dư khi chia cho p hay 
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và 1 có cùng số dư khi chia cho p nói cách khác
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b, Giả sử một trong hai số a, b không chia hết cho p, suy ra số còn lại không chia hết cho p. 

Theo định lý nhỏ Fermat:
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, do 
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chia hết cho P suy ra 
[image: image33.wmf]2

p

M

, do p là số nguyên tố nên suy ra
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15. Một số tính chất liên quan đến đồng dư:

Định nghĩa: Cho a, b là các số nguyên và m là số nguyên dương. Ta nói a đồng dư với b theo môđun m nếu có cùng số dư khi chia cho m.

Kí hiệu
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Tính chất: Cho 
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+ Định lý Fermat: Cho số nguyên tố p và số nguyên dương a khi đó ta có:
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Một số ví dụ tiêu biểu

Ví dụ 1

Cho a, b, c là những số nguyên khác không, 
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không phải là số nguyên tố.

Lời giải:

Tacó: 
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Từ 
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Dễ thấy 
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là một số nguyên tố thì xảy ra bốn trường hợp sau:
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Hai trường hợp đầu tiên ta thu được: 
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Nhận xét: Để chứng minh a là số nguyên tố ta phân tích 
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Ví dụ 2.

Tìm tất cả các số nguyên dưcmg a, b sao cho 
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là một số nguyên tố.

Lời giải:

Ta có: 
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Vì 
[image: image77.wmf](

)

2

2

1

abb

++>

 nên 
[image: image78.wmf]44

4

ab

+

chỉ có thể là số nguyên tố khi
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Ví dụ 3.

Tìm các số nguyên dương a, b, c thỏa mãn: 
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Lời giải:

Đặt 
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 Do a, b, c nguyên dương nên 
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
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Ví dụ 4.

Cho các số nguyên dương a, b, c, d thỏa mãn điều kiện
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Lời giải:

Ta có: 
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Giả sử ngược lại, 
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Nhưng điều này vô lý vì p là nguyên tố và 
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Ví dụ 5.

Chứng minh rằng: Nếu 
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Lời giải:
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Ví dụ 6.

Chứng minh rằng: Nếu p và 
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Lời giải:
Ta có: 
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Ví dụ 7.

Tìm các số nguyên tố p, q sao cho 
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Ví dụ 8.

Cho 3 số tự nhiên a, b, c  thỏa mãn điều kiện: 
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Lời giải:
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Ví dụ 9.

Tìm các số tự nhiên x, y sao cho 
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Ví dụ 10.

Với p là số nguyên tố, đặt
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Theo định lý Fermat nhỏ thì 
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Ví dụ 11.

Tìm số nguyên tố p sao cho 
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Ví dụ 12.

Tìm các số nguyên dương x, y, z thỏa mãn: 
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Ví dụ 13.

Tìm tất cả các số nguyên dương lẻ n sao cho sao cho tồn tại các số nguyên tố p, q, r thỏa mãn: 
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Lời giải:
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Ví dụ 14.
Cho p là số nguyên tố sao cho 
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Lời giải:
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Ví dụ 15.

Tìm bộ số nguyên dương 
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Ví dụ 16


Tìm các số nguyên tố x, y thỏa mãn: 
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)

4

2

2222

22119.

xyyxy

+=+++


Lời giải:
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Ví dụ 17.

Giả sử n là số tự nhiên lớn hơn 1 sao cho 
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Ví dụ 18

Chứng minh rằng nếu số nguyên n lớn hơn 1 thoả mãn 
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Ví dụ 19.

Tìm các số nguyên tố p, q sao cho
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Lời giải:

Ta xét cả 2 số p, q đều khác 3. Khi đó p, q khi chia cho 3 có số dư là 1 hoặc 2.

Nếu p và q có cùng số dư khi chia cho 3 thì 
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[image: image335.wmf]3

p

=

 khi đó 
[image: image336.wmf]5

27

q

<

nên không tồn tại q .

Xét 
[image: image337.wmf]3

q

=

thì 
[image: image338.wmf](

)

2

3

24337.

ppp

-=+Þ=

 Vậy 
[image: image339.wmf](

)

(

)

;7;3.

pq

=


Ví dụ 20.

Tìm các số nguyên tố p, q sao cho 
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Lời giải:
Nếu  
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Ví dụ 21.

Giả sử a, b là số tự nhiên sao cho 
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Ví dụ 22.

Cho p là số nguyên tố lớn hơn 3. Chứng minh rằng:
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b, 
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Lời giải:
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Ví dụ 23.

Cho p là số nguyên tố. Tìm tất cả các số nguyên k sao cho 
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[image: image418.wmf](

)

2

1

4

p

k

+

=

 với p là số nguyên tố lẻ.

Ví dụ 24. 

Cho p là số nguyên tố sao cho 
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Ví dụ 25.

Cho p là
số nguyên tố lớn hơn 3. Chứng minh 
[image: image432.wmf]2

2017

p

-

 chia hết cho 24. (Đề tuyển sinh Chuyên Toán Amsterdam 2017).

Lời giải:
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Ví dụ 26.





Cho a, b, c là các số nguyên dương. Chứng minh 
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Lời giải:
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Ví dụ 1.

Tìm các số nguyên dương x, y, z sao cho 
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Lời giải:

Đặt 
[image: image464.wmf](

)

(

)

2

222

22121

xyzxyxzyz

m

+++++

=

-+


Ta có 
[image: image465.wmf](

)

(

)

(

)

2

222

1212

1

21

2

xyzxyzxyxzyz

z

++±=±

±

++++±

+

+

 từ đó suy ra 


[image: image466.wmf](

)

(

)

(

)

222

22

11.

 

xyzmxyzmxyz

++-<<+++Þ=++


Hay 
[image: image467.wmf](

)

(

)

(

)

2

222

22121

xyzxyxzyzxyzxy

++++

=

+-+++Û=

. Vậy các số x, y, z thỏa mãn điều kiện là: 
[image: image468.wmf](

)

,,

xxz

với x, z là các số nguyên dương.

Ví dụ 2.


Tìm các số nguyên dương x, y sao cho 
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Ví dụ 3.

Tìm tất cả các số nguyên m sao cho 
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Ví dụ 4.

Chứng minh rằng: Nếu 
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Ví dụ 5.

Tìm số nguyên dương n nhỏ nhất để 
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+ Nếu x chẵn thì suy ra y chẵn suy ra 
[image: image518.wmf]22
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 chia hết cho 4, mà 2 không chia hết cho 4 nên điều này không thể xảy ra.

+ Nếu x lẻ suy ra x không chia hết cho 3. Do 
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thỏa mãn điều kiện. Vậy giá trị n nhỏ nhất cần tìm là 168.

Ví dụ 6.

Tìm các số nguyên tố x, y sao cho: 
[image: image522.wmf]22

3

xxyy

++

 là số chính phương.

Lời giải:
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Ta thấy rằng. Nếu cả 2 số x, y không chia hết cho 3 thì 
[image: image524.wmf]22
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Giải các trường hợp ta thu được cặp số 
[image: image530.wmf](
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Ví dụ 7.

Cho 2 số tự nhiên 
[image: image532.wmf]yx
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 thỏa mãn: 
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Lời giải:

Vì 
[image: image535.wmf]2
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Gọi 
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Suy ra 
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Mặt khác, cũng từ giả TH1ết ta suy ra 
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Cách ra đề bài khác:
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Ví dụ 8.


Cho x, y là các số nguyên lớn hơn 1 sao cho 
[image: image546.wmf]22

477

xyxy

-+

là số chính phương. Chứng minh: 
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Lời giải:
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[image: image548.wmf](
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Ví dụ 9.

Cho các số nguyên dương a, b, c thỏa mãn: 
[image: image552.wmf](
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Lời giải:
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Ví dụ 10.

Cho x, y là số nguyên dương sao cho 
[image: image562.wmf]22
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chia hết cho xy. Chứng minh: x là số chính phương.

Lời giải:
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Ví dụ 11.

Tìm tất các số nguyên tố p sao cho tổng tất cả các ước số tự nhiên của 
[image: image571.wmf]4
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Lời giải:

Gọi p là số nguyên tố nên 
[image: image572.wmf]4
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[image: image581.wmf]3.
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Ví dụ 12.

Cho 3 số tự nhiên a, b, c thỏa mãn điều kiện: 
[image: image586.wmf]ab
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Lời giải:

Ta viết lại giả TH1ết thành: 
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 là số chính phương. (Chú ý: Tích hai số tự nhiên liên tiếp là số chính phương khi và chỉ khi tích đó bằng 0).

Ví dụ 13.

Giả sử n là số tự nhiên lớn hơn 1 sao cho 
[image: image610.wmf]81
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Lời giải:
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 với x, y là các số nguyên dương.

Khi đó 
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Ví dụ 14.

Cho 
[image: image620.wmf]n
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Lời giải:
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Vì 
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Trường hợp 2: 
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Ví dụ 15.

Cho a, b là hai số nguyên sao cho tồn tại hai số nguyên liên tiếp c và d để 
[image: image631.wmf]22
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Lời giải:
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Dễ dàng chứng minh 
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Ví dụ 16.

Cho các số tự nhiên a, b, c sao cho 
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Lời giải:
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Ví dụ 17.

Cho 
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Lời giải:
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Vì a lẻ nên 
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Ta có thể tính cụ thể như sau:
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Ví dụ 18.

Tìm tất cả các số tự nhiên n để 
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Lời giải:
Theo giả TH1ết, tồn tại các số nguyên dương x; y sao cho 
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Vì 41 là số nguyên tố và 
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Ví dụ 19.

Tìm tất cả các số tự nhiên n để 
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Lời giải:
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Ví dụ 20.

Tìm tất cả các số nguyên dương n để 
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Từ đó tìm được 
[image: image691.wmf]12

k

=

và
[image: image692.wmf]2

m

=

. Suy ra
[image: image693.wmf]4

n

=

.

Ví dụ 21.

Chứng minh rằng không thể thêm chữ số 0 vào giữa chữ số 6 và 8 trong số 1681 để thu được một số chính phương.
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Ví dụ 22

Tìm tất cả các số tự nhiên n để 
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Ví dụ 23.

 Tìm tất cả các cặp số tự nhiên m, n sao cho 
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Ví dụ 24.

Tìm tất cả các cặp số nguyên dương 
[image: image738.wmf](

)

,

mn

 để 
[image: image739.wmf]2.525

mn

+

 là số chính phương.

Lời giải:
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Ví dụ 25.

Tìm các số nguyên dương x, y sao cho 
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Lời giải:
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Ví dụ 26.

Cho các số nguyên a, b, c thỏa mãn 
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 là một số chính phương.

Ví dụ 27.

Chứng minh rằng nếu 
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Ví dụ 28.

a. Chứng minh rằng: Nếu n là số tự nhiên sao cho 
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Ví dụ 29.

a. Chứng minh: 
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Nếu k là số chẵn thì 
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Không mất tính tổng quát ta giả sử
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Ví dụ 30.

Cho số nguyên dương n và d là một ước số nguyên dương của 
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Ví dụ 31.

Cho m, n là hai số nguyên dương lẻ sao cho 
[image: image854.wmf]2

1

n

-

 chia hết cho 
[image: image855.wmf]22

1

mn

-+

. Chứng minh rằng: 
[image: image856.wmf]22

1

mn

-+

 là số chính phương.

Lời giải:

Nếu 
[image: image857.wmf]mn

=

 thì ta có điều phải chứng minh:

Xét 
[image: image858.wmf]mn

¹

 ta đặt 
[image: image859.wmf](

)

2

,,0,0

2

mnx

xyxy

mny

+=

ì

Î>¹

í

-=

î

¢

khi đó ta có: 
[image: image860.wmf]mxy

nxy

=+

ì

í

=-

î

 do 
[image: image861.wmf],0

mn

>

 suy ra 
[image: image862.wmf]0

0

xy

xy

xy

+>

ì

Þ>

í

->

î

.

Do 
[image: image863.wmf]222

11

nmn

--+

M

 suy ra 
[image: image864.wmf](

)

22222222

111

mnmmnmmn

---+-+Þ-+

MM

. Suy ra 
[image: image865.wmf](

)

(

)

222

11

mkmn

=-+

 (với 
[image: image866.wmf]k

Î

¢

).

Thay 
[image: image867.wmf],

mxynxy

=+=-

 ta có: 
[image: image868.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

22

412210*.

 

xykxyxkxyyk

+=+Û--+-=

Phương trình (*) có 1 nghiệm là 
[image: image869.wmf]x

Î

¢

 nên có một nghiệm nữa là
[image: image870.wmf]1

x

. Theo hệ thức Vi-et ta có: 
[image: image871.wmf](

)

1

2

1

221

xxk

xxyk

+=-

ì

ï

í

=-

ï

î


từ đây suy ra 
[image: image872.wmf]1

x

Î

¢

.

+ Nếu 
[image: image873.wmf](

)

11

0;

xxy

>Þ

 là cặp nghiệm thỏa mãn (*) suy ra


[image: image874.wmf](

)

2

22

111

02210

xyykxxyykxxk

>Þ-=>=Þ<Þ+=-<

 mâu thuẫn.

+ Nếu 
[image: image875.wmf]1

0

x

<

 thì 
[image: image876.wmf]22

1

004100

xxykkykxyy

=-<Þ>Þ>Þ+>Þ>

. Ta có:


[image: image877.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2222

11111

221221221221

kxkxyyxkxyykxykk

=--+=+-+>-³->

mâu thuẫn.

Vây
[image: image878.wmf]1

0

x

=

. Khi đó 
[image: image879.wmf]2

ky

=

và 
[image: image880.wmf]2

2

22

1

mm

mn

ky

æö

-+==

ç÷

èø

nên 
[image: image881.wmf]22

1

mn

-+

là số chính phương.

Ví dụ 32.

Cho hai số nguyên a;b thỏa mãn 
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Ví dụ 33.
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Ví dụ 2.

Cho m, n là các số nguyên dương, giả sử 
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Ví dụ 3.

Tìm các số nguyên dương a, b sao cho 
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Ví dụ 4. 

Cho các số tự nhiên a, b, c, d, e biết: 
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Ví dụ 5.
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Ví dụ 6.

Tìm các số nguyên dương x, y sao cho 
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Ví dụ 7.

Tìm các số nguyên dương x, y sao cho 
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Ví dụ 8.

Tìm các số nguyên dương x, y sao cho 
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Ví dụ 9.

Tìm các số tự nhiên x; y sao cho 
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Cho x, y là các số nguyên 
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Xác định tất cả các số nguyên tố p, q sao cho 
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Cho a, b là các số nguyên và p là số nguyên tố lẻ. chứng minh rằng nếu 
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Ví dụ 13.

Cho ba số nguyên dương khác nhau x, y, z. Chứng minh rằng: 
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Đến đây ta suy ra được điều phải chứng minh.
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Chứng minh rằng nếu 
[image: image1091.wmf]22

ab

+

 là bội số của 5 thì hai số 
[image: image1092.wmf]2;2

AabBba

=+=-

 hoặc hai số 
[image: image1093.wmf]'2;'2

AabBba

=-=+

 chia hết cho 5.

Lời giải:

Ta có: 
[image: image1094.wmf](

)

22222

45

ababb

+=-+

 chia hết cho 5. Suy ra 
[image: image1095.wmf](

)

(

)

22

422

ababab

-=-+

chia hết cho 5. Đến đây ta xét các trường hợp:

Nếu 
[image: image1096.wmf]25

ab

-

M

 thì
[image: image1097.wmf]25

ba

-

M

. Mặt khác, 
[image: image1098.wmf](

)

212455

bba

-=+-

M

 nên
[image: image1099.wmf](

)

225

ba

+

M

, suy ra 
[image: image1100.wmf]25

baA

+=

M

(vì
[image: image1101.wmf](

)

2;51

=

).

Nếu 
[image: image1102.wmf]25

abA

+=

M

 thì
[image: image1103.wmf]25

ab

--

M

.

Mặt khác, 
[image: image1104.wmf](

)

25245

ababa

--=---

M

 nên
[image: image1105.wmf](

)

225

ba

-

M

, suy ra (vì 
[image: image1106.wmf](

)

2;51

=

).

Nếu cả hai số 
[image: image1107.wmf]2

ab

-

và 
[image: image1108.wmf]2

ab

+

 đều chia hết cho 5 thì các số 
[image: image1109.wmf],,','

ABAB

 đều chia hết cho 5.

Ví dụ 15.

Cho a, b, c, d là các số nguyên dương thỏa mãn
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Ví dụ 16.

Cho 
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Ví dụ 17.

Cho n là một số nguyên dương. Tìm tổng của tất cả các số chẵn nằm giữa 
[image: image1138.wmf]2

1

nn

-+

 và 
[image: image1139.wmf]2

1

nn

++

.

Lời giải:

Ta có: 
[image: image1140.wmf](

)

2

111

nnnn

-+=-+

 và 
[image: image1141.wmf](

)

2

111

nnnn

++=++

 là các số lẻ.

Suy ra rằng số lẻ nhỏ nhất được xem xét là 
[image: image1142.wmf]2

2

nn

-+

 và số lẻ lớn nhất là 
[image: image1143.wmf]2

nn

+

. Như vậy tổng cần tìm là: 
[image: image1144.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2222

24...2

nnnnnnnn

-++-+++++++



[image: image1145.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2222

23223

24...222

212...

nnnnnnnnnn

nnnnnnnnnn

=+++-+++-+-+-+

=-++++=-++=+


Ví dụ 18.

Cho m, n là các số nguyên dương, giả sử 
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Ví dụ 19.

Tìm tất cả các số nguyên 
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n

>

 sao cho với bất kì ước số nguyên tố của 
[image: image1167.wmf]6

1

n

-

 là một ước của 
[image: image1168.wmf](

)

(

)

32

11

nn

--

.

 Lời giải:

Rõ ràng 
[image: image1169.wmf]2

n

=

 thỏa mãn các điều kiện bài toán.

Với 
[image: image1170.wmf]2

n

>

 ta viết: 
[image: image1171.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

63332

111111

nnnnnnn

-=-+=-+-+
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Ví dụ 20.

Tìm n để 
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Ví dụ 21.

Tìm tất cả các số có năm chữ số 
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Ví dụ 22.

Tìm các chữ số a,b, c với 
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Ví dụ 23.

Tìm số có 3 chữ số 
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Ví dụ 24.

Cho các số tự nhiên a, b. Chứng minh:

a. 
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b. 
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c. 
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Ví dụ 25.
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Ví dụ 26.

Xét phân số 
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Lời giải:
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Ví dụ 27.
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Ví dụ 28.

Cho các số nguyên dương a, b, c thỏa mãn
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Lời giải:
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Nếu a lẻ, b chẵn thì suy ra c lẻ dẫn tới 
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B.MỘT SỐ BÀI TOÁN TRONG ĐỀ HSG VÀ TOÁN CHUYÊN

I.ĐỀ CHUYÊN

Bài 1. Chứng minh rằng nếu số nguyên k lớn hơn 1 thoả mãn 
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 là các số nguyên tố thì k chia hết cho 5.

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Hưng Yên năm học 2009 – 2010
Lời giải

Do k là số nguyên lớn hơn 1 nên 
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Do vậy từ các trường hợp trên suy ra để 
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 là các số nguyên tố thì k phải chia hết cho 5.

Bài 2. Cho một tam giác có số đo ba cạnh là x, y, z  nguyên thỏa mãn điều kiện:
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               Chứng minh tam giác đã cho là tam giác đều.

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Bình Định năm học 2009 – 2010
Lời giải
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Xem phương trình trên là phương trình bậc hai theo ẩn x. Khi đó ta có 
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Do phương trình trên có nghiệm nguyên dương nên 
[image: image1348.wmf]D
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[image: image1349.wmf]³

k2

 thì từ 
[image: image1350.wmf]³

z1

 ta suy ra được 
[image: image1351.wmf]D<

0

 nên phương trình trên vô nghiệm. Do đó để phương trình trên có nghiệm nguyên dương thì 
[image: image1352.wmf]=

k1

, suy ra 
[image: image1353.wmf]=

y2

. Thay 
[image: image1354.wmf]=

k1

vào biệt thức 
[image: image1355.wmf]D

 ta được


[image: image1356.wmf]D=---+=--+

22

 88z3z40 3z8z32


Lại thấy nếu 
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Suy ra 
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Bài 3. Tìm số tự nhiên 
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Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Hà Nam năm học 2009 – 2010
Lời giải

Từ giả thiết bài toán ta có 
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Ta có 
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Kết hợp các kết quả trên ta có  
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Bài 4. Cho ba số nguyên dương a, p, q thỏa mãn các điều kiện:

                  i) 
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Bài 5. Tìm tất cả các cặp số nguyên 
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Vậy ta có các cặp số nguyên thỏa mãn bài toán là 
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Bài 6. Tìm các số nguyên dương x, y, z  thoả mãn điều kiện 
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Lại thấy 
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Vì y nguyên tố nên ta được các trường hợp sau.
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Suy ra 
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Từ đó tìm được 
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Bài 7. Giả sử m và n là các số nguyên dương với 
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a) Ta chứng minh 
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b) Ta đi xét các trường hợp sau.
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Như vậy từ hai trường hợp trên ta thấy khi S là số chính phương thì ta được 
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Bài 8. Với bộ số 
[image: image1487.wmf](

)

6;5;2

 ta có đẳng thức đúng 
[image: image1488.wmf]=

655

262

. Hãy tìm tất cả các bộ số 
[image: image1489.wmf](

)

a;b;c

 gồm các chữ số trong hệ thập phân a, b, c đôi một khác nhau và khác 0 sao cho đẳng thức  
[image: image1490.wmf]=

abb

c

ca

 đúng.

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Quốc Học Huế năm học 2010 – 2011
Lời giải

Giả sử tồn tại các bộ số 
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 gồm các chữ số trong hệ thập phân a, b, c đôi một khác nhau và khác 0 sao cho đẳng thức 
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Từ đó suy ra 
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Gọi 2x là số tự nhiên chẵn đầu tiên của dãy. Khi đó theo giả thiết ta có
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Vậy chỉ có 7 dãy số tự nhiên chẵn liên tiếp như trên thoả điều kiện bài toán.

Bài 10. Tìm tất cả các số nguyên dương a, b sao cho 
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Do a, b, k là các số nguyên dương nên ta suy ra được 
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Trước hết ta có nhận xét: Với số tự nhiên n thì 
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Bài 16. Tìm tất cả các số nguyên dương 
[image: image1712.wmf]K

12n

x,x,,x;n

 thỏa mãn các điều kiện sau:


[image: image1713.wmf]+++=-

L

12n

xxx5n4

và 
[image: image1714.wmf]+++=

L

12n

111

1

xxx


Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Vĩnh Phúc năm học 2011 – 2012
Lời giải

Không mất tính tổng quát ta giả sử 
[image: image1715.wmf]£££

L

12n

xxx.

 Theo bất đẳng thức AM – GM   ta có


[image: image1716.wmf](

)

æö

-=++++++³=

ç÷

èø

LL

2

n

n

12n1n

12n1n

1111

5n4xxxnx...x.nn

xxxx...x


Do đó ta được 
[image: image1717.wmf]-+£Û££

2

n5n401n4

 hay 
[image: image1718.wmf]{

}

Î

n1;2;3;4

. Ta xét các trường hợp sau.

+ Với 
[image: image1719.wmf]=

n1

, khi đó ta có 
[image: image1720.wmf]ì=-

ï

Û=

í

=

ï

î

1

1

1

x5.14

x1

1

1

x

 

+ Với 
[image: image1721.wmf]=

n2

, khi đó ta có 
[image: image1722.wmf]ì+=-=

ì+=

ï

Û

íí

+=

+=

î

ï

î

12

12

1212

12

xx5.246

xx6

11

1

xxxx

xx

. Hệ này không có nghiệm nguyên.

+ Với 
[image: image1723.wmf]=

n3

, khi đó ta có 
[image: image1724.wmf]ì++=-=

ï

í

++=

ï

î

123

123

xxx5.3411

111

1

xxx


Từ hệ thức thứ hai suy ra 
[image: image1725.wmf]>

1

x1

 kết hợp với hệ thức một suy ra 
[image: image1726.wmf]££

1

2x3

. Thử trực tiếp các trường hợp ta suy ra được 
[image: image1727.wmf](

)

(

)

=

123

x;x;x2;3;6

 thỏa mãn yêu cầu bài toán.

+ Với 
[image: image1728.wmf]=

n4

 thì bất đẳng thức trên xẩy ra dấu bằng nên 
[image: image1729.wmf]====

1234

xxxx4

. 

Vậy các bộ số thỏa mãn yêu cầu bài toán là. 

+ Với 
[image: image1730.wmf]=

n1

 thì ta được 
[image: image1731.wmf]=

1

x1

.

+ Với 
[image: image1732.wmf]=

n3

 thì ta được 
[image: image1733.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

123

2;6;3,3;2;6,3;6;2,6

x

;

;x;x2;

2;3,6

3;6,

;3;2

.

+ Với 
[image: image1734.wmf]=

n4

 thì ta được 
[image: image1735.wmf](

)

(

)

=

1234

x;x;x;x4;4;4;4

.
Bài 17. Tìm tất cả các số nguyên n sao cho 
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Bài 18. Giả sử a và b là các số nguyên dương sao cho 
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Như vậy d là số nguyên không vượt quá 
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Bài 19. Ta tìm hai số nguyên dương x, y sao cho 
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Ta xét các trường hợp sau.


[image: image1765.wmf]·

 Với 
[image: image1766.wmf]=

xy

 ta có 
[image: image1767.wmf]=

z1

. Vậy mọi bộ ba số 
[image: image1768.wmf](

)

x;x;1

 trong đó x là số nguyên dương tùy ý đều thỏa mãn.


[image: image1769.wmf]·

 Với 
[image: image1770.wmf]<

xy

, khi đó ta có 
[image: image1771.wmf]+<+

2

x2xy2

 nên 
[image: image1772.wmf]+

<

+

2

x2

1

xy2

, không thỏa mãn đề bài.


[image: image1773.wmf]·

 Với 
[image: image1774.wmf]>

xy

. Khi đó giả sử bộ ba số nguyên dương 
[image: image1775.wmf](

)

x;y;z

 thỏa mãn đề bài

Do đó ta có 
[image: image1776.wmf](

)

(

)

++

M

2

yx2xy2

 hay 
[image: image1777.wmf](

)

(

)

(

)

éù

+--+

ëû

M

xxy22xyxy2

 nên 
[image: image1778.wmf](

)

(

)

-+

M

2xy xy2


Suy ra tồn tại số k nguyên dương sao cho 
[image: image1779.wmf](

)

(

)

(

)

-=+

2xykxy21


+ Với 
[image: image1780.wmf]³

k2

 suy ra 
[image: image1781.wmf]-³+

xyxy2

 nên 
[image: image1782.wmf](

)

(

)

+-+£

x1y130

, điều này vô lí.

+ Với 
[image: image1783.wmf]=

k1

 ta có 
[image: image1784.wmf](

)

-=+

2xyxy2

 nên 
[image: image1785.wmf](

)

(

)

+-=-

x2y26

.

Do x, y nguyên dương và 
[image: image1786.wmf]>

xy

 suy ra 
[image: image1787.wmf]=

y1

 và 
[image: image1788.wmf]+=

x26

 nên ta được 
[image: image1789.wmf]==

x4;z3

. Thử lại thỏa mãn đề bài

Vậy 
[image: image1790.wmf](

)

(

)

=

x;y;z4;1;3

 và các bộ số 
[image: image1791.wmf](

)

x;x;1

 trong đó x là số nguyên dương tùy ý là thỏa mãn đề bài.

Bài 20. Chứng minh rằng từ 53 số tự nhiên bất kì luôn chọn được 27 số mà tổng của chúng chia hết cho 27.
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          Ta chứng minh từ 5 số tự nhiên bất kì luôn tìm được 3 số mà tổng của chúng chia hết cho 3. Thật vậy, mỗi số tự nhiên khi chia cho 3 thì có phần dư là 0, 1 hoặc 2

+ Nếu trong 5 số dư có một số bằng 0, một số bằng 1, một số bằng 2 thì tổng của ba số tự nhiên tương ứng với ba số dư này là chia hết cho 3

+ Nếu 5 số dư chỉ nhận không quá 2 trong 3 số 0, 1, 2 thì theo nguyên tắc Dirichlet thì tồn tại 3 số dư nhận cùng một giá trị và tổng của ba số tự nhiên tương ứng là chia hết cho 3

         Từ 53 số tự nhiên đã cho chọn được 3 số mà tổng của chúng là 
[image: image1792.wmf]1

a

 chia hết cho 3. Xét 50 số còn lại chọn được 3 số mà tổng là 
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          Chứng minh tương tự nhận thấy từ 5 số tự nhiên bất kì mà mỗi số đều chia hết cho 3 ta chọn được 3 số có tổng chia hết cho 9. Vậy từ 17 số 
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 chọn được 3 số mà tổng của chúng là chia hết cho 27. Tổng của 3 số này chính là tổng của 27 số ban đầu. Vậy từ  53 số tự nhiên bất kì luôn chọn được 27 số mà tổng của chúng chia hết cho 27. 

Bài 21. Tìm tất cả các số nguyên x, y, z thoả mãn 
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[image: image1823.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=--

x;y;z0;1;0,0;1;0,6;1;0,6;1;0

.

Bài 22. Tìm các số nguyên tố p sao cho hai số 
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Giả sử tồn tại các số nguyên tố p để 
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Lấy hiệu theo vế của hai đẳng thức đã cho ta được 
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Bài 23. Cho a, b, c là các số nguyên sao cho 
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                 a) Biết rằng ít nhất một số trong ba số chính phương trên luôn chia hết cho 3. Chứng minh rằng tích 
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                 b) Tồn tại hay không các số nguyên thỏa mãn điều kiện ban đầu sao cho 
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Nên ta được 
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Bài 24. Tìm số nguyên dương n sao cho 
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, khi đó ta được 
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Với u và v là các số tự nhiên.

+ Xét trường hợp 
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 chia 4 dư 3, điều này vô lí. Do đó trương hợp này không xẩy ra.
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Vậy không tìm được n thỏa mãn yêu cầu bài toán.
Bài 25. Tìm tất cả các bộ hai số chính phương 
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Khi đó ta có 
[image: image1909.wmf](
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Từ phương trình trên suy ra số nguyên tố 101 là ước của 
[image: image1910.wmf]-
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 hoặc 
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.

Lại do 
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Suy ra 
[image: image1916.wmf]+=-=
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. Do đó x, y khác tính chắn lẻ và d là số lẻ.

Do 
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 nên 
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 nên ta được 
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+ Với 
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Vậy ta được hai bộ số 
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Bài 26. Tìm hai số nguyên 
[image: image1932.wmf]a,b

 để  
[image: image1933.wmf]+
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 là số nguyên tố.
Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Bắc Ninh năm học 2012 – 2013
Lời giải

Ta có 
[image: image1934.wmf](
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Do đó 
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 nguyên tố khi và chỉ khi một thừa số là 1 còn thừa số kia là số nguyên tố. Khi đó ta có các trường hợp sau.
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 Trường hợp 1. Xét 
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+ Với 
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 không phải là số nguyên tố.

+ Với 
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 Trường hợp 2. Xét 
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+  Với 
[image: image1948.wmf](
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, khi đó ta được 
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 không phải là số nguyên tố.

+ Với 
[image: image1951.wmf](
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 là số nguyên tố.

Vậy các cặp số 
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Bài 27. Số nguyên dương n được gọi là số điều hòa nếu như tổng bình phương các ước dương của nó (kể cả 1 và n) đúng bằng 
[image: image1957.wmf](

)

+

2

n3

.

          a) Chứng minh rằng số 287 là một số điều hòa.

          b) Chứng minh rằng số 
[image: image1958.wmf]=
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(với p là một số nguyên tố) không thể là số điều hòa.

          c) Chứng minh rằng nếu số 
[image: image1959.wmf]=
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 (với p và q là các số nguyên tố khác nhau) là số điều hòa thì 
[image: image1960.wmf]+
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 là một số chính phương.

Trích đề TS lớp 10 trường PTNK ĐHQG Thành phố Hồ Chí Minh năm học 2012 – 2013
Lời giải

a) Dễ thấy 
[image: image1961.wmf]=
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. Ta có 
[image: image1962.wmf](
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Suy ra 
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 nên 287 là số điều hòa.

b) Giả sử 
[image: image1965.wmf]=
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là số điều hòa. Vì p là số nguyên tố nên các ước dương của 
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Ta có 
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Do đó ta được 
[image: image1969.wmf]M
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 mà p là số nguyên tố nên 
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. Khi đó 
[image: image1971.wmf](

)

-+=¹

32

pp6pp288

. Do vậy đẳng thức trên không xẩy ra với p là số nguyên tố. Nên điều giả sử là sai hay  
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c) Ta có 
[image: image1973.wmf]=
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 là số điều hòa với p và q là các nguyên tố khác nhau. Do đó ta được 
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Ta có 
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 là một số chính phương.

Bài 28. Tìm các số nguyên tố p sao cho 
[image: image1978.wmf]++++
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 là số hữu tỷ

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Hải Dương năm học 2013 – 2014
Lời giải

Ta có 
[image: image1979.wmf]++++
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 với n là một số tự nhiên.

Do đó ta được 
[image: image1981.wmf]++++=
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Để ý rằng 
[image: image1982.wmf]++<<+++++
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 nên ta được 
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Do đó suy ra 
[image: image1984.wmf]=++
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. Thế vào phương trình trên và để ý p là số nguyên tố ta được
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Thử lại ta thấy với 
[image: image1986.wmf]=

p3

 thì 
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Vậy 
[image: image1988.wmf]=
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 là số nguyên tố thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Bài 29. Với mỗi số nguyên dương n ta ký hiệu 
[image: image1989.wmf]n
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 là tổng của n số nguyên tố đầu tiên như sau
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Chứng minh rằng trong dãy số 
[image: image1991.wmf]123
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 không tồn tại hai số hạng liên tiếp đều là các số chính phương .

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên ĐHSP Hà Nội năm học 2013 – 2014
Lời giải

Giả sử số nguyên tố thứ n là 
[image: image1992.wmf]n
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. Giả sử tồn tại số tự nhiên m để 
[image: image1993.wmf](
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Vì 
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  đều không phải là các số chính phương nên 
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. Ta có 
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Vì 
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Vì 
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[image: image2002.wmf](
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Điều này mâu thuẫn với 
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. Vậy không tồn tại số thự nhiên thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Bài 30. Cho 
[image: image2004.wmf]=++
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 với a là số nguyên dương.

           a) Chứng minh rằng mọi ước của M đều là số lẻ.

           b) Tìm a sao cho M  chia hết cho 5. Với những giá trị nào của a thì M là lũy thừa của 5.

Trích đề TS lớp 10 trường PTNK ĐHQG Thành phố Hồ Chí Minh năm học 2013 – 2014
Lời giải

a) Ta có 
[image: image2005.wmf](
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 là số lẻ. Do đó mọi ước của M đều là số lẻ.

b) Ta lại có 
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Mà 
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Đặt 
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Nếu 
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Vậy 
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Do vậy 
[image: image2024.wmf]=
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 thì M là lũy thừa của 5.

Bài 31. Cho x, y là các số tự nhiên khác 0. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image2025.wmf]=-

y

2x

A365


Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Thanh Hóa năm học 2013 – 2014
Lời giải

Đặt 
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 nên k là số chẵn. Ta đi tìm giá trị nhỏ nhất của 
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Dễ thấy 
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Nếu 
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+ Nếu y là số chẵn thì 
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Mà 
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+ Nếu y là số lẻ thì 
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Nếu 
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 hay 
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Dễ thấy 
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Do đó phương trình trình vô nghiệm.

Vậy giá trị nhỏ nhất của A là 11 khi 
[image: image2056.wmf]==
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Bài 32. Tìm tất cả các cặp số nguyên dương 
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Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Ninh Bình năm học 2013 – 2014
Lời giải

Do 
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Do đó tồn tại số nguyên dương k sao cho 
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 hoặc 
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Vậy bộ số nguyên dương 
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 thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Bài 33. Giải phương trình nghiệm nguyên 
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Lời giải

Trước hết ta nhận thấy số chính phương khi chia cho 3 có thể dư 0 hoặc dư 1. Do đó tổng hai số chính phương chia hết cho 3 khi và chỉ khi cả hai số cùng chia hết cho 3.

Ta có 
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Suy ra 
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Suy ra 
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Suy ra 
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+ Với 
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Thử lại ta thấy phương trình nhận các nghiệm là 
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Bài 34. Chữ số hàng đơn vị trong hệ thập phân của số 
[image: image2091.wmf]=++
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 (với a, b là các số tự nhiên khác 0) là 0.

           a) Chứng minh M chia hết cho 20.                                               b) Tìm chữ số hàng chục của M.

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Thành phố Hồ Chí Minh năm học 2013 – 2014
Lời giải

a) Vì chứ số tận cùng của M là 0 nên M chia hết cho 5. Xét các trường hợp sau

+ Cả a và b đều là số lẻ nên 
[image: image2092.wmf]2
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 và 
[image: image2093.wmf]2

b

 đều là số lẻ, suy ra M là số lẻ, trường hợp này không xẩy ra

+ Một trong hai số a và b có một số chẵn và một số lẻ, không mất tính tổng quát ta giả sử a là số lẻ, b là số chẵn. Khi đó 
[image: image2094.wmf]2
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 là số lẻ và 
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 là số chẵn nên M là số lẻ, trường hợp này cũng không xẩy ra.

Do đó cả hai số a và b đều là số chẵn. Khi đó M chia hết cho 4, từ đó suy ra M chia hết cho 20
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Suy ra 
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Lại có 4 và 25 là hai số nguyên tố cùng nhau nên 
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 hay chứ số hàng chục của M là 0.

Bài 35. Tìm các bộ số tự nhiên 
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Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Thành phố Hà Nội năm học 2014 – 2015
Lời giải

Biến đổi các giả thiết của bài toán ta có 
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Ta xét các trường hợp sau.
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 Trường hợp 1. Nếu 
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Thử lại các trường hợp trên ta thấy không thỏa mãn.
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 Trường hợp 2. Nếu 
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Do đó ta được 
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Vậy bộ số thự nhiên thỏa mãn yaau cầu bài toán là 
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Bài 36. Tìm tất cả các bộ ba số nguyên tố 
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Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Vĩnh Phúc năm học 2014 – 2015
Lời giải

Không mất tính tổng quát ta giả sử 
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Nếu p lẻ thì q, r  cũng lẻ, do đó 
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đều là các số nguyên tố.
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Vậy tất cả các bộ ba số nguyên tố phải tìm là 
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Bài 37. Cho a, b, c, d là các số nguyên dương thỏa mãn 
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                   Chứng minh rằng 
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 là hợp số.

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Thái Bình năm học 2014 – 2015
Lời giải

Biến đổi giả thiết của bài toán ta có 
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Đặt 
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 là một số nguyên tố thì 
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Vì p là số nguyên tố nên suy ra 
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 (a, b, c, d là các số nguyên dương và có tổng bằng p).

Vậy 
[image: image2171.wmf]>
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 và không là số nguyên tố nên s phải là hợp số.

Bài 38. Chứng minh rằng nếu p là số nguyên tố lớn hơn 3 thì 
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Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Thanh Hóa năm học 2014 – 2015
Lời giải

Vì p là số nguyên tố lớn hơn 3 nên ta được 
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 hoặc 
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 với k là số tự nhiên khác 0. 

+ Nếu 
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Vậy p là số nguyên tố lớn hơn 3 thì 
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Mặt khác vì p là số nguyên tố lớn hơn 3 nên p là số lẻ. Suy ra 
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Vì 3 và 8 là hai số nguyên tố cùng nhau ta được 
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Bài 39. Tìm các nghiệm nguyên của phương trình 
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Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Tỉnh Thanh Hóa năm học 2014 – 2015
Lời giải

Biến đổi phương trình đã cho ta có 
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Vì x, y nguyên nên có các tr​ường hợp sau

+ Trường hợp 1. Với 
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+ Trường hợp 2. Với 
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 (Trường hợp này loại)

+ Trường hợp 3. Với 
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+ Trường hợp 4. Với 
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 (Trường hợp này loại) 

+ Trường hợp 5. Với 
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 (Hệ không có nghiệm nguyên)

+ Trường hợp 6. Với 
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Vậy phư​ơng trình có các nghiệm nguyên 
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Bài 40. Cho a, b, c là các số nguyên thỏa mãn điều kiện 
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          a) Chứng minh rằng 
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 không thể là số nguyên tố.

          b) Chứng minh rằng nếu 
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Trích đề TS lớp 10 trường PTNK ĐHQG Thành phố Hồ Chí Minh năm học 2014 – 2015
Lời giải

a) Từ 
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 không thể là số nguyên tố.
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Tương tự ta cũng có 
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Bài 41. Tìm các số tự nhiên x và y thỏa mãn 
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Biến đổi phương trình đã cho ta được 
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Đặt 
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thì t là số tự nhiên khác 0 và phương trình trở thành 
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Vậy ta tìm được 
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Bài 42. Tìm các số nguyên x và y thỏa mãn 
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Phương trình tương đương với 
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Ta thấy 
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Vì x và y là các số nguyên nên ta xét các trường hợp sau
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Phương trình không có nghiệm nguyên
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Phương trình không có nghiệm nguyên
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 Trường hợp 4. Khi  
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Bài 43. Tìm các số nguyên k để 
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Khi đó M là số chính phương khi và chỉ khi 
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[image: image2266.wmf]·

 Trường hợp 2. Với 
[image: image2267.wmf](

)

-+

2

k31

là số chính phương. Khi đó ta đặt 
[image: image2268.wmf](

)

-+=

2

2

k31m

 với m là một số nguyên. Từ đó ta được 
[image: image2269.wmf](

)

(

)

(

)

--=Û-++-=

2

2

mk31mk3mk31


Vì m và k là các số nguyên nên 
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 thỏa mãn yêu cầu bài toán
Vậy 
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Bài 44. Tìm nghiệm nguyên dương của hệ phương trình: 
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Vì x, y nguyên dương nên 
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Vì x và y là các số nguyên nên có ba trường hợp sau.
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 Trường hợp 1. Với 
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 Bài 45. a) Tìm các số nguyên a, b, c sao cho 
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          b) Cho m là số nguyên, chứng minh rằng nếu tồn tại các số nguyên a, b, c khác 0 sao cho 
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            c) Với k là số nguyên dương, chứng minh rằng không tồn tại các số nguyên a, b, c khác 0 sao cho 
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Vì a, b, c là các số nguyên và 
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b) Nếu 
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 thì trong ba số a, b, c có hai số lẻ và một số chẵn hoặc cả ba số cùng chẵn. 

Nếu có hai số lẻ và một số chẵn, không mất tính tổng quát ta giả sử a, b lẻ và c chẵn

Khi đó ta được 
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Dễ thấy 0 chia hết cho 4 và 
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Do đó cả ba số a, b, c cùng chẵn, khi đó ta chọn 
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Như vậy các số 
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như trên thỏa mãn yêu cầu bài toán.

c) Nếu 
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Do a, b, c là các số nguyên nên 
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 nên trong ba số a, b, c có hai số lẻ và một số chẵn hoặc cả ba số cùng chẵn. 
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 Trường hợp 1. Giả sử trong ba số a, b, c thì a, b là số lẻ và c là số chẵn. khi đó 
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Dễ thấy 0 chia hết cho 4 và 
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 Trường hợp 2. Cả ba số a, b, c cùng chẵn. Khi đó gọi p là số tự nhiên lớn nhất sao cho cả ba số a, b, c cùng chia hết cho 
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Tương tự như trên ta được 
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Vậy không tại các số nguyên a, b, c khác 0 thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Bài 46. Tìm số tự nhiên bé nhất có bốn chữ số biết nó chia cho 7 được số dư 2 và bình phương của nó chia cho 11 được số dư là 3
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Gọi x là số cần tìm 
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Mà x bé nhất nên ta chọn được 
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 Trường hợp 2. Nếu x chia 11 dư 6 dư 5 suy ra 
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Mà x bé nhất nên ta chọn được 
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Vì 
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Bài 47. Cho dãy số tự nhiên 2; 6; 30; 210; ... được xác định như sau: Số hạng thứ k bằng tích của k số nguyên tố đầu tiên
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Bài 48. Tìm các số nguyên x,y thoả mãn  
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Phương trình đã cho có bậc ba đối với ẩn x và có bậc nhất đối với ẩn y nên ta không thể sử dụng điều kiện có nghiệm của phương trình bậc hai. Do đó ta chú ý đến phân tích phương trình về dạng phương trình ước số. Ta có 
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Nhận thấy 
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, 
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Từ các nhận xét trên ta thấy chỉ có các trường hợp 
[image: image2383.wmf](

)

ì

+=

ï

í

+-=

ï

î

2

xx10

2xy11

  hoặc 
[image: image2384.wmf](

)

ì

+=

ï

í

+-=

ï

î

2

xx2

2xy15


+ Trường hợp 1. Với 
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+ Trường hợp 2. Với 
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Vậy có hai bộ số nguyên 
[image: image2388.wmf](
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Bài 49.

        a) Tìm dạng tổng quát của số nguyên dương n biết 
[image: image2390.wmf]=+
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Mn.43

chia hết cho 7.

        b) Tìm các cặp số 
[image: image2391.wmf](
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a) Tìm dạng tổng quát của số nguyên dương n biết 
[image: image2393.wmf]=+
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chia hết cho 7.
            Ta xét các trường hợp sau

+ Trường hợp 1. Với n là số chẵn, khi đó 
[image: image2394.wmf]=
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 với k nguyên dương.

Khi đó ta có 
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2k2kkk

M2k.432k.169

.

Ta có 16 và 9 cùng dư với 2 chia 7 nên 
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 có cùng số dư với 
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 khi chia cho 7

Do đó M cùng dư với 
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chia hết cho 7 hay k chia 7 dư 3, suy ra ta được 
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 với p là số tự nhiên, từ đó ta được 
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.

+ Trường hợp 2. Với n là số lẻ, khi đó 
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 với k nguyên dương

Khi đó ta có 
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Do đó ta được M cùng dư với 
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 khi chia cho 7.

Do đó k chia hết cho 7 hay 
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 với q là số tự nhiên. Từ đó ta được 
[image: image2407.wmf]=+
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.

Vậy 
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hoặc 
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, với p và q là các số tự nhiên.

b) Tìm các cặp số 
[image: image2410.wmf](
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            Phương trình đã cho có bậc cao và lại là bậc chẵn nên ta nghĩ đến phân tích thành các bình phương. Để ý rằng 
[image: image2412.wmf]=
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 và 
[image: image2413.wmf]=

2382.17.7

 nên ta biến đổi tương đương phương trình ta được.    
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Vì x và y là các số nguyên dương nên 
[image: image2415.wmf]+>-

2xy2xy

 và 
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.
Do đó từ phương trình trên ta suy ra được 
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Vậy phương trình trên có nghiệm nguyên dương là 
[image: image2418.wmf](
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Bài 50. Tìm các bộ số nguyên dương 
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Nhìn giả thiết 
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 ta không thể khai thác điều gì nên ta chuyển sang khai thác 
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. Căn thức ở vế trái gợi cho ta ý tưởng bình phương 
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Đến đây chỉ cần xét trường hợp kết hợp với giả thiết 
[image: image2425.wmf]++=
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+ Xét 
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Vì x, y nguyên dương nên ta có các trường hợp sau
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 Trường hợp 1. Với 
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 Trường hợp 2. Với 
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+ Xét 
[image: image2433.wmf]=

yz

, vì vai trò của x và z như nhau nên ta chọn được thêm một cặp là 
[image: image2434.wmf](
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Vậy nghiệm nguyên dương thỏa mãn là 
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Bài 51. Tìm tất cả các cặp số tự nhiên 
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  thỏa mãn 
[image: image2437.wmf]=++

x22

2.x9y6y16

.

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên Thành phố Hà Nội năm học 2016 – 2017
Lời giải

 Ta có 
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+ Nếu 
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 lẻ, ta đặt 
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+ Nếu 
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 chẵn, ta đặt 
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, điều này đúng. Do đó khi x chẵn thì 


[image: image2446.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

=++Û=++Û--++=

2

2

x22kkk

2.x9y6y162k.23y1152k.23y12k.23y115


Vì 
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 Trường hợp 1. 
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 Trường hợp 2. 
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Vậy cặp số nguyên dương thỏa mãn bài toán là 
[image: image2453.wmf](
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Bài 52. Cho số nguyên dương 
[image: image2454.wmf]n

 thỏa mãn 
[image: image2455.wmf]++

2

2212n1

 là số nguyên. Chứng minh 
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Do 
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Vì 
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 Trường hợp 1. 
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 Trường hợp 2. 
[image: image2464.wmf](

)

ì

=

ï

Þ-=

í

+=

ï

î

2

222

2

k3a

bb13n

k1b

. Từ đó suy ra 


[image: image2465.wmf](

)

(

)

++=+-+=+-==

2

24222

2212n1224b4b1222b14b2b


Do đó 
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 là số chính phương.

Bài 53. Tìm tất cả các cặp số nguyên 
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Ta có 
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Gọi 
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 Do d là nguyên tố nên ta có hai trường hợp
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Vì 
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+ Trường hợp 1. Với 
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+ Trường hợp 2. Với 
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Thử lại vào phương trình ban đầu ta thấy thỏa mãn. Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là 
[image: image2491.wmf](
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.

Bài 53. Tìm ba số nguyên tố a, b, c thỏa mãn các điều kiện 
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 và 
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 chia hết cho c.
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Do a, b, c là ba số nguyên tố thỏa mãn 
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Vì a, b, c là 3 số nguyên tố phân biệt nên a, b, c đôi một nguyên tố cùng nhau do đó
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Nếu 
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Khi đó 
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Suy ra, 
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 thỏa mãn bài toán. Vậy 
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Bài 55. Cho các số nguyên dương a, b thỏa mãn 
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 là một số nguyên dương. Gọi d là ước chung lớn nhất của a và b. Chứng minh rằng 
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.
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Vì d là ước chung lớn nhất của a và b nên tồn tại các số tự nhiên 
[image: image2519.wmf]11
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 thỏa mãn các điều kiện 
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Đặt 
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Do a, b, k là các số nguyên dương nên suy ra 
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Từ đó ta được 
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Vậy bài toán được chứng minh xong.

Bài 56. Cho x, y là hai số nguyên dương thỏa mãn 
[image: image2529.wmf]++
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 chia hết cho xy.

           a) Chứng minh rằng x và y là hai số lẻ và nguyên tố cùng nhau.

           b) Chứng minh rằng 
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 chia hết cho 4 và 
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.
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a) Chứng minh rằng x và y là hai số lẻ và nguyên tố cùng nhau.

Giả sử trong hai số x và y có một số chẵn, do vài trò của x và y như nhau nên không mất tính tổng quát ta giả sử x là số chẵn. Khi đó do 
[image: image2532.wmf]++
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 chia hết cho xy nên 
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 chia hết cho 2. Từ đó dẫn đến 
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 chia hết cho 2. Từ đó suy ra được 
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 chia hết cho 4, dẫn đến 10 chia hết cho 4, điều này vô lí. Do đó cả hai số x và y đều là số lẻ.

Gọi 
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Từ đó ta có 
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 chia hết cho 
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 nên suy ra 
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 hay x và y nguyên tố cùng nhau.

b) Chứng minh rằng 
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Do 4 và 
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Hay ta được 
[image: image2551.wmf](

)

(

)

++++

++

22

mnmn3

2m12n1

 là số nguyên. Từ đó suy ra k chia hết cho 4.

Cũng từ 
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. Nếu trong hai số x và y có một số chia hết cho 3, khi đó không mất tính tổng quát ta giả sử số đó là x. Khi đó ta suy ra được 
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 chia 3 dư 0 hoặc dư 1. Do vậy x và y không chia hết cho 3. Suy ra 
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 chia 3 cùng có số dư là 1. Do đó ta được 
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Kết hợp với k chia hết cho 4 ta suy ra được k chia hết cho 12. Do đó 
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Bài 57. Tìm tất cả các số có 5 chữ số 
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Ta có 
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Mặt khác do 
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Từ đó ta suy ra được 
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Bài 58. Cho a, b, c là các số nguyên dương nguyên nguyên tố cùng nhau thỏa mãn 
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Từ 
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Mà do a, b, c nguyên tố cùng nhau nên ta được 
[image: image2591.wmf]=

d1

.

Do đó ước chung lớn nhất của 
[image: image2592.wmf]-

ac

 và 
[image: image2593.wmf]-

bc

 là 1. Mà ta lại có 
[image: image2594.wmf](

)

(

)

--=

2

acbcc

 nên suy ra 
[image: image2595.wmf]-

ac

 và 
[image: image2596.wmf]-

bc

 là các số chính phương. 

Đặt 
[image: image2597.wmf](

)

-=-=Î

22*

acm;bcnm,nN

. Khi đó ta có 
[image: image2598.wmf](

)

(

)

=--=Þ=

222

cacbcm.ncmn

.

Từ đó ta có 
[image: image2599.wmf](

)

+=-+-+=++=+

2

22

abacbc2cmn2mnmn

.

Vậy 
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 là số chính phương.

Bài 59. Tìm các cặp số nguyên 
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Biến đổi phương trình đã cho ta được 
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Do x, y là các số nguyên nên 
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Do đó 
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Do vậy 
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 là số chính phương nên 
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Khi đó 
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 là số chính phương.

Thay 
[image: image2616.wmf]=

x0

 vào phương trình đã cho ta được 
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Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là 
[image: image2618.wmf](

)

(

)

(

)

=

x;y0;0,0;1

.

Bài 60. Với mỗi 
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. Chứng minh rằng có một và chỉ một trong hai số trên chia hết cho 5.
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Ta có 
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Ta đi xét các trường hợp sau.
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 Trường hợp 1. Với n chia hết cho 4, ta được 
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Như vậy trong hai số 
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 và 
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 thì 
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 chia hết cho 5.
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 Trường hợp 2. Với n chia 4 dư 1, ta được 
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Lại có 
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Như vậy trong hai số 
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 Trường hợp 3. Với n chia 4 dư 2, ta được 
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Lại có 
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Như vậy trong hai số 
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 Trường hợp 4. Với n chia 4 dư 3, ta được 
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Lại có 
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Như vậy trong hai số 
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 thì 
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Vậy với mỗi 
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 thì có một và chỉ một trong hai số trên chia hết cho 5.

Bài 61. Tìm số chính phương có bốn chữ số biết rằng khi tăng mỗi chữ số một đơn vị thì số mới tạo thành là một số chính phương có bốn chữ số. 
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Gọi số chính phương có bốn chữ số cần tìm là 
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Bài 62. Tìm tất cả nghiệm nguyên dương 
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Biến đổi phương trình đã cho ta có 
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Vậy bài toán được chứng minh.

Bài 64. Tìm các số nguyên m, n với 
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Mà theo bài toán ta có A là bội của B. Để ý rằng với 
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Bài 67. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho 
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 không là số chính phương.

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên tỉnh Bình Định năm học 2017 – 2018
Lời giải

Giả sử 
[image: image2857.wmf]-

2

b4ac

 là một số chính phương, khi đó ta đặt 
[image: image2858.wmf]-=Î

22*

b4ack,kN

.

Từ đó ta được 
[image: image2859.wmf]=-

22

4acbk

. Ta có 


[image: image2860.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

=++=++=++-

=+-=+++-

2222

2

2

4a.abc4a100a10bc400a40ab4ac400a40abbk

20abk20abk20abk


Do 
[image: image2861.wmf]abc

 là số nguyên tố nên 
[image: image2862.wmf]>

c0

 nên suy ra 
[image: image2863.wmf]>

ac0

, do đó từ 
[image: image2864.wmf]=-

22

4acbk

 ta suy ra được 
[image: image2865.wmf]>

bk

.

Điều này dẫn đến 
[image: image2866.wmf]++>+->

20abk20abk20a

.

Từ trên ta suy ra được 
[image: image2867.wmf](

)

(

)

+++-

==

20abk20abk

abcm.n

4a


Do 
[image: image2868.wmf]++>

20abk4a

 và 
[image: image2869.wmf]+->

20abk4a

 nên ta suy ra được 
[image: image2870.wmf]>

m1

 và 
[image: image2871.wmf]>

n1

.

Suy ra 
[image: image2872.wmf]abc

 không phải là một số nguyên tố. Điều này mâu thuẫn với giả thiết của bài toán.

Vậy điều giả sử trên là sai hay 
[image: image2873.wmf]-

2

b4ac

 không thể là số chính phương.

Bài 70. Tìm tất cả các số nguyên dương a, b, c, d  thỏa mãn 
[image: image2874.wmf]===+

2334

ab;cd;ad98

 

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên ĐHSP Hà Nội năm học 2017 – 2018
Lời giải

Giả sử 
[image: image2875.wmf]=

3

12n

x

xxx

123n

ap.p.p....p

 trong đó 
[image: image2876.wmf]1;2n

pp;...,p

 là các số nguyên tố 
[image: image2877.wmf]Î

12n

x;x;...;xN

 

Tượng tự 
[image: image2878.wmf]=

3

12n

y

yyy

123n

dq.q.q....q

 trong đó 
[image: image2879.wmf]1;2n

qq;...,q

 là các số nguyên tố 
[image: image2880.wmf]Î

12n

y;y;...;yN


Ta có 
[image: image2881.wmf]>>

a1;d1

. 

Vì 
[image: image2882.wmf](

)

+

==ÞÞÞ=Î

MM

12n

2x2x2x

233

12n123123

ap.p.....pb2x;2x;...;2x3x;x;...;x3ax,xZ


Chứng minh hoàn toàn tương tự ta được 
[image: image2883.wmf](

)

+

=Î

3

dy,yZ

.

Từ giả thiết 
[image: image2884.wmf]=+

ad98

 ta được 
[image: image2885.wmf](

)

(

)

=+Û-++=

3322

xy98xyxxyy98


Do 
[image: image2886.wmf]>

ad

 nên ta suy ra được 
[image: image2887.wmf]->

xy0

 từ đó dẫn đến 


[image: image2888.wmf](

)

-=-+<++Þ-<++

2

222222

xyx2xyyxxyyxyxxyy


Do đó ta đi xét hai trường hợp sau


[image: image2889.wmf]·

 Trường hợp 1. Với 
[image: image2890.wmf]ì

-=

ï

í

++=

ï

î

22

xy1

xxyy98

, khi đó ta được 


[image: image2891.wmf](

)

(

)

ì=+

ì

=+

ìÏ

ïï

ÛÞ

ííí

Ï

+-=

++++=

ï

î

î

ï

î

2

2

2

xy1

xy1

yZ

xZ

3y3y970

y1y1yy98



[image: image2892.wmf]·

 Trường hợp 2. Với 
[image: image2893.wmf]ì

-=

ï

í

++=

ï

î

22

xy2

xxyy49

, khi đó ta được 


[image: image2894.wmf](

)

(

)

ì=+

ì

=+

é==

ïï

ÛÛÞ==

íí

ê

=-=-

+-=

++++=

ï

ë

î

ï

î

2

2

2

xy2

xy2

x5;y3

x5;y3

x3;y5

y2y150

y2y2yy49


Vậy từ đó ta tính được 
[image: image2895.wmf]======

33

a5125;d327;b25;c81

. 

Bài 71. Tìm các số tự nhiên 
[image: image2896.wmf]n

 để 
[image: image2897.wmf]=++

20182008

Ann1

 là số nguyên tố.

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên tỉnh Quảng Ninh năm học 2017 – 2018
Lời giải

+ Trường hợp 1. Xét 
[image: image2898.wmf]=

n0

 thì 
[image: image2899.wmf]=

A1

 không là số  nguyên tố. 

+ Trường hợp 2. Xét 
[image: image2900.wmf]=

n1

 thì 
[image: image2901.wmf]=

A3

 là số nguyên tố.

+ Trường hợp 3. Xét 
[image: image2902.wmf]>

n1

, khi đó ta có 
[image: image2903.wmf]=++>++

201820082

Ann1nn1

. Ta có  


[image: image2904.wmf](

)

(

)

(

)

éùéù

=++++=++++

êúêú

ëûëû

672669

20182200822332

An–nn–nnn1nn–1nn–1nn1


Để ý rằng ta luôn có 


[image: image2905.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

éùéù

=-+++=-+++

êúêú

ëûëû

672671670669668667

33333333

n–1n1nn...1;n–1n1nn...1


Dễ thấy 
[image: image2906.wmf](

)

(

)

-=-++

32

n1n1nn1

 chia hết cho 
[image: image2907.wmf]++

2

nn1

. Do đó A chia hết cho 
[image: image2908.wmf]++

2

nn1

.

Ta có 
[image: image2909.wmf]>++

2

Ann1

 và chia hết cho 
[image: image2910.wmf]++

2

nn1

 nên A là hợp số. Do đó 
[image: image2911.wmf]>

n1

 không thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Vậy số tự nhiên thỏa mãn yêu cầu bài toán là 
[image: image2912.wmf]=

n1


Bài 72. Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình 
[image: image2913.wmf](

)

--=+

2

3

y2x2xx1

.

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên tỉnh Hưng Yên năm học 2017 – 2018
Lời giải

Phương trình đã cho tương đương với 
[image: image2914.wmf]=+++

332

yx2x3x2

. Ta xét các trường hợp sau.

+ Trường hợp 1. Với 
[image: image2915.wmf]>

x1

, khi đó dễ thấy 
[image: image2916.wmf]++>

2

2x3x20

. Do đó từ phương trình ta suy ra được 
[image: image2917.wmf]<

33

xy

. Mặt khác ta có 
[image: image2918.wmf](

)

(

)

+-+++=->

3

322

x1x2x3x2x10

 vì 
[image: image2919.wmf]>

x1

.

Do đó suy ra
[image: image2920.wmf](

)

<+

3

3

yx1

. Kết hợp lại ta được 
[image: image2921.wmf](

)

<<+

3

33

xyx1

, điều này vô lý vì x và y là số nguyên. Như vậy khi 
[image: image2922.wmf]>

x1

 phương trình đã cho không có nghiệm nguyên.

+ Trường hợp 2. Với 
[image: image2923.wmf]£

x1

, khi đó do x là số nguyên nên ta được 
[image: image2924.wmf]{

}

Î-

x1;0;1

.

Với 
[image: image2925.wmf]=-

x1

 thay vào phương trình đã cho ta được 
[image: image2926.wmf]=

y0

.

Với 
[image: image2927.wmf]=

x0

 thay vào phương trình đã cho ta được 
[image: image2928.wmf]=

3

y2

, phương trình không có nghiệm nguyên.

Với 
[image: image2929.wmf]=

x1

 thay vào phương trình đã cho ta được 
[image: image2930.wmf]=Û=

3

y8y2

.

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm nguyên là 
[image: image2931.wmf](

)

(

)

(

)

=-

x;y1;0,1;2

.

Bài 73. Chứng minh biểu thức 
[image: image2932.wmf](

)

(

)

(

)

=+++-+--

2

32

Snn2n1n5n12n1

chia hết cho 120 với n là số nguyên.

Trích đề TS lớp 10 trường THPT Chuyên tỉnh Bình Phước năm học 2017 – 2018
Lời giải

Dễ thấy 
[image: image2933.wmf]=

1203.5.8

 và 
[image: image2934.wmf](

)

(

)

(

)

===

3;55;83;81

 nên ta đi chứng minh S chia hết cho 3, 5, 8.

Mặt khác khai trên S ta được 
[image: image2935.wmf]=++--

5432

Sn5n5n5n6n

.


[image: image2936.wmf]·

 Biến đổi biểu thức S ta được


[image: image2937.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=++--=-++--

=-+++-+-

543253342

23

Sn5n5n5n6nnn6n5nn6n

nn1nn16n5nn1nn16n


Do 
[image: image2938.wmf](

)

(

)

-+

M

n1nn13

 nên ta suy ra được S chia hết cho 3.


[image: image2939.wmf]·

 Ta có 
[image: image2940.wmf](

)

=++--=-++--

54325432

Sn5n5n5n6nnn5nnnn

. Mặt khác lại có 


[image: image2941.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

-=-++=-+-+

=-+-+-+

=--+++-+

522

2

nnnn1n1n1nn1n1n45

nn1n1n45nn1n1

n2n1nn1n25nn1n1


Từ đó suy ra 
[image: image2942.wmf]-

M

5

nn5

 nên S chia hết cho 5.


[image: image2943.wmf]·

 Ta có 
[image: image2944.wmf](

)

(

)

(

)

=++--=++++-

543233

Sn5n5n5n6n4nn1nn1nn6



[image: image2945.wmf]o

 Nếu 
[image: image2946.wmf](

)

=Î

n2kkZ

 thì ta được 
[image: image2947.wmf](

)

=++--+

5432

S32k80k40k8k12kk1

, Từ đó suy ra S chia hết cho 8.


[image: image2948.wmf]o

 Nếu 
[image: image2949.wmf](

)

=+Î

n2k1kZ

 thì ta được 
[image: image2950.wmf](

)

(

)

(

)

=++++-

33

S4nn1nn1nn6

 

Ta có 
[image: image2951.wmf](

)

(

)

(

)

+=++

3

3

4nn182k1k1

 chia hết cho 8.

Lại có 
[image: image2952.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

++-=++++-

M

332

nn1nn62k12k28k12k8k48

.

Do đó S chia hết cho 8.
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Bài 74. Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
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Từ đó ta được 
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Bài 78. Tìm tất cả các số tự nhiên n thỏa mãn 
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Do 
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Từ đó ta được 
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Hay ta được 
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+ Với 
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Vậy số tự nhiên thỏa mãn yêu cầu bài toán là 
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Bài 79. Chứng minh rằng không tồn tại các số nguyên x, y thỏa mãn đẳng thức:
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Trước hết ta chứng minh bổ đề: Với mọi số nguyên tố có dạng 
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Thật vậy, ta xét hai trường hợp sau

+ Trường hợp 1. Nếu một trong hai số a và b chia hết cho p thì ta suy ra điều cần chứng minh.

+ Trường hợp 2. Nếu cả hai số a và b cùng không chia hết cho p. Khi đó ta có 
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Mặt khác ta có 
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Từ đó suy ra 2 chia hết cho p, mà p là số nguyên tố nên ta được 
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Như vậy trường hợp 2 không xẩy ra hay bổ đề được chứng minh.
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Do 19 là số nguyên tố có dạng 
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Từ đó ta được 
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Vậy không tồn tại cặp số nguyên 
[image: image3070.wmf](

)

x;y
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Bài 80. Giả sử p và q là các số nguyên tố thỏa mãn đẳng thức 
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             a) Chứng minh rằng tồn tại số nguyên dương k sao cho 
[image: image3072.wmf]-=-=

2

p1kq,q1kp

.

             b) Tìm tất cả các số nguyên tố p, q thỏa mãn đẳng thức 
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a) Chứng minh rằng tồn tại số nguyên dương k sao cho 
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Như vậy tồn tại các số nguyên dương m, n thỏa mãn 
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b) Tìm tất cả các số nguyên tố p, q thỏa mãn đẳng thức 
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Xem phương trình là phương trình bậc hai ẩn q, khi đó để phương trình có nghiệm nguyên dương thì 


[image: image3087.wmf](

)

D=++=++

44

k4k1k4k4

 phải là số chính phương.

Ta có 
[image: image3088.wmf](

)

<++<+

2

442

kk4k4k2

 nên ta được 
[image: image3089.wmf](

)

D=+

2

2

k1

.
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Thay vào hệ thức đã cho ta được 
[image: image3091.wmf]--=Û=Þ=

2

qq20q2p3

.
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Bài 81. Cho p là một số nguyên tố. Tìm tất cả các số nguyên n để 
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Ta xét các trường hợp sau

+ Trường hợp 1. Nếu 
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Do đó 
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+ Trường hợp 2. Nếu 
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Với 
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Bài 82. Cho x, y là hai số nguyên với 
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         a) Chứng minh rằng nếu 
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         b) Chứng minh rằng nếu 
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         c) Tìm tất cả các số nguyên dương k sao cho 
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 chia hết cho 9 với mọi x, y mà 
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 không chia hết cho 9.
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b) Chứng minh rằng nếu 
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Bài 83. Cho p, q là hai số nguyên tố lớn hơn 5. Chứng minh rằng 
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 chia hết cho 20.
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 chia hết cho 20 ta cần chứng minh 
[image: image3180.wmf]-
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 chia hết cho 20. Để ý rằng ta có 
[image: image3181.wmf]=

204.5

 và 
[image: image3182.wmf](
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 nên ta đi chứng minh 
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 chia hết cho 4 và 5.
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 Ta có 
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 và 
[image: image3186.wmf](

)

(

)

(

)

-=-++

42

q1q1q1q1

. Do p Do p và q là các số nguyên tố lớn hơn 5 nên p và q là các số nguyên tố lẻ nên 
[image: image3187.wmf](

)

(

)

-+

p1p1

 và 
[image: image3188.wmf](

)

(

)

-+

q1q1

 cùng chia hết cho 4. Điều này dẫn đến 
[image: image3189.wmf]-
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 và 
[image: image3190.wmf]-

4

q1

 cùng chia hết cho 4. 

Đến đây ta suy ra được 
[image: image3191.wmf](

)

(

)

-=---

4444

pqp1q1

 chia hết cho 4.
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 Ta có 
[image: image3193.wmf](
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.

Để ý rằng 
[image: image3194.wmf](
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 chia hết cho 5. Mà do p là số nguyên tố lớn hơn 5 nên không chia hết cho 5, do vậy ta có 
[image: image3195.wmf](
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 chia hết cho 5. Từ đây suy ra 
[image: image3196.wmf]-
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 chia hết cho 5. Lập luận hoàn toàn tương tự ta cũng có 
[image: image3197.wmf]-
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 chia hết cho 5. Đến đây ta suy ra 
[image: image3198.wmf]-
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 chia hết cho 5. 

Kết hợp các kết quả trên ta có điều phải chứng minh.

+ Lời giải 2. Hoàn toàn tương tự như trên ta đi chứng minh 
[image: image3199.wmf]-
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 chia hết cho 4 và 5.


[image: image3200.wmf]o

 Do p và q là các số nguyên tố lớn hơn 5 nên p và q là các số lẻ, do đó p và q khi chia cho 4 chỉ có thể có số dư là 1 hoặc 3. Điều này dẫn đến 
[image: image3201.wmf]4

p

 và 
[image: image3202.wmf]4
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 khi chia cho 4 có cũng số dư là 1. Đến đây ta suy ra được  
[image: image3203.wmf]-
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 chia hết cho 4.


[image: image3204.wmf]o

 Cũng do p và q là các số nguyên tố lớn hơn 5 nên p và q khi chia cho 5 có thể có một trong các số dư là 1; 2; 3; 4. Điều này dẫn đến 
[image: image3205.wmf]2

p

 và 
[image: image3206.wmf]2

q

 khi chia cho 5 có các số dư là 1 hoặc 5, do vậy 
[image: image3207.wmf]4

p

 và 
[image: image3208.wmf]4
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 khi chia cho 5 có cũng số dư là 1. Đến đây ta suy ra được  
[image: image3209.wmf]-

44
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 chia hết cho 5.

Kết hợp các kết quả trên ta có điều phải chứng minh.

Bài 84. Cho các số nguyên dương a, b, c, d thỏa mãn đồng thời các điều kiện 
[image: image3210.wmf]<£<

abcd

, 
[image: image3211.wmf]=

adbc

 và 
[image: image3212.wmf]-£

da1

. Chứng minh rằng:

                 i) 
[image: image3213.wmf]+>+

adbc

.                                               ii) a là một số chính phương.
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Lời giải

i) Để ý đến giả thiết 
[image: image3214.wmf]=

adbc

và 
[image: image3215.wmf]<£<

abcd

 ta có biến đổi 


[image: image3216.wmf](
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Do d là số nguyên dương nên ta có 
[image: image3217.wmf]+-->
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, do đó suy ra 
[image: image3218.wmf]+>+

adbc

.

ii) Gọi 
[image: image3219.wmf](
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 với m là một số nguyên dương. Khi đó tồng tại các số nguyên dương x và y nguyên tố cùng nhau sao cho 
[image: image3220.wmf]=

amx

 và 
[image: image3221.wmf]=

bmy

. Từ giả thiết 
[image: image3222.wmf]=

adbc

 ta suy ra được 
[image: image3223.wmf]=

dxcy

, điều này có nghĩa là dx chia hết cho y. Mà do 
[image: image3224.wmf](
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x,y1

 nên suy ra d chia hết cho y, khi đó đặt 
[image: image3225.wmf]=

dny

 với n là số nguyên dương. Từ đó ta có 
[image: image3226.wmf]=

nxycy

 hay 
[image: image3227.wmf]=

cnx

. Do 
[image: image3228.wmf]<£<

abcd

 nên ta được 
[image: image3229.wmf]>

yx

 và 
[image: image3230.wmf]>
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, hay ta có 
[image: image3231.wmf]³+
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 và 
[image: image3232.wmf]³+
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. Từ đó ta lại suy ra được 


[image: image3233.wmf](
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Kết hợp với giả thiết 
[image: image3234.wmf]-£
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 ta được 
[image: image3235.wmf](
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 hay ta được 
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Để ý rằng
[image: image3237.wmf](
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 nên kết hợp với bất đẳng thức trên ta suy ra được 
[image: image3238.wmf]=

xm

. Điều này dẫn ta đến 
[image: image3239.wmf]=
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am

. Do vậy a là một số chính chương.


[image: image3240.wmf]·

 Nhận xét. Ngoài lời giải như trên thì ý ii) còn có thể được tiếp cận bằng hai lời giải khác sau đây.

+ Lời giải 1. Từ giả thiết của bài toán ta được 
[image: image3241.wmf]+-£
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.

Do 
[image: image3242.wmf]=

adbc

 nên bất đẳng thức trên được viết lại thành 
[image: image3243.wmf]+-£

da2bc1

.

Hay ta được 
[image: image3244.wmf](
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Do 
[image: image3245.wmf](
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 nên từ bất đẳng thức trên ta được 
[image: image3246.wmf]+---£
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 hay 
[image: image3247.wmf]+£++

adbc1

. 

Mà theo ý a) ta đã có 
[image: image3248.wmf]+>+

adbc

 nên 
[image: image3249.wmf]+³++

adbc1

.

Kết hợp hai bất đẳng thức thì ta được 
[image: image3250.wmf]+=++
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 hay 
[image: image3251.wmf]+---=
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. Đến đây thì ta thu được 
[image: image3252.wmf](
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. Điều này dẫn ta đến 
[image: image3253.wmf]=
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.

Lại có 
[image: image3254.wmf]=
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 nên suy ra 
[image: image3255.wmf]=
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 và 
[image: image3256.wmf]+=+
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. Đến đây ta có biến đổi 


[image: image3257.wmf](
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Vậy a là một số chính phương.

+ Lời giải 2. Đặt 
[image: image3258.wmf]=+=++
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 và 
[image: image3259.wmf]=+++

daxyz

 với x, z là các số nguyên dương, y là số nguyên không âm. Khi đó các giả thiết của bài toán có thể được viết lại thành 
[image: image3260.wmf](
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 và 
[image: image3261.wmf]+++£+

axyza1

. Do đó ta suy ra được 
[image: image3262.wmf]++-£
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.

Do 
[image: image3263.wmf](
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 nên 
[image: image3264.wmf]->Û>
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 hay 
[image: image3265.wmf]³+
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 nên suy ra 
[image: image3266.wmf]£+
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. Áp dụng bất đẳng thức AM – GM ta được 


[image: image3267.wmf](
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Kết hợp với 
[image: image3268.wmf]++-£
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 ta được 
[image: image3269.wmf]++-=
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 nên dấu bằng của các bất đẳng thức trên xẩy ra. Điều này dẫn đến 
[image: image3270.wmf]=
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 và 
[image: image3271.wmf]=+=
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 là một số chính phương.

Bài 85. Cho a, b là hai số nguyên thỏa mãn 
[image: image3272.wmf]+>
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.

          a) Chứng minh rằng 
[image: image3273.wmf]+³+>
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.

          b) Chứng minh rằng 
[image: image3274.wmf]+³+
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.

          c) Tìm tất cả các bộ số x, y, z, t nguyên thỏa mãn 
[image: image3275.wmf]+=+
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 và 
[image: image3276.wmf]+=+

3322
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.
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a) Chứng minh 
[image: image3277.wmf]+³+>

33

abab0

.

Theo giả thiết ta có 
[image: image3278.wmf](
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Ta có 
[image: image3279.wmf]æö
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, dấu bằng xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image3280.wmf]==
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.

Điều này dẫn đến 
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, mâu thuẫn với giả thiết. Do đó trường hợp 
[image: image3282.wmf]==

ab0

 không xẩy ra.

Từ đó ta được 
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 nên suy ra 
[image: image3284.wmf]+>
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Lại do a, b là các số nguyên và do 
[image: image3285.wmf]-+>
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 nên suy ra 
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Kết hợp với 
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 ta được 
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Dấu bằng xẩy ra khi và chỉ khi 
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b) Chứng minh 
[image: image3290.wmf]+³+
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+ Lời giải 1. Do a, b là các số nguyên và 
[image: image3291.wmf]+>
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 nên suy ra 
[image: image3292.wmf]+³

ab1

. Ta xét các trường hợp sau.

Trường hợp 1. Với 
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, khi đó ta có 
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Như vậy 
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Do a là số nguyên nên các kết quả trên hoàn toàn đúng.

Dấu đẳng thức xẩy khi và chỉ khi 
[image: image3296.wmf](
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Trường hợp 2. Với 
[image: image3297.wmf]+>

ab1

, khi đó do a, b là các số nguyên nên ta có 
[image: image3298.wmf]+³
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Như vậy 
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Dấu đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image3300.wmf]==
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.

+ Lời giải 2. Do a, b là hai số nguyên thỏa mãn 
[image: image3301.wmf]+>
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 nên suy ra a và b không thể đồng thời cùng là số nguyên âm. Ta xét các trường hợp sau.

Trường hợp 1. Với 
[image: image3302.wmf]==
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, khi đó hiển nhiên ta có 
[image: image3303.wmf]+³+
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.

Trường hợp 2. Một trong hai số a và b có một số bằng không và một số khác 0. Khi đó không mất tính tổng quát ta giả sử 
[image: image3304.wmf]=
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 và 
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. Khi đó từ 
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 ta được 
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 nên suy ra 
[image: image3308.wmf]³
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.

Từ đó ta có 
[image: image3309.wmf]+=³=+
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. Dấu đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image3310.wmf]==
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.

Trường hợp 3. Với 
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. Khi đó ta có 
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 nên ta được 
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. Dấu đẳng thức xẩy ra khi và chỉ khi 
[image: image3314.wmf]==
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.

Trường hợp 4. Trong hai số a và b có một số âm và một số dương. Không mất tính tổng quát ta giả sử a là số dương và b là số âm. Khi đó ta có 
[image: image3315.wmf]³
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 và 
[image: image3316.wmf]£-
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Đặt 
[image: image3317.wmf]=+
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 với k là số nguyên lớn hơn 1. Khi đó ta có 
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Do k là số nguyên lớn hơn 1 và 
[image: image3319.wmf]£-
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 nên 
[image: image3320.wmf]³
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Từ đó ta có 
[image: image3321.wmf](
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Do vậy bất đẳng thức cuối cùng huôn đúng. Do vậy ta được 
[image: image3322.wmf]+³+
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. Trường hợp này không xẩy ra dấu đẳng thức.

Kết hợp các kết quả lại ta được 
[image: image3323.wmf]+³+
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Dấu đẳng thức xẩy khi và chỉ khi 
[image: image3324.wmf](
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c) Tìm tất cả các bộ số x, y, z, t nguyên thỏa mãn 
[image: image3325.wmf]+=+
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 và 
[image: image3326.wmf]+=+
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.

Từ giả thiết  ta được 
[image: image3327.wmf]+³
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 và 
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.

+ Nếu 
[image: image3329.wmf]+=
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 thì 
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 suy ra 
[image: image3331.wmf]==
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. Khi đó 
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 nên 
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, đến đây thì ta thu được 
[image: image3334.wmf]==
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. Như vậy ta được 
[image: image3335.wmf]====
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.

+ Nếu 
[image: image3336.wmf]+=
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 thì lập luận chứng minh tương tự ta thu được 
[image: image3337.wmf]====
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.

+ Nếu 
[image: image3338.wmf]+>
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 và 
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. Khi đó theo như các chứng minh trên thì ta thu được 


[image: image3340.wmf]+³+
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Điều này dẫn đến 
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Mà từ giả thiết 
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 và 
[image: image3344.wmf]+=+
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 ta có 
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.

Từ hai kết quả trên ta thu được 
[image: image3346.wmf]ì

+=+

ï

í

+=+

ï

î

3322

3322

xyxy

ztzt

.

Do vậy một trong hai bộ số 
[image: image3347.wmf](
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Từ đó ta có các kết quả sau 
[image: image3350.wmf](
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Bài 86. Cho 
[image: image3351.wmf]=+--
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 với n là số tự nhiên.

          a) Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n thì 
[image: image3352.wmf]n

A

 chia hết cho 51.

          b) Tìm tất cả các số tự nhiên n sao cho 
[image: image3353.wmf]n

A

 chia hết cho 45.
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a) Chứng minh với mọi số tự nhiên n thì 
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 chia hết cho 51.

+ Lời giải 1. Do 2018 và 1964 có cùng số dư khi chia cho 3. Do đó 
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Lại có 
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Cũng tương tự ta có 
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 chia hết cho 17.

Vì 3 và 17 nguyên tố cùng nhau nên suy ra 
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Vì 3 và 17 nguyên tố cùng nhau nên suy ra 
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 chia hết cho 51 với mọi n là số tự nhiên.

b) Tìm tất cả các số tự nhiên n sao cho 
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 Ta xét các trường hợp của n để 
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+ Nếu n là số chẵn, khi đó n chia hết cho 4 hoặc n chia 4 có số dư là 2.

          Với 
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Để ý rằng theo như trên ta có n là số chẵn, do đó ta được  
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Do n là số chẵn nên khi đó n chia hết cho 3 hoặc n chia 3 có số dư là 2.

Với 
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Vậy khi n chia hết cho 6 thì 
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Kết hợp hai kết quả lại ta được 
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Bài 87. Tìm các số nguyên x, y, z sao cho 
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Lời giải

Do x, y, z là các số nguyên nên từ 
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Để ý rằng ta có 
[image: image3411.wmf](

)

æöæö

-³-³-³

ç÷ç÷

èøèø

22

2

11

xy0;3y10;z20

22

. Do đó từ bất đẳng thức trên ta thu được 


[image: image3412.wmf](

)

æöæö

-=-=-=Û-=-=-=

ç÷ç÷

èøèø

22

2

1111

xy3y1z20xyy1z20

2222


Từ đó ta thu được 
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 thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Bài 88. Cho hai số nguyên dương m, n thỏa mãn 
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Giả sử m và n là hai số nguyên dương khác nhau. Khi đó ta có 
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Mà theo giả thiết ta có 
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Do đó ta có 
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Không mất tính tổng quát ta giả sử 
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Do vậy điều giả sử m và n khác nhau là sai nên suy ra 
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 là một số chính phương. 

Bài 89. Cho a, b là các số nguyên dương. Đặt 
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. Chứng minh rằng A và B không thể đồng thời là các số chính phương.
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Lời giải
+ Lời giải 1. Ta xét các trường hợp sau.
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 Trường hợp 1. Cả hai số A và B không phải là số chính phương. Khi đó ta có điều cần chứng minh.
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 Trường hợp 2. Trong hai số A và B thì chỉ có một số là số chính phương. Khi đó ta có điều cần chứng minh.
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 Trường hợp 3. Cả hai số A và B cùng là số chính phương. Khi đó tồn tại các số nguyên dương c, d thỏa mãn 
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 có cùng tính chẵn lẻ hay A và B cùng tính chẵn lẻ.

          Giả sử trong hai số a và b có một số chẵn và một số lẻ. Không mất tính tổn quát ta giả sử a là số chẵn và b là số lẻ. Khi đó ta có 
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 là số chẵn. Điều này mâu thuẫn với A, B cùng tính chẵn lẻ. Do đó a và b phải cùng là số chẵn hoặc cùng là số lẻ. Nếu a và b cùng là số lẻ, khi đó dễ thấy 
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 chia 4 cùng có số dư là 2, điều này mâu thuẫn với A và B là các số chính phương. Do đó a và b là các số nguyên dương chẵn.

          Đặt 
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Lập luận tương tự như trên ta suy ra được m, n  cùng là số chẵn. Từ đó tiếp tục các lập luận tương tự ta được a, b chia hết cho 
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 với k là số nguyên dương bất kì. Do đó suy ra 
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. Điều này mâu thuẫn với a, b là các số nguyên dương. Do đó trường hợp A và B cùng là số nguyên dương không xẩy ra.

Vậy bài toán được chứng minh xong.  

+ Lời giải 2. Giả sử tồn tại các số nguyên dương a và b sao cho 
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[image: image3459.wmf](

)

+-=

2

22

abc2a

 nên suy ra c và 
[image: image3460.wmf](

)

+

ab

 cùng tính chẵn lẻ. Điều này dẫn đến 
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 chia hết cho 4, suy ra a chia hết cho 2. Chứng minh hoàn toàn tương tự ta suy ra được b chia hết cho 2. Do vậy c và d cùng là số chẵn. 

Từ đó ta có 
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 cũng thỏa mãn yêu cầu bài toán. Điều này mâu thuẫn với cách chọn cặp số 
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 với a là số bé nhất. Vậy với mọi số nguyên dương a, b thì các số A, B không thể đồng thời là số chính phương.

Bài 90. Cho x, y là các số nguyên sao cho 
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Ta có 
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[image: image3472.wmf](

)

(

)

+-+

xyx2y1

 chia hết cho 5.

Vì 5 là số nguyên tố nên ta được 
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 chia hết cho 5 hoặc 
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+ Trường hợp 1. Khi 
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 Nếu x chia hết cho 5 thì từ 
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 chia hết cho 5 ta được y cũng chia hết cho 5. 

Do vậy 
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 chia hết cho 5  ta suy ra được y chia 5 có số dư là 2. Đặt 
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Do đó suy ra 
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 chia hết cho 5.

+ Trường hợp 2. Khi 
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Ta có 
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 chia hết cho 5. Do đó y chia 5 có số dư là 4. Mà
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Do đó suy ra 
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 chia hết cho 5.

Vậy bài toán được chứng minh. 

Bài 91. Chứng minh rằng nếu hiệu các lập phương của 2 số nguyên liên tiếp là bình phương của một số tự nhiên n thì n là tổng 2 số chính phương liên tiếp. 
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Gọi hai số nguyên liên tiếp là a và 
[image: image3499.wmf]+

a1

. Khi đó ta có 


[image: image3500.wmf](

)

=+-=+++-=++

3

233232

na1aa3a3a1a3a3a1


Do đó ta có 
[image: image3501.wmf](

)

(

)

=++=+++=+

2

222

4n12n12n434a4a1132a1

 

Suy ra ta được 
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+ Trường hợp 1. Với 
[image: image3514.wmf]ìì

-=-=

ïï

ÞÞ-=Þ=+

íí

+=-=-

ïï

îî

22

2222

22

2n13p2n13p

q23pq3p2

2n1q2n1q2

.

Trường hợp này không thỏa mãn vì số chính phương khi chia cho 3 có số dư là 0 hoặc 1.

+ Trường hợp 2. Với 
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Từ 
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Vậy bài toán được chứng minh hoàn tất.

Bài 92. Cho phương trình 
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 là tích của các số nguyên dương liên tiếp từ 1 đến 9.

          a) Chứng minh rằng nếu tồn tại các số nguyên x, y, z thỏa mãn 
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)

1

 thì x, y, z đều chia hết cho 4.

          b) Chứng minh rằng không tồn các số nguyên dương x, y, z thỏa mãn 
[image: image3522.wmf](
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a) Chứng minh nếu tồn tại các số nguyên x, y, z thỏa mãn 
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 thì x, y, z đều chia hết cho 4.

Phương trình đã cho được viết lại thành 
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. Do đó từ phương trình ta suy ra được 
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Từ phương trình trên ta lại được 
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 chia hết cho 2 nên y chia hết cho 2. Đặt 
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Đến đây thì ta thu được 
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 chia hết cho 2 nên z chia hết cho 2. Đặt 
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Lập luận tương tự như trên ta được 
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Như vậy ta được 
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 nên x, y, z cùng chia hết cho 4.
b) Chứng minh không tồn các số nguyên dương x, y, z thỏa mãn 
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Giả sử tồn tại các số nguyên dương x, y, z thỏa mãn phương trình 
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+ Trường hợp 1. Ba số 
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Ta thấy rằng trong các khả nằng xẩy ra trên thì 
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+ Trường hợp 2. Ba số 
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 là số nguyên dương lẻ và cũng từ phương trình ta có 
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Vậy không tồn tại các số nguyên dương x, y, z thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Bài 93. Tìm các số nguyên dương x, y thỏa mãn 
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Ta đi xét các trường hợp sau:

+ Trường hợp 1. Với 
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+ Trường hợp 2. Với 
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+ Trường hợp 3. Với 
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, khi đi từ phương trình đã cho ta được 
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Do đó suy ra 
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Từ đó suy ra ta được 
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Vậy cặp số nguyên dương 
[image: image3583.wmf](

)

x;y

 thỏa mãn yêu cầu bài toán là 
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Bài 94. Đặt 
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 là các số nguyên dương. Chứng minh rằng nếu N chia hết cho 30  thì M chia hết cho 30.
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Với a là số tự nhiên ta có 
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Để ý rằng 
[image: image3589.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

--++

a2a1aa1a2

 và 
[image: image3590.wmf](

)

(

)

-+

5a1aa1

 chia hết cho 2, 3 và 5. Mà ta có 2, 3, 5 nguyên tố với nhau theo từng đôi một nên ta có 
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Áp dụng cách chứng minh như trên ta có 
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 chia hết cho 30. Mà ta có N chia hết cho 30 nên suy ra M chia hết cho 30.

Bài 95. Tìm tất cả số tự nhiên n và k để 
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Đặt 
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Do n và k là các số tự nhiên nên ta có 
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Do đó để P là số nguyên tố thì ta cần có 
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Đặt 
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Từ đó suy ra 
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Vậy cặp số tự nhiên thỏa mãn yêu cầu bài toán là 
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Bài 96. Tìm các số x, y nguyên dương thỏa mãn 
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Do x, y là các số nguyên dương nên ta có 
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Từ phương trình trên ta có 
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+ Trường hợp 1. Với 
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Mặt khác ta lại có 
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Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là 
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Bài 97. Chứng minh rằng nếu hiệu các lập phương của hai số nguyên liên tiếp là bình phương của một số tự nhiên n thì n là tổng 2 số chính phương liên tiếp. 
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Gọi hai số nguyên liên tiếp là a và 
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Suy ra ta được 
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+ Trường hợp 1. Với 
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Trường hợp này không thỏa mãn vì số chính phương khi chia cho 3 có số dư là 0 hoặc 1.

+ Trường hợp 2. Với 
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Vậy bài toán được chứng minh hoàn tất.

Bài 98. Tìm các nghiệm nguyên dương của phương trình 
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+ Lời giải 1. Do x và y là các số nguyên dương nên phương trình đã cho được viết lại thành 
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Ta xét các trường hợp sau.
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Do x và y là các số nguyên dương nên suy ra 
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Thay vào phương trình đã cho ta được 
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Bài 99. Tìm tất cả các cặp số nguyên x, y thỏa mãn 
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Để ý rằng 
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Mặt khác ta cũng có 
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Từ hai kết quả trên ta thu được 
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Do vậy ta được  
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Do x, y nhận giá trị nguyên nên ta được 
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Do a, b nhân giá trị nguyên nên trường hợp này không có x, y thỏa mãn

Vậy có một cặp số nguyên thỏa mãn yêu cầu bài toán là 
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Bài 100. Cho n là số nguyên dương tùy ý, với mỗi số nguyên dương k, đặt 
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Trước hết ta có tính chất: Với a, b là các số nguyên  và k là một số lẻ thì 
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Do 
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Như vậy 
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 chia hết cho 
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 với mọi k là số lẻ. Do vậy 
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Bài 101. Cho 
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22

Amn4m2n

 với m và n là các số nguyên dương. 

               + Khi 
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, tìm tất cả các giá trị của m để A là số chính phương.

               + Khi 
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, chứng minh rằng A không thể là số chính phương.
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Cho 
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 với m và n là các số nguyên dương. 

+ Khi 
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, tìm tất cả các giá trị của m để A là số chính phương.

Khi 
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Do m , k là các số nguyên nên ta đi xét các trường hợp qua bảng sau 
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Do m là số nguyên dương nên từ bảng trên ta được 
[image: image3743.wmf]=
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 thỏa mãn yêu cầu bài toán.

+ Khi 
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, chứng minh rằng A không thể là số chính phương.
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Do đó ta được 
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Lại có 
[image: image3754.wmf](

)

=--<

2

22

Amn4m2nmn

. Do đó ta được 
[image: image3755.wmf](

)

(

)

-<<

22

mn1Amn

 nên A không thể là số chính phương.

Vậy với 
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Bài 102. Tìm nghiệm nguyên 
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Điều kiện xác định của phương trình là 
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Do x, y là các số nguyên nên 
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Vậy phương trình đã cho các các nghiệm nguyên là 
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Bài 103. 

            a) Chứng minh rằng nếu n là số nguyên thì 
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            b) Tìm tất cả các cặp số tự nhiên 
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a) Chứng minh rằng nếu n là số nguyên thì 
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Để ý rằng 
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b) Tìm tất cả các cặp số tự nhiên 
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Khi đó ta có 
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Như vậy tồn tại các số tự nhiên 
[image: image3795.wmf]x;y;a;b

 thỏa mãn phương trình 
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Từ phương trình trên ta được 
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Do một số tự nhiên m khi chia cho 7 có thể nhận một trong các số dư là 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6 nên 
[image: image3799.wmf]2
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 khi chia cho 7 có thể nhận một trong các 0; 1; 2; 4. Suy ra 
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 và 
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 khi chia cho 7 có thể nhận một trong các 0; 1; 2; 4. Mà ta có 
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 chia hết cho 7 nên 
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 cùng chia hết cho 7. Do 7 và số nguyên tố nên ta được a và b cùng chia hết cho 7. Đặt 
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 là các số tự nhiên, khi đó từ phương trình trên ta thu được phương trình  
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 là các số tự nhiên thì ta lại thu được phương trình 
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Bài 104. Tìm tất cả các số tự nhiên n sao cho 
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Do 
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 là số chính phương nên tồn tại số tự nhiên m thỏa mãn 
[image: image3819.wmf]+=

n2

7147m
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 là số chẵn với mọi số thự nhiên n, do đó m là số chẵn. Do n, k là các số tự nhiên nên ta xét các trường hợp sau.
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 Trường hợp 1. Xét n là số lẻ, khi đó ta đặt 
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Từ phương trình đã cho ta được 
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Từ đó ta được 
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 là số chính phương nên chia 4 dư 0 hoặc dư 1.

Do đó trong trương hợp n lẻ thì phương trình không có nghiệm tự nhiên.
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 Trường hợp 2. Xét n là số chẵn, khi đó ta đặt 
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Từ phương trình đã cho ta được 
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Do m, k là các số tự nhiên nên ta thấy 
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Thử lại ta thấy 
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 đúng. Vậy số tự nhiên thỏa mãn yêu cầu bài toán là 
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Bài 105. Tìm các cặp số nguyên 
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Biến đổi phương trình ta được 
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Xem phương trình trên là phương trình bậc hai ẩn x và tham số y thì ta có 
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Để phương trình đã cho có nghiệm thì ta cần có 
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Do y nhận các giá trị nguyên nên ta được 
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Từ đó ta được các cặp số thỏa mãn bài toán 
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, thay vào phương trình đã cho ta được 
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Từ đó ta được các cặp số thỏa mãn bài toán 
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+ Với 
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Từ đó ta được các cặp số thỏa mãn bài toán 
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Phương trình trên vô nghiệm.

Vậy các cặp số thỏa mãn yêu cầu bài toán là 
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Bài 106.

          a) Tìm tất cả các cặp số nguyên dương 
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 thỏa mãn 
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          b) Cho số nguyên dương n thỏa mãn 
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a) Tìm tất cả các cặp số nguyên dương 
[image: image3866.wmf](

)

x;y

 thỏa mãn 
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Do x, y là các số nguyên dương nên ta có 
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[image: image3873.wmf]++³++

22

xy1xyxy

. Từ đó ta có các trường hợp sau.

+ Trường hợp 1. Với 
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Hệ phương trình trên không có nghiệm nguyên dương.

+ Trường hợp 2. Với 
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. Để ý rằng x, y là các số nguyên dương ta được
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Vậy các cặp số nguyên thỏa mãn yêu cầu bài toán là 
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b) Cho số nguyên dương n thỏa mãn 
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Do 
[image: image3881.wmf]+

2

12n1

 là số nguyên, mà 
[image: image3882.wmf]+

2

12n1

 là số lẻ nên tồn tại số tự nhiên k thỏa mãn 


[image: image3883.wmf](

)

(

)

+=+Û+=++Û+=

2

2222

12n12k112n14k4k1kk13n


Vì 
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+ Trường hợp 1. Với 
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+ Trường hợp 2. Với 
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Do đó 
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Bài 107. Tìm tất cả các cặp số nguyên 
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Vậy các cặp số nguyên thỏa mãn phương trình là 
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Bài 108. Chứng minh rằng 
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 Lời giải 1. Trước hết ta chứng minh bổ đề: Với mọi số nguyên dương  a thì 
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Thật vậy, ta có 
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Lại thấy a khi chia cho 7 thi có một trong các số dư 
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Mà ta có 6 và 7 nguyên tố cùng nhau nên suy ra A chia hết cho 42.

Trở lại bài toán. Đặt 
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Đặt 
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)

(

)

(

)

=++++++++

777

N27n51010n2755n1027

. Áp dụng bổ đề ta có 


[image: image3928.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

éùéù

++-++

êúêú

ëûëû

éùéù

++-++

êúêú

ëûëû

éùéù

++-++

êúêú

ëûëû

M

M

M

7

77

7

77

7

77

27n51027n51042

10n27510n27542

5n10275n102742


Do đó ta được 
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MN

 chia hết cho 42.
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Áp dụng bổ đề tương tự như trên ta được 
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[image: image3934.wmf]=+

NP42

 chia hết cho 42. Đến đây ta suy ra được M chia hết cho 42. Vậy 
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 hay 
[image: image4094.wmf]M
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Lại có 
[image: image4095.wmf](
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Và 
[image: image4096.wmf](
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Do đó ta được 
[image: image4097.wmf](
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 hay 
[image: image4098.wmf]M
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Mà ta có 
[image: image4099.wmf](
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 suy ra 
[image: image4100.wmf]=-+
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 chia hết cho 20 với mọi số nguyên dương n.

II.ĐỀ HSG CÁC NĂM

1. Số nguyên tố, hợp số, số chính phương, lập phương

A. Bài toán

Bài 1: Cho tập hợp 
[image: image4101.wmf]A

 gồm 16 số nguyên dương đầu tiên. Hãy tìm số nguyên dương 
[image: image4102.wmf]k

 nhỏ nhất có tính chất: Trong mỗi tập con gồm 
[image: image4103.wmf]k

 phần tử của 
[image: image4104.wmf]A

đều tồn tại hai số phân biệt 
[image: image4105.wmf]a

, 
[image: image4106.wmf]b

 sao cho 
[image: image4107.wmf]22
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 là số nguyên tố.

Bài 2: Tìm số nguyên tố 
[image: image4108.wmf]p

 thỏa mãn 
[image: image4109.wmf]3
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 là số chính phương.

Bài 3: Xác định số điện thoại của THCS X thành phố Thủ Dầu Một, biết số đó dạng 
[image: image4110.wmf]82
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 với 
[image: image4111.wmf]xxyy

 là số chính phương.

Bài 4: Với k là số nguyên dương, ký hiệu 
[image: image4112.wmf]{
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  là bội số của k}

Cho m,n là các số nguyên dương

a, Chứng minh rằng 
[image: image4113.wmf]mn
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 là tập hợp con của 
[image: image4114.wmf]mn
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b, Tìm điều kiện của m và n để 
[image: image4115.wmf]mn

BB
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 là tập hợp con của 
[image: image4116.wmf]mn

B
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Bài 5: Tìm các số nguyên dương 
[image: image4117.wmf]n

 sao cho 
[image: image4118.wmf]43
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 là số chính phương.

Bài 6: Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho 
[image: image4119.wmf]911
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 là tích của 
[image: image4120.wmf](
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 số tự nhiên liên tiếp.

Bài 7: Tìm tất cả các số tự nhiên n sao cho 
[image: image4121.wmf]20192020
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 là số chính phương
Bài 8: Tìm tất cả các số nguyên tố p sao cho tồn tại cặp số nguyên 
[image: image4122.wmf](
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[image: image4123.wmf]2
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Bài 9: Tìm số tự nhiên có bốn chữ số có dạng 
[image: image4124.wmf]abcd

 sao cho 
[image: image4125.wmf](
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 và 
[image: image4126.wmf]1
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(các chữ số tự nhiên 
[image: image4127.wmf],,,
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 có thể giống nhau).
Bài 10: Tìm tất cả các cặp hai số nguyên 
[image: image4128.wmf](;)
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 thỏa mãn 
[image: image4129.wmf]432
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Bài 11:
Tìm tất cả các số nguyên dương 
[image: image4130.wmf],,
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 thỏa mãn 
[image: image4131.wmf]2019
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 là số hữu tỷ và 
[image: image4132.wmf]222
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 là số nguyên tố.

Bài 12: Chứng minh rằng với mỗi số nguyên n ≥ 6 thì số:


[image: image4133.wmf]2.6.10....(42)
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  là một số chính phương

Bài 13: Có bao nhiêu tập hợp con A của tập hợp{1;2;3;4;….;2014} thỏa mãn điều kiện A có ít nhất 2 phần tử và nếu x ∈ A, y ∈ A, x > y , thì : 
[image: image4134.wmf]2
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Bài 14:

1) Cho số nguyên dương n thỏa mãn n và 10 là hai số nguyên tố cùng nhau. Chứng minh
[image: image4135.wmf]4
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2) Tìm tất cả các số nguyên tố p và các số nguyên dương x,y thỏa mãn 
[image: image4136.wmf]2
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3) Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho tồn tại các số nguyên dương x, y, z thoả mãn 
[image: image4137.wmf]333222
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Bài 15:

a) Tìm các số nguyên
[image: image4138.wmf],

xy

thỏa mãn
[image: image4139.wmf]422
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b) Tìm các số nguyên
[image: image4140.wmf]k

 để 
[image: image4141.wmf]432
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 là số chính phương.

Bài 16: Tìm các số nguyên không âm 
[image: image4142.wmf],
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image4143.wmf],

b



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image4144.wmf]n

 thỏa mãn: 
[image: image4145.wmf]2
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Bài 17: Tìm tất cả các bộ ba số nguyên tố 
[image: image4146.wmf],,
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 đôi một khác nhau thoả mãn điều kiện


[image: image4147.wmf]2030()21
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Bài 18: Tìm tất cả các số nguyên dương a, b, c thỏa mãn:


[image: image4148.wmf]ab2

bc2

-

-

 là số hữu tỉ  và  a2 + b2 + c2 là số nguyên tố

Bài 19:  Cho tập hợp 
[image: image4149.wmf]A

 gồm 16 số nguyên dương đầu tiên. Hãy tìm số nguyên dương 
[image: image4150.wmf]k

 nhỏ nhất có tính chất: Trong mỗi tập con gồm 
[image: image4151.wmf]k

 phần tử của 
[image: image4152.wmf]A

đều tồn tại hai số phân biệt 
[image: image4153.wmf]a

, 
[image: image4154.wmf]b

 sao cho 
[image: image4155.wmf]22
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 là số nguyên tố.

Bài 20: Xác định số điện thoại của THCS X thành phố Thủ Dầu Một, biết số đó dạng 
[image: image4156.wmf]82
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 với 
[image: image4157.wmf]xxyy

 là số chính phương.

Bài 21: Tìm tất cả các cặp số 
[image: image4158.wmf](
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nguyên dương thỏa mãn hai điều kiện:

1) 
[image: image4159.wmf],
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 đều khác 
[image: image4160.wmf]1

 và ước số chung lớn nhất của 
[image: image4161.wmf],
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là 
[image: image4162.wmf]1
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2) Số 
[image: image4163.wmf](
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 có đúng 
[image: image4164.wmf]16

  ước số nguyên dương.

Bài 22:

Chứng minh rằng không tồn tại các số nguyên dương 
[image: image4165.wmf],,
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 với 
[image: image4166.wmf]p

 nguyên tố thỏa mãn


[image: image4167.wmf]201920192018
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Bài 23: Tìm các số nguyên dương 
[image: image4168.wmf]n

sao cho 
[image: image4169.wmf]43
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 là số chính phương.
B. Lời giải

Bài 1: Cho tập hợp 
[image: image4170.wmf]A

 gồm 16 số nguyên dương đầu tiên. Hãy tìm số nguyên dương 
[image: image4171.wmf]k

 nhỏ nhất có tính chất: Trong mỗi tập con gồm 
[image: image4172.wmf]k

 phần tử của 
[image: image4173.wmf]A

đều tồn tại hai số phân biệt 
[image: image4174.wmf]a

, 
[image: image4175.wmf]b

 sao cho 
[image: image4176.wmf]22
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 là số nguyên tố.

Lời giải

Ta xét tập 
[image: image4177.wmf]T

 gồm các số chẵn thuộc tập 
[image: image4178.wmf]A

. Khi đó 
[image: image4179.wmf]||8
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 và với 
[image: image4180.wmf]a

, 
[image: image4181.wmf]b

 thuộc 
[image: image4182.wmf]T

 ta có 
[image: image4183.wmf]22
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 , do đó 
[image: image4184.wmf]9
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Xét các cặp số sau:


[image: image4185.wmf]A

 
[image: image4186.wmf]=

 
[image: image4187.wmf]{

}
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[image: image4188.wmf]È

 
[image: image4189.wmf]{
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[image: image4190.wmf]È

 
[image: image4191.wmf]{
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[image: image4192.wmf]È

 
[image: image4193.wmf]{
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[image: image4194.wmf]È

 
[image: image4195.wmf]{
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[image: image4196.wmf]È

 
[image: image4197.wmf]{
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[image: image4198.wmf]È

 
[image: image4199.wmf]{
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[image: image4200.wmf]È

 
[image: image4201.wmf]{
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Ta thấy tổng bình phương của mỗi cặp số trên đều là số nguyên tố

Xét 
[image: image4202.wmf]T

 là một tập con của 
[image: image4203.wmf]A

 và 
[image: image4204.wmf]||9
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, khi đó theo nguyên lí Dirichlet 
[image: image4205.wmf]T

 sẽ chứa ít nhất 1 cặp nói trên.

Vậy 
[image: image4206.wmf]min
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Bài 2: Tìm số nguyên tố 
[image: image4207.wmf]p

 thỏa mãn 
[image: image4208.wmf]3
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 là số chính phương.
Lời giải

Đặt 
[image: image4209.wmf]32
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Biến đổi thành 
[image: image4210.wmf](
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Trường hợp 1: Nếu 
[image: image4211.wmf]|3
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Đặt 
[image: image4212.wmf]3()

tpkkN

-=Î


Khi đó thay vào (1) ta có:


[image: image4213.wmf](
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Coi đây là phương trình bậc hai ẩn 
[image: image4214.wmf]p

 điều kiện cần để tồn tại nghiệm của phương trình là:


[image: image4215.wmf](
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 là một số chính phương.

Mặt khác với 
[image: image4216.wmf]3
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 ta dễ chứng minh được 
[image: image4217.wmf](
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Suy ra các trường hợp:


[image: image4218.wmf](
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[image: image4219.wmf](
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[image: image4220.wmf](
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Do đó phải có
[image: image4221.wmf]3
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. Thử trực tiếp được 
[image: image4222.wmf]3
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  thỏa mãn.

Từ đó ta có 
[image: image4223.wmf]36;11
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Lưu ý: HS có thể làm như sau khi thay vào 
[image: image4224.wmf](
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[image: image4225.wmf](
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Mặt khác ta có 
[image: image4226.wmf]22222
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[image: image4227.wmf](
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Coi đây là phương trình bậc hai ẩn 
[image: image4228.wmf]n

 điều kiện cần để tồn tại nghiệm của phương trình là:


[image: image4229.wmf](
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 là một số chính phương.

Muốn vậy thì 
[image: image4230.wmf]4
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 phải là một số chính phương.

Sau đó cách làm giống như trên.

Trường hợp 2: Nếu 
[image: image4231.wmf]|3
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Đặt 
[image: image4232.wmf]3()
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Khi đó thay vào (1) ta có:
[image: image4233.wmf](
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Coi đây là phương trình bậc hai ẩn 
[image: image4234.wmf]p

 điều kiện cần để tồn tại nghiệm của phương trình là: 
[image: image4235.wmf](
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 là một số chính phương.

Mặt khác với 
[image: image4236.wmf]3
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 ta dễ chứng minh được 
[image: image4237.wmf](
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 Suy ra các trường hợp:


[image: image4238.wmf](
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[image: image4239.wmf](
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[image: image4240.wmf](
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Do đó phải có 
[image: image4241.wmf]3
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 Thử trực tiếp được 
[image: image4242.wmf]3
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 thỏa mãn.

Từ đó suy ra 
[image: image4243.wmf]3;18
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 tương ứng 
[image: image4244.wmf]2;7
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.

Vậy tập tất cả giá trị 
[image: image4245.wmf]p

 cần tìm là 
[image: image4246.wmf]{2;7;11}


Bài 3: Xác định số điện thoại của THCS X thành phố Thủ Dầu Một, biết số đó dạng 
[image: image4247.wmf]82
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 với 
[image: image4248.wmf]xxyy

 là số chính phương.

Lời giải

Ta có: 
[image: image4249.wmf]110
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 là số chính phương nên


[image: image4250.wmf]011100119911
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Ta có: 
[image: image4251.wmf]2
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[image: image4252.wmf]91
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 là số chính phương.


[image: image4253.wmf]74
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Vậy 
[image: image4254.wmf]7744;0000
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Bài 4: Với k là số nguyên dương, ký hiệu 
[image: image4255.wmf]{
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Cho m,n là các số nguyên dương

a, Chứng minh rằng 
[image: image4256.wmf]mn
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 là tập hợp con của 
[image: image4257.wmf]mn
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b, Tìm điều kiện của m và n để 
[image: image4258.wmf]mn
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 là tập hợp con của 
[image: image4259.wmf]mn
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Lời giải

a, Ta có: 
[image: image4260.wmf]{
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[image: image4261.wmf]{

*

/

mn

BBxN

Ç=Î

x là bội của m và n}

={BCNN(m,n); 2BCNN(m,n); ...; hBCNN(m,n)}

Vì 
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Nên 
[image: image4263.wmf]mn
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 là tập hợp con của 
[image: image4264.wmf]mn
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b, Để 
[image: image4265.wmf]mn
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 là tập hợp con của 
[image: image4266.wmf]mn
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 mà theo câu a thì 
[image: image4267.wmf]mn
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 là tập hợp con của 
[image: image4268.wmf]mn
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 Nên 
[image: image4269.wmf](,)(,)1
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Hay m và n là hai số nguyên tố cùng nhau.

Bài 5: Tìm các số nguyên dương 
[image: image4270.wmf]n

 sao cho 
[image: image4271.wmf]43
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 là số chính phương.

Lời giải

Đặt 
[image: image4272.wmf]43
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Với 
[image: image4273.wmf]1
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 thì 
[image: image4274.wmf]3
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Với 
[image: image4275.wmf]2
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 ta có 
[image: image4276.wmf]43
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Xét 
[image: image4277.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image4278.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image4280.wmf](
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Vậy 
[image: image4281.wmf](
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Với 
[image: image4282.wmf]2
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 thì 
[image: image4283.wmf]25
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 thỏa mãn bài toán.

Bài 6: Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho 
[image: image4284.wmf]911
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[image: image4285.wmf](
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 số tự nhiên liên tiếp.

Lời giải

Trong 3 số tự nhiên liên tiếp luốn có ít nhất một số chia hết cho 3, mà 
[image: image4286.wmf]911
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 không chia hết cho 3 nên 
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không thể là tích của 
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 số tự nhiên liên tiếp. Từ đó, theo yêu cầu đề bài, suy ra 
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Do 
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 Bằng cách xét trường hợp cụ thể, ta tìm được 
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) thỏa mãn yêu cầu. Vậy có duy nhất một giá trị n thỏa mãn yêu cầu đề bài là 
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Bài 7: Tìm tất cả các số tự nhiên n sao cho 
[image: image4303.wmf]20192020
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Lời giải

Với mọi số tự nhiên a thì 
[image: image4304.wmf]2
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 khi chia cho 8 chỉ có các số dư là 0; 1; 4.

Số 2019 chia 8 dư 3; 2020 chia 8 dư 4. Suy ra 
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 C không thể là số chính phương.
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 C không thể là số chính phương.

KL: Không tồn tại 
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 thỏa yêu cầu bài toán.

Bài 8: Tìm tất cả các số nguyên tố p sao cho tồn tại cặp số nguyên 
[image: image4321.wmf](
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Lời giải

Không mất tính tổng quát ta có thể giả sử 
[image: image4323.wmf]0,0
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Mặt khác, ta có 
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Giải hệ này ta được 
[image: image4331.wmf]7,2
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Bài 9: Tìm số tự nhiên có bốn chữ số có dạng 
[image: image4334.wmf]abcd
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Lời giải:
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Suy ra 
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Bài 10: Tìm tất cả các cặp hai số nguyên 
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+) Nếu 
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 thay vào phương trình ta được 
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Kết luận 
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Bài 11:
Tìm tất cả các số nguyên dương 
[image: image4366.wmf],,
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Đặt 
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Vì 
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Bài 12: Chứng minh rằng với mỗi số nguyên n ≥ 6 thì số:
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Bài 13: Có bao nhiêu tập hợp con A của tập hợp{1;2;3;4;….;2014} thỏa mãn điều kiện A có ít nhất 2 phần tử và nếu x ∈ A, y ∈ A, x > y , thì : 
[image: image4382.wmf]2
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Lời giải

Với mỗi tập A là tập con của S = {1;2;3;...;2014} thỏa mãn đề bài, gọi a và b lần lượt là phần tử nhỏ nhất và lớn nhất của A (a, b ∈ S, a < b)

Ta chứng minh b ≤ 2a, thật vậy, giả sử b > 2a

Theo giả thiết
[image: image4383.wmf]2
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 Mà b > 2a => b – a > a > 0 => c = 
[image: image4384.wmf]22
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 , mâu thuẫn với a là phần tử nhỏ nhất của A.

Vậy b ≤ 2a

Gọi d là phần tử lớn nhất của tập B = A\{b}. Ta chứng minh b ≥ 2d. Thật vậy giả sử b < 2d, theo giả thiết thì
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 mà b < 2d => 0 < b – d < d => e > 
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Suy ra e ∈ A nhưng e ∉ B ⇒ e = b ⇒ 
[image: image4387.wmf]2
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(mâu thuẫn vì VP là số chính phương, VT không là số chính phương)

Vậy b ≥ 2d ⇒ 2d ≤ b ≤ 2a ⇒ d ≤ a. Mà a ≤ d (a và d lần lượt là phần tử nhỏ nhất và lớn nhất của B) nên a = d ⇒ b = 2a

Vậy A = {a;2a}. Kiểm tra lại ta thấy A thỏa mãn đề bài. Vì a ∈ S và 2a ∈ S nên 2 ≤ 2a ≤ 2014
⇒ 1 ≤ a ≤ 1007

Vậy số tập con A thỏa mãn đề bài là 1007 tập.

Bài 14:

a) Cho số nguyên dương n thỏa mãn n và 10 là hai số nguyên tố cùng nhau. Chứng minh
[image: image4388.wmf]4
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b) Tìm tất cả các số nguyên tố p và các số nguyên dương x,y thỏa mãn 
[image: image4389.wmf]2
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c) Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho tồn tại các số nguyên dương x, y, z thoả mãn 
[image: image4390.wmf]333222
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Lời giải

a) Cho số nguyên dương n thỏa mãn n và 10 là hai số nguyên tố cùng nhau. Chứng minh
[image: image4391.wmf]4
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Vì n và 10 nguyên tố cùng nhau nên n không chia hết cho 2 và 5.

⇒ n chỉ có thể có dạng 10k ± 1 và 10k ± 3 với k ∈ ℕ.

Ta có: 
[image: image4392.wmf]4222
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Do n lẻ nên n – 1 ⋮ 2; n + 1 ⋮ 2 và 
[image: image4393.wmf]2

n

 + 1 ⋮ 2 ⇒ 
[image: image4394.wmf]4

n

 – 1 ⋮ 8. (1)

( Nếu n = 10k ± 1 ⇒ n2 ≡ (±1)2 ≡ 1 (mod 10) ⇒ n2 – 1 ⋮ 10 ⇒ n4 – 1 ⋮ 5 (2)

Từ (1) và (2), chú ý (5;8) = 1 suy ra n4 – 1 ⋮ 40

( Nếu n = 10k ± 3 ⇒ n2 ≡ (±3)2 = 9 (mod 10) ⇒ n2 + 1 ⋮ 10 ⇒ n4 – 1 ⋮ 5 (3)

Từ (1) và (3) chú ý (5;8) = 1 suy ra n4 – 1⋮ 40

Vậy trong mọi trường hợp ta có n4 – 1 ⋮ 40

b) Tìm tất cả các số nguyên tố p và các số nguyên dương x,y thỏa mãn 
[image: image4395.wmf]2
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Từ (1) ⇒ p – 1 là số chẵn ⇒ p là số nguyên tố lẻ.

Trừ từng vế của (2) cho (1) ta được
[image: image4396.wmf]222
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⇒ 2(y – x)(y + x + 2) ⋮ p. Mà (2;p) = 1 nên xảy ra 2 TH:

( y – x ⋮ p ⇒ y – x = kp (k ∈ ℕ*)

Khi đó từ (*) ⇒ p – 1 = 2k(x + y + 2) ⇒ kp – k = 2k2(x + y + 2) ⇒ y – x – k = 2k2(x + y + 2)

(loại vì x + y + 2 > y – x – k > 0 ; 2k2 > 1 ⇒ 2k2(x + y + 2) > y – x – k)

( y + x + 2 ⋮ p ⇒ x + y + 2 = kp (k ∈ ℕ*)

Từ (*) ⇒ p – 1 = 2k(y – x) ⇒ kp – k = 2k2(y – x) ⇒ x + y + 2 – k = 2k2(y – x) (**)

Ta chứng minh k = 1. Thật vậy nếu k ≥ 2 thì từ (**) ⇒ x + y = 2k2(y – x) + k – 2 ≥ 8(y – x)

(vì y – x > 0)
⇒ 9x ≥ 7y ⇒ 7y < 14x ⇒ y < 2x

Do đó từ (2) ⇒ (p – 1)(p + 1) = 2y(y + 2) < 4x( 2x + 2) < 4x(2x + 4) = 8x( x + 2) = 4(p – 1)

(vì 2x(x + 2) = p – 1 theo (1))

⇒ p + 1 < 4 ⇒ p < 3, mâu thuẫn với p là số nguyên tố lẻ.

Do đó k = 1, suy ra
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Thay p – 1 = 4x + 2 vào (1) ta có: 
[image: image4398.wmf]22
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⇒ y = 4, p = 7 (thỏa mãn)

Vậy x = 1, y = 4 và p = 7.

c) Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho tồn tại các số nguyên dương x, y, z thoả mãn 
[image: image4399.wmf]333222
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  (1)

Giả sử n là số nguyên dương sao cho tồn tại các số nguyên dương x,y,z thỏa mãn (1)

Không mất tính tổng quát, giả sử x ≥ y ≥ z ≥ 1.

Từ (1) ⇒ 
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Vì x ≥ y ≥ z nên
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Kết hợp với (*) ta có
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Mà
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Ta có: 
[image: image4405.wmf]4
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( Nếu z = 2 : (**) 
[image: image4406.wmf]2
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 (loại vì y < z)

( Nếu z = 1 : (**) 
[image: image4407.wmf]22
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Ta chứng minh n ∉ {2;4}. Thật vậy,

*Nếu n = 4 thì từ n2y ≤ 18 ⇒ 16y ≤ 18 ⇒ y = 1. Từ (1) ⇒ x3 + 2 = 4x2 ⇒ x2(4 – x) = 2 ⇒ x2 là ước của 2 ⇒
x = 1 (không thỏa mãn)

*Nếu n = 2 thì từ n2y ≤ 18 suy ra 4y ≤ 18 ⇒ 1 ≤ y ≤ 4.

+ 
[image: image4408.wmf]322
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+ 
[image: image4409.wmf]322
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 Suy ra x2 là ước của 9. Mà x2 ≥ y2 = 4 nên x=3 (không thỏa
mãn)

+ 
[image: image4410.wmf]322
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 Suy ra x2 là ước của 28. Mà x2 ≥ y2 = 9 nên không tồn tại x thỏa mãn.

+ 
[image: image4411.wmf]322
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 là ước của 65 (loại vì 65 không có ước chính phương)

Vậy n ∉ {2;4}. Do đó n ∈ {1;3}

Thử lại với n = 1, tồn tại bộ (x;y;z) nguyên dương chẳng hạn (x;y;z) = (3;2;1) thỏa mãn (1)

với n = 3, tồn tại bộ (x;y;z) = (1;1;1) thỏa mãn (1).

Vậy tất cả các giá trị n thỏa mãn bài toán là n ∈ {1;3}

Bài 15:

a) Tìm các số nguyên
[image: image4412.wmf],
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b) Tìm các số nguyên
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 để 
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[image: image4650.wmf]1

 đến 
[image: image4651.wmf]1000.

 Chứng minh rằng có thể chọn ra 
[image: image4652.wmf]9

 học sinh thi toán có tổng các số báo danh được mang chia hết cho 
[image: image4653.wmf]9.


Bài 3: Giả sử Trung tâm thành phố Bến Tre có tất cả 
[image: image4654.wmf]2019

 bóng đèn chiếu sáng đô thị, bao gồm 
[image: image4655.wmf]671

 bóng đèn ánh sáng trắng, 
[image: image4656.wmf]673

 bóng đèn ánh sáng vàng nhạt, 
[image: image4657.wmf]675

 bóng đèn ánh sáng vàng sậm. Người ta thực hiện dự án thay bóng đèn theo quy luật sau: mỗi lần người ta tháo bỏ hai bóng đèn khác loại và thay vào đó bằng hai bóng đèn thuộc loại còn lại. Hỏi theo quy trình trên, đến một lúc nào đó, người ta có thể nhận được tất cả các bóng đèn đều thuộc cùng một loại không? Giải thích vì sao?

Bài 4: Chứng minh 
[image: image4658.wmf]642
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 chia hết cho 36 với mọi 
[image: image4659.wmf]n

 nguyên dương.

Bài 5:  a) Tìm các số thực 
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 sao cho 
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 đều là số nguyên.

b) Tìm các số tự nhiên có dạng 
[image: image4663.wmf]ab

. Biết rằng 
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 là số chia hết cho 
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Bài 6: Biết 
[image: image4666.wmf],
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 là các số nguyên dương thỏa mãn 
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 chia hết cho 
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, chứng minh rằng cả 
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 và 
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 đều chia hết cho 
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.

Bài 7: Giả sử Trung tâm thành phố Bến Tre có tất cả 
[image: image4672.wmf]2019

 bóng đèn chiếu sáng đô thị, bao gồm 
[image: image4673.wmf]671

 bóng đèn ánh sáng trắng, 
[image: image4674.wmf]673

 bóng đèn ánh sáng vàng nhạt, 
[image: image4675.wmf]675

 bóng đèn ánh sáng vàng sậm. Người ta thực hiện dự án thay bóng đèn theo quy luật sau: mỗi lần người ta tháo bỏ hai bóng đèn khác loại và thay vào đó bằng hai bóng đèn thuộc loại còn lại. Hỏi theo quy trình trên, đến một lúc nào đó, người ta có thể nhận được tất cả các bóng đèn đều thuộc cùng một loại không? Giải thích vì sao?

Bài 8: Chứng minh rằng 
[image: image4676.wmf]32
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 chia hết cho 
[image: image4677.wmf]6

 với mọi số nguyên 
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Bài 9: Chứng minh rằng 
[image: image4679.wmf]2
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Bài 10: Chứng minh rằng 
[image: image4680.wmf]417
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 chia  hết cho 3 với mọi số nguyên dương n.

Bài 11: Cho 
[image: image4681.wmf]*
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. Chứng minh rằng nếu 2n + 1 và 3n + 1 là các số chính phương thì n chia hết cho 40.
Bài 12: Chữ số hàng đơn vị của số [image: image4682.wmf](
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Bài 13: Tìm tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình 
[image: image4686.wmf]22
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Bài 14:

a) Chứng minh rằng số 
[image: image4687.wmf](
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 chia hết cho một số chính phương khác 1 với mọi số 
[image: image4688.wmf]n

 nguyên dương.

b) Tìm tất cả các số tự nhiên 
[image: image4689.wmf]n

 để phương trình 
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Bài 15:

Chứng minh rằng nếu p và (p+2) là hai số nguyên tố lớn hơn 3 thì tổng của chúng chia hết cho 12.

Bài 16:

Chứng minh rằng nếu số nguyên n lớn hơn 1 thoả mãn n2 ( 4 và n2 (16 là các số nguyên tố thì n chia hết cho 5.

Bài 17: Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 
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 chia hết cho 
[image: image4694.wmf]42
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Bài 18: Tìm số tự nhiên bé nhất có 4 chữ số biết nó chia hết cho 7 được số dư là 2 và bình phương của nó chia cho 11 được số dư là 3.
Bài 19: Chứng minh rằng nếu số nguyên 
[image: image4695.wmf]n

 lớn hơn 1 thoả mãn 
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Bài 20: Với mỗi số thực 
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1) Chứng minh rằng 
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2) Có bao nhiêu số nguyên dương 
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Bài 21: Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, số 
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Bài 22: Cho 
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 với n là số nguyên dương. Chứng minh rằng A chia hết cho 
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Bài 23: Tìm số tự nhiên có bốn chữ số có dạng 
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Bài 24: Cho 
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 là hai số nguyên. Chứng minh rằng: nếu 
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 chia hết cho 
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 thì 
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 cũng chia hết cho 
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Bài 25:  Tìm tất cả các số nguyên dương 
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 chia hết cho 
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Bài 26:

1) Chứng minh 
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 chia hết cho 36 với mọi 
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2) Cho ba số phân biệt 
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Chứng minh rằng trong ba số 
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 có ít nhất một số dương.

B. Lời giải

Bài 1: Tìm tất cả các số nguyên dương 
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Lời giải
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Thử lại vào (1) ta tìm được các cặp 
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Thử lại vào (1) ta tìm được các cặp số 
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Thử lại vào (1) ta được các cặp số 
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Bài 2: Trong kì thi Olympic có 
[image: image4799.wmf]17

 học sinh thi môn Toán được mang số báo danh là số tự nhiên trong khoảng từ 
[image: image4800.wmf]1

 đến 
[image: image4801.wmf]1000.

 Chứng minh rằng có thể chọn ra 
[image: image4802.wmf]9

 học sinh thi toán có tổng các số báo danh được mang chia hết cho 
[image: image4803.wmf]9.


Lời giải

Với 
[image: image4804.wmf]5

 số tự nhiên đôi một khác nhau tùy ý thì có hai trường hợp xảy ra:

+ TH1: Có ít nhất 
[image: image4805.wmf]3

số chia cho 
[image: image4806.wmf]3

có số dư giống nhau 
[image: image4807.wmf]Þ

Tổng ba số tương ứng chia hết cho 
[image: image4808.wmf]3.


+ TH2: Có nhiều  nhất  
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 số chia cho 
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có số dư giống nhau 
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 Có ít nhất 
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 Suy ra luôn chọn được 
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 số có tổng chia hết cho 
[image: image4821.wmf]3.


Do đó ta chia 
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 số là số báo danh của 
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học sinh thành 
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 tập có lần lượt 
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 phần tử.

Trong mỗi tập, chọn được 3 số có tổng lần lượt là 
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Còn lại 
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 số, trong 
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 số còn lại, chọn tiếp 
[image: image4829.wmf]3

 số có tổng là 
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Còn lại 
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 số chọn tiếp 
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 học sinh tương ứng có tổng các số báo danh là 
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Bài 3: Giả sử Trung tâm thành phố Bến Tre có tất cả 
[image: image4841.wmf]2019

 bóng đèn chiếu sáng đô thị, bao gồm 
[image: image4842.wmf]671

 bóng đèn ánh sáng trắng, 
[image: image4843.wmf]673

 bóng đèn ánh sáng vàng nhạt, 
[image: image4844.wmf]675

 bóng đèn ánh sáng vàng sậm. Người ta thực hiện dự án thay bóng đèn theo quy luật sau: mỗi lần người ta tháo bỏ hai bóng đèn khác loại và thay vào đó bằng hai bóng đèn thuộc loại còn lại. Hỏi theo quy trình trên, đến một lúc nào đó, người ta có thể nhận được tất cả các bóng đèn đều thuộc cùng một loại không? Giải thích vì sao?

Lời giải

Ta có 
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Ta thấy mỗi loại bóng đèn có số bóng khi chia cho 
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 được các số dư khác nhau 
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Sau mỗi bước thay bóng đèn, số bóng đèn mỗi loại giảm đi 
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 hoặc tăng thêm 
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 thay đổi như sau:

· Số chia cho 
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· Số chia cho 
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 dư 
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· Số chia cho 
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 dư 
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 sau khi thay chia cho 
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 sẽ dư 
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Do đó sau mỗi bước thay bóng thì số bóng đèn mỗi loại chia cho 
[image: image4873.wmf]3

 cũng có số dư khác nhau là 
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, 
[image: image4876.wmf]2

. Vì vậy luôn luôn chỉ có 
[image: image4877.wmf]1

 loại bóng đèn có số lượng bóng chia hết cho 
[image: image4878.wmf]3

. Giả sử đến một lúc nào đó tất cả bóng đèn cùng một loại, thì số bóng đèn của 
[image: image4879.wmf]2

 loại kia đều 
[image: image4880.wmf]0

 và chia hết cho 
[image: image4881.wmf]3

 (mâu thuẫn).

Vậy không thể thay bóng theo quy trình như trên để tất cả bóng đèn cùng một loại.

Bài 4: Chứng minh 
[image: image4882.wmf]642
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 chia hết cho 36 với mọi 
[image: image4883.wmf]n

 nguyên dương.

Lời giải

Ta có: 
[image: image4884.wmf](
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[image: image4885.wmf](

)

(

)

11

Annn

=-+

, ta có 
[image: image4886.wmf]2
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[image: image4887.wmf](
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[image: image4889.wmf](
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Bài 5:  a) Tìm các số thực 
[image: image4890.wmf]x

 sao cho 
[image: image4891.wmf]2018
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 và 
[image: image4892.wmf]7
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 đều là số nguyên.
b) Tìm các số tự nhiên có dạng 
[image: image4893.wmf]ab

. Biết rằng 
[image: image4894.wmf]22
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 là số chia hết cho 
[image: image4895.wmf]3267

.

Lời giải

a) Điều kiện 
[image: image4896.wmf]0
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[image: image4901.wmf],
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[image: image4907.wmf]22
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[image: image4908.wmf]22
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chia hết cho 
[image: image4909.wmf]3267

 nên 
[image: image4910.wmf]22
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 chia hết cho 33


[image: image4911.wmf]1,9
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[image: image4912.wmf]7,4
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[image: image4913.wmf]4,7
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Vậy ta có các số 
[image: image4914.wmf]11;22;33;44;47;55;66;74;77;88;99

.

Bài 6: Biết 
[image: image4915.wmf],

ab

 là các số nguyên dương thỏa mãn 
[image: image4916.wmf]22
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 chia hết cho 
[image: image4917.wmf]9

, chứng minh rằng cả 
[image: image4918.wmf]a

 và 
[image: image4919.wmf]b

 đều chia hết cho 
[image: image4920.wmf]3

.

Lời giải


[image: image4921.wmf]22
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 chia hết cho 9 suy ra 
[image: image4922.wmf](
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chia hết cho 
[image: image4923.wmf]9

. Do 
[image: image4924.wmf]2
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b

 chia hết cho 
[image: image4925.wmf]3

 nên 
[image: image4926.wmf](
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 chia hết cho 
[image: image4927.wmf]3

, suy ra 
[image: image4928.wmf]2
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 chia hết cho 
[image: image4929.wmf]3

. Từ đó, ta có 
[image: image4930.wmf](

)

2

2

ab

-

 chia hết cho 
[image: image4931.wmf]9

. Suy ra 
[image: image4932.wmf]2

3

b

 chia hết cho 
[image: image4933.wmf]9

, do đó 
[image: image4934.wmf]2

b

 chia hết cho 
[image: image4935.wmf]3

, suy ra 
[image: image4936.wmf]b

chia hết cho 
[image: image4937.wmf]3

. Mà 
[image: image4938.wmf]2
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 chia hết cho 
[image: image4939.wmf]3

 nên ta cũng có 
[image: image4940.wmf]a

 chia hết cho 
[image: image4941.wmf]3

. Vậy cả hai số 
[image: image4942.wmf]a

 và 
[image: image4943.wmf]b

 đều chia hết cho 
[image: image4944.wmf]3

.

Bài 7: Giả sử Trung tâm thành phố Bến Tre có tất cả 
[image: image4945.wmf]2019

 bóng đèn chiếu sáng đô thị, bao gồm 
[image: image4946.wmf]671

 bóng đèn ánh sáng trắng, 
[image: image4947.wmf]673

 bóng đèn ánh sáng vàng nhạt, 
[image: image4948.wmf]675

 bóng đèn ánh sáng vàng sậm. Người ta thực hiện dự án thay bóng đèn theo quy luật sau: mỗi lần người ta tháo bỏ hai bóng đèn khác loại và thay vào đó bằng hai bóng đèn thuộc loại còn lại. Hỏi theo quy trình trên, đến một lúc nào đó, người ta có thể nhận được tất cả các bóng đèn đều thuộc cùng một loại không? Giải thích vì sao?

Lời giải

Ta có 
[image: image4949.wmf]671

 chia cho 
[image: image4950.wmf]3

 dư 
[image: image4951.wmf]2

; 
[image: image4952.wmf]673

 chia cho 
[image: image4953.wmf]3

 dư 
[image: image4954.wmf]1

; 
[image: image4955.wmf]675

 chia cho 
[image: image4956.wmf]3

 dư 
[image: image4957.wmf]0

.

Ta thấy mỗi loại bóng đèn có số bóng khi chia cho 
[image: image4958.wmf]3

 được các số dư khác nhau 
[image: image4959.wmf]0

, 
[image: image4960.wmf]1

, 
[image: image4961.wmf]2

.

Sau mỗi bước thay bóng đèn, số bóng đèn mỗi loại giảm đi 
[image: image4962.wmf]1

 hoặc tăng thêm 
[image: image4963.wmf]2

, khi đó số dư của chúng khi chia cho 
[image: image4964.wmf]3

 thay đổi như sau:

-Số chia cho 
[image: image4965.wmf]3

 dư 
[image: image4966.wmf]0

 sau khi thay chia cho 
[image: image4967.wmf]3

 sẽ dư 
[image: image4968.wmf]2
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-Số chia cho 
[image: image4969.wmf]3

 dư 
[image: image4970.wmf]1

 sau khi thay chia cho 
[image: image4971.wmf]3

 sẽ dư 
[image: image4972.wmf]0

.

-Số chia cho 
[image: image4973.wmf]3

 dư 
[image: image4974.wmf]2

 sau khi thay chia cho 
[image: image4975.wmf]3

 sẽ dư 
[image: image4976.wmf]1

.

Do đó sau mỗi bước thay bóng thì số bóng đèn mỗi loại chia cho 
[image: image4977.wmf]3

 cũng có số dư khác nhau là 
[image: image4978.wmf]0

, 
[image: image4979.wmf]1

, 
[image: image4980.wmf]2

. Vì vậy luôn luôn chỉ có 
[image: image4981.wmf]1

 loại bóng đèn có số lượng bóng chia hết cho 
[image: image4982.wmf]3

. Giả sử đến một lúc nào đó tất cả bóng đèn cùng một loại, thì số bóng đèn của 
[image: image4983.wmf]2

 loại kia đều 
[image: image4984.wmf]0

 và chia hết cho 
[image: image4985.wmf]3

 (mâu thuẫn).

Vậy không thể thay bóng theo quy trình như trên để tất cả bóng đèn cùng một loại.

Bài 8: Chứng minh rằng 
[image: image4986.wmf]32
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 chia hết cho 
[image: image4987.wmf]6

 với mọi số nguyên 
[image: image4988.wmf]n

.

Lời giải

Ta có: 
[image: image4989.wmf](
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Nhận thấy rằng 
[image: image4990.wmf](
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 là tích của hai số nguyên liên tiếp nên chia hết cho [image: image4991.wmf]2
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Xét 
[image: image4992.wmf](
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Nếu 
[image: image4993.wmf]n

 chia hết cho 
[image: image4994.wmf]3

 thì 
[image: image4995.wmf]32
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 sẽ chia hết cho 
[image: image4996.wmf]3

.

Nếu 
[image: image4997.wmf]n

 chia 
[image: image4998.wmf]3

 dư 
[image: image4999.wmf]2

 thì 
[image: image5000.wmf]1
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 sẽ chia hết cho 
[image: image5001.wmf]3

 nên 
[image: image5002.wmf]32

23

nnn

++

 sẽ chia hết cho 
[image: image5003.wmf]3

.

Nếu 
[image: image5004.wmf]n

 chia 
[image: image5005.wmf]3

 dư 
[image: image5006.wmf]1

 thì 
[image: image5007.wmf]21
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 sẽ chia hết cho 
[image: image5008.wmf]3

 nên 
[image: image5009.wmf]32
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 sẽ chia hết cho 
[image: image5010.wmf]3

.

Vậy trong mọi trường hợp 
[image: image5011.wmf](
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 sẽ chia hết cho 
[image: image5012.wmf]3
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Ta có: 
[image: image5013.wmf](
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 nên 
[image: image5014.wmf]32
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 chia hết cho 
[image: image5015.wmf]6

 với mọi só nguyên [image: image5016.wmf]n

.

Bài 9: Chứng minh rằng 
[image: image5017.wmf]2
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 chia  hết cho 3 với mọi số nguyên dương n.

Lời giải

Ta có 
[image: image5018.wmf]2
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[image: image5021.wmf](
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Do đó với mọi n nguyên dương ta có: 
[image: image5023.wmf]2

21 3; 413; 183

n

n

--

MMM



[image: image5024.wmf]2
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Bài 10: Chứng minh rằng 
[image: image5025.wmf]417
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 chia  hết cho 3 với mọi số nguyên dương n.

Lời giải

Ta có 
[image: image5026.wmf]417
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Với mọi n nguyên dương ta có: 
[image: image5028.wmf]413; 183
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Bài 11: Cho 
[image: image5030.wmf]*
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. Chứng minh rằng nếu 2n + 1 và 3n + 1 là các số chính phương thì n chia hết cho 40.
Lời giải

Giả sử 
[image: image5031.wmf](
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[image: image5032.wmf]2

m

Þ

là số lẻ 
[image: image5033.wmf]m

Þ

là số lẻ.
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Vì k là số lẻ nên 
[image: image5035.wmf]1,1
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[image: image5036.wmf](
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Khi chia một số chính phương cho 5 thì số dư chỉ có thể là 0 ; 1 ; 4. Ta xét các trường hợp:

Nếu n chia cho 5 dư 1 thì 2n + 1 chia cho 5 dư 3. ( vô lí )

Nếu n chia cho 5 dư 2 thì 3n + 1 chia cho 5 dư 2. ( vô lí )

Nếu n chia cho 5 dư 3 thì 2n + 1 chia cho 5 dư 2. ( vô lí )

Nếu n chia cho 5 dư 4 thì 3n + 1 chia cho 5 dư 3. ( vô lí )

Vậy 
[image: image5037.wmf]5(2)
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Vì (5, 8) = 1 nên từ (1) và (2) suy ra n chia hết cho 40.

Bài 12: Chữ số hàng đơn vị của số [image: image5038.wmf](
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Lời giải
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Ta đi chứng minh [image: image5045.wmf];
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ab

  cùng lẻ [image: image5047.wmf]22

Þ++

aabb

 lẻ [image: image5048.wmf]22

Þ++

aabb

 lẻ ( vô lý )
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suy ra [image: image5051.wmf];
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Bài 13: Tìm tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình 
[image: image5054.wmf]22
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[image: image5055.wmf](
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Suy ra 
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Với 
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Với 
[image: image5062.wmf]3
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 thay vào (*) ta được 
[image: image5063.wmf]22
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Vậy các số nguyên dương thỏa mãn là 
[image: image5064.wmf]2,1
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Bài 14:

a) Chứng minh rằng số 
[image: image5065.wmf](
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 chia hết cho một số chính phương khác 1 với mọi số 
[image: image5066.wmf]n

 nguyên dương.

b) Tìm tất cả các số tự nhiên 
[image: image5067.wmf]n

 để phương trình 
[image: image5068.wmf]22

xnxn10

-++=

 (ẩn số 
[image: image5069.wmf]x

) có các nghiệm là số nguyên.

Lời giải

a) Ta có:


[image: image5070.wmf](
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Vì 
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[image: image5072.wmf](
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là số chính phương khác 1.

Do đó, từ (*) suy ra 
[image: image5073.wmf](
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 chia hết cho một số chính phương khác 1 với mọi số 
[image: image5074.wmf]n

 nguyên dương (đpcm).

b) Xét phương trình:    
[image: image5075.wmf]22
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[image: image5076.wmf]x

)         (1)

Để phương trình (1) có nghiệm thì 
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Gọi x1, x2 là hai nghiệm của phương trình (1).

Áp dụng hệ thức Vi-et, ta được:   
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Do đó 
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Mà 
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Vậy với 
[image: image5089.wmf]n
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, để phương trình đã cho có các nghiệm là số nguyên thì 
[image: image5090.wmf]n2.
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Bài 15:

Chứng minh rằng nếu p và (p+2) là hai số nguyên tố lớn hơn 3 thì tổng của chúng chia hết cho 12.
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Bài 16:
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Bài 17: Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương 
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Bài 18: Tìm số tự nhiên bé nhất có 4 chữ số biết nó chia hết cho 7 được số dư là 2 và bình phương của nó chia cho 11 được số dư là 3.
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Bài 19: Chứng minh rằng nếu số nguyên 
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Bài 20: Với mỗi số thực 
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Bài 21: Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n, số 
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Bài 23: Tìm số tự nhiên có bốn chữ số có dạng 
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[image: image5291.wmf](
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Thử lại vào (1) ta được các cặp số 
[image: image5310.wmf](
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 thỏa mãn là: 
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Bài 26:

1) Chứng minh 
[image: image5312.wmf]642
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 chia hết cho 36 với mọi 
[image: image5313.wmf]n

nguyên dương.

2) Cho ba số phân biệt 
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Chứng minh rằng trong ba số 
[image: image5316.wmf],,
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 có ít nhất một số dương.

Giải:
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[image: image5318.wmf](

)

(

)

11

Annn

=-+

, ta có 
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2) Ta có: 
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Vì 
[image: image5325.wmf],,
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Do đó trong ba số 
[image: image5327.wmf],,

xyz

 phải có ít nhất một số dương.

3. Số tận cùng, chữ số tận cùng

A. Bài toán

Bài 1: Điểm số trung bình của một vận động viên bắn súng sau 100 lần bắn là 8,35 điểm. Kết quả cụ thể được ghi trong bằng sau, trong đó có ba ô bị mờ ở chữ số hàng đơn vị không đọc được (tại vị trí đánh dấu *).

	Điểm số của mỗi lần bắn
	10
	9
	8
	7
	6
	5

	Số lần bắn
	2*
	40
	1*
	1*
	9
	7


Em hãy tìm lại các chữ số hàng đơn vị trong ba ô đó.
Bài 2: Tìm số tự nhiên n biết n + S(n) = 2015, với S(n) là tổng các chữ số của n.
B. Lời giải

Bài 1: Điểm số trung bình của một vận động viên bắn súng sau 100 lần bắn là 8,35 điểm. Kết quả cụ thể được ghi trong bằng sau, trong đó có ba ô bị mờ ở chữ số hàng đơn vị không đọc được (tại vị trí đánh dấu *).

	Điểm số của mỗi lần bắn
	10
	9
	8
	7
	6
	5

	Số lần bắn
	2*
	40
	1*
	1*
	9
	7


Em hãy tìm lại các chữ số hàng đơn vị trong ba ô đó.
Lời giải

Tổng các số tại các ô bị mờ số là 
[image: image5328.wmf](
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Tổng số điểm trong 100 lần bắn là 
[image: image5329.wmf]8,35.100835
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Tổng số điểm tại các vị trí ô không bị mất số là 
[image: image5330.wmf]9.406.95.3449
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Suy ra tổng số điểm bắn được tại vị trí các ô bị mất là 
[image: image5331.wmf]835449386
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, đây là số chẵn

Suy ra tại ô 7 điểm số lần bắn chỉ có thể là số chẵn, vì vậy chỉ có 3 khả năng là 10, 12, 14.

Gọi x, y lần lượt là số lần bắn được 10 điểm và 8 điểm

Điều kiện: 
[image: image5332.wmf],;2030;1020
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Trường hợp 1: Ô 7 điểm nhận giá trị 10, khi đó theo đề bài ta có hệ phương trình.
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Trường hợp 2: Ô 7 điểm nhận giá trị 12, khi đó theo đề bài ta có hệ phương trình


[image: image5334.wmf]323223
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Trường hợp 3: Ô 7 điểm nhận giá trị 14, khi đó x = 20 và y = 10 suy ra

Tổng số điểm bắn được là:


[image: image5335.wmf]20.109.408.107.146.95.7827
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 không phù hợp

Vậy chữ số hàng đơn vị tại các ô 10 điểm, 8 điểm, 7 điểm lần lượt là 2, 2, 0

Bài 2: Tìm số tự nhiên n biết 
[image: image5336.wmf]()2015
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, với 
[image: image5337.wmf]()
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là tổng các chữ số của n.
Lời giải

Vì 
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Ta có 
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Vì 
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Vậy tất cả các giá trị n cần tìm là 
[image: image5358.wmf]1993
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