Chủ đề 00. TOÁN HÌNH HỌC TỔNG HỢP NHÌN LẠI BÀI TOÁN HÌNH
DÙNG CHO GIAI ĐOẠN SÁT NGÀY THI THI
A. BÀI TẬP CÓ GIẢI

1. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Dựng đường thẳng qua C song song với AB, đường thẳng này cắt đường thẳng AH taị D.
a) Chứng minh
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b) Gọi
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 là đường tròn qua A, H, C. Tiếp tuyến của 
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 tại H cắt AB tại E và cắt CD tại F. Chứng minh
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c) Chứng minh
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d) Kéo dài DC về phía C một đoạn
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 .Chứng tỏ rằng tam giác ADM là tam giác vuông.
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b) Đường tròn
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Do
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 nên EA và EH là 2 tiếp tuyến cắt nhau
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 suy ra
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c) Chứng minh tương tự
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Suy ra
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d) Ta có
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 là hình bình hành
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2. Cho tam giác cân ABC
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 nội tiếp đường tròn 
[image: image22.wmf]()

O

.
a) Chứng minh rằng đường cao AH của tam giác này đi qua O.

b) Đường thẳng BO cắt
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 tại D.  Đường thẳng qua A vuông góc với OD cắt OD tại E và cắt BC tại F. Chứng minh tam giác FAB cân và suy ra hệ thức
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c) Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác ACF tiếp xúc với AB và tâm đường tròn này nằm trên đường thẳng AD.

d) Qua C vẽ đường thẳng song song với AB, đường thẳng này cắt AF tại K. Chứng minh K nằm trên đường tròn
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a) AH là đường trung trực của 
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b) Tam giác ABE vuông tại 
[image: image28.wmf]·

EBAE

Þ

 phụ với
[image: image29.wmf]·

ABE

 ( 
[image: image30.wmf]·

·

ABEBAH

=

do tam giác OAB cân tại O). Mà 
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  tam giác ABF cân tại F.

Ta có
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 ( tam giác cân có góc đáy bằng nhau)
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c) Do
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Kẻ đường kính AI của đường tròn
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Tam giác ACI vuông tại 
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 phụ với 
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  là tâm đường tròn
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 tiếp xúc với
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Mặt khác, trong đường tròn
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, AD là đường kính nên
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 thẳng hàng.

d) 
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là hình thang.

Tam giác ABC cân tại 
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 là hình thang cân, nội tiếp được đường tròn
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3. Cho tam giác ABC vuông tại A 
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và điểm M thuộc cạnh AC. Vẽ đường tròn
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 đường kính MC, cắt BC tại N và cắt tia BM tại D.

a) Chứng minh rằng ABCD là tứ giác nội tiếp và
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b) Tia AD cắt đường tròn 
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tại S. Chứng minh CA là đường phân giác của góc SCB, BD là đường phân giác của góc AND.

c) Tia AN cắt đường tròn
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 tại K. Chứng minh rằng
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d) Chứng minh rằng:
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a) Trong đường tròn
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 đường kính MC,
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ABCD là tứ giác nội tiếp được trong đường tròn
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 đường kính BC.

Hai tam giác MAB và MDC đồng dạng
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b) Trong đường tròn
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 (chắn cung 
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 (MCSD nội tiếp) hay
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Suy ra
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 là phân giác của
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Tương tự
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c) Ta chứng minh
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Trước hết:
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 nội tiếp được
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 (chắn cung MN).
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.Suy ra
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Tứ giác MKNC nội tiếp được
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Tứ giác MCSD nội tiếp được
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Mà theo câu b) thì 
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Vậy hai tam giác AMK và AMD đồng dạng và có cạnh AM chung nên bằng nhau
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là đường trung trực của
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d) Hai tam giác BMN và BDC đồng dạng
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Hai tam giác CMN và CBA đồng dạng
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(1) và (2)
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4. Cho đường tròn tâm O, đường kính EF. Từ O, vẽ tia
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 tại I. Trên Ot, lấy điểm A sao cho
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. Từ A vẽ 2 tiếp tuyến AP, AQ đến
[image: image89.wmf](
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 lần lượt cắt EF tại B và C.

a) Chứng minh IPO và ABC là 2 tam giác đều.

b) Từ điểm S tùy ý trên cung PQ, vẽ tiếp tuyến với
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 , cắt AP tại H và cắt  AQ tại K. Tính số đo của 
góc HOK.
c) Gọi M, N lần lượt là giao điểm của PQ với OH và OK. Chứng minh 4 điểm M, O, Q, K cùng nằm trên 1 đường tròn.

d) Chứng minh OS, KM và HN đồng quy tại một điểm.

e) Chứng minh:
[image: image91.wmf]2.

HKMN

=


GIẢI

[image: image92.png]



a) Tam giác AOP vuông tại P, trung tuyến
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 tam giác IPO là tam giác đều.

Góc
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Tương tự góc
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 và góc
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Vậy tam giác ABC là tam giác đều.

b) Tính chất tiếp tuyến cắt nhau
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c) Theo câu a),
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 tam giác APQ là tam giác đều 
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Theo câu b),
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 Vậy 2 điểm O và Q nằm cùng bên đoạn MK và cùng nhìn đoạn MK dưới góc
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 cùng nằm trên 1 đường tròn.

d) OMKQ nội tiếp trong đường tròn đường kính
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 tam giác OMK vuông tại M. Tương tự tam giác ONH vuông tại N. Tam giác OHK có 3 đường cao 
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e) Ta có
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Suy ra
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 và 2 tam giác OMN, OKH đồng dạng, tỉ số đồng dạng là
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Mà OMKQ nội tiếp đường tròn đường kính 
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 tam giác OMK vuông tại M và là nửa tam giác đều 
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Vậy
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5. Cho đường tròn
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 . Gọi 
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là tiếp tuyến tại A và CD là một đường kính bất kỳ của 
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. BC và BD lần lượt cắt
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 tại M và N.
a) Chứng minh 
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b) Chứng minh tam giác BCD đồng dạng với tam giác BNM.

c) Chứng minh tứ giác MCDN nội tiếp được.

d) Cho góc
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. Tính độ dài MN theo R.
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a)  Góc 
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 (nội tiếp nửa  đường tròn).

Tam giác BMN vuông tại B, đường cao
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Góc BCA = góc BDA =
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 (nội tiếp nửa  đường tròn).

Tam giác ABM và ABN vuông tại A, đường cao
 lần lượt là AC và AD
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Vậy 
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Tam giác OBC cân tại 
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 góc OCB = góc OBC,
 mà góc OBC = góc ANB (cùng phụ với góc AMB)
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 góc OCB = góc ANB
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 đồng dạng với 
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c) Theo chứng minh trên, góc DCB = góc DNM
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 góc DNM bù với góc DCB. Vậy tứ giác MCDN nội tiếp được.
d) Góc 
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đều 
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góc
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Ta có:
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Vậy
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6. Qua điểm A ở ngoài đường tròn
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, ta kẻ cát tuyến ABC. Tiếp tuyến tại B và C cắt nhau tại M. Qua M, kẻ đường thẳng vuông góc với AO tại H, cắt
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 tại E và F ( E ở giữa M và F). OM cắt BC tại K.
Chứng minh:

a) 
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b) Tam giác MKE đồng dạng với tam giác MFO.
c) Tứ giác FOKE nội tiếp được.
d) 
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và AE, AF là các tiếp tuyến của
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Tính chất tiếp tuyến cắt nhau
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 và
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 là đường trung
 trực của BC.

Ta có: 
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( tam giác OMC vuông
 tại C).
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(tam giác MCE và MFC đồng dạng )

b) Từ câu a)
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và do góc M chung nên 
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c) Từ
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 tứ giác 
FOKE nội tiếp được.
d) Hai tam giác OHM và OKA đồng dạng
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Mà 
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các tam  giác AOE và AOF vuông tại E và F.

[image: image156.wmf]Þ

AE và AF là 2 tiếp tuyến của
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7. Cho đường tròn
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, dây AB và trung điểm C của AB. Qua C, kẻ 2 dây bất kỳ KL và MN (K và M nằm cùng bên AB).
a) Gọi D và E lần lượt là trung điểm của  ML và KN. Chứng minh rằng
[image: image159.wmf]·
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b) ML và KN lần lượt cắt AB tại P và Q. Chứng minh tứ giác OCPD và OCQE nội tiếp được.
c) Chứng minh:
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a) 
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b) Vì
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 tứ giác OCPD và OCQE nội tiếp được.
c) Suy ra
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Theo câu a)
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8. Cho tam giác ABC có 3 góc nhọn, AB < AC, nội tiếp 
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với 3 đường cao AD, BE và CF. Gọi H là trực tâm, AH kéo dài cắt
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 tại L. Gọi I là trung điểm của BC.
a) Chứng minh:
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 và D là trung điểm của HL.
b) Kẻ đường kính AK. Chứng minh BHCK là hình bình hành và 
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c) Giả sử
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d) Chứng minh: DA là tia phân giác của
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 và H là tâm đường tròn nội tiếp tam giác DEF.
e) Hạ
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(1) và (2) 
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b) 
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(cùng
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 BHCK là hình bình hành
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 trung điểm I của BC cũng là trung điểm 
của HK 
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 ( đường trung bình).

c) 
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Tương tự 
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d) (Bài toán cơ bản)

Trong đường tròn 
[image: image198.wmf](
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, ta có:
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DA là phân giác của 
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e) M là trung điểm AC, 
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Tứ giác ADJC nội tiếp
[image: image206.wmf]·
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 (chắn cung CJ).

Mà
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  (chắn cung CK)
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Trong tam giác ABC:
[image: image209.wmf]//.
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Ta có
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 và
[image: image211.wmf]MIDJMI

^Þ

 là đường trung trực của DJ
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 đường trung trực của DJ
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9. Từ điểm M ngoài đường tròn
[image: image214.wmf](

)

O

, ta vẽ hai tiếp tuyến MP, MQ (P và Q là tiếp điểm). Từ điểm N trên cung nhỏ PQ, ta vẽ tiếp tuyến MP và MQ lần lượt tại E và F.

a) Chứng minh chu vi tam giác MEF có độ dài bằng 2 lần độ dài MP.
b) Chứng minh:
[image: image215.wmf]·
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c) Hạ
[image: image216.wmf]EHOF
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 và
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^

. Chứng minh NO là phân giác của
[image: image218.wmf]·
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d) Chứng minh rằng 4 điểm P, Q, H, K thẳng hàng.

GIẢI
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a) Tính chất tiếp tuyến cắt nhau
[image: image220.wmf],
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 và
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b) 
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(vì
[image: image225.wmf]OPMP

^

)

c) ON, EH, FK đồng qui tại trực tâm I của tam giác NHK.
Bài toán cơ bản
[image: image226.wmf]Þ

 NI hay NO là tia phân giác của góc
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HNK


d) EFHK nội tiếp
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 mà
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OHEP nội tiếp
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. Suy ra
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, HK và HP nằm cung bên OP


[image: image232.wmf],,

HKP

Þ

thẳng hàng.

Tương tự: H, K, Q thẳng hàng.

10. Từ điểm A nằm ngoài đường tròn
[image: image233.wmf](
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O

, ta vẽ 2 tiếp tuyến AB, AC (B và C là tiếp điểm) và cát tuyến ADE ( D ở giữa A và E). Đường thẳng qua D, vuông góc với OB cắt BC tại H và cắt BE tại K.
a) Chứng minh tứ giác ABOC nội tiếp được trong một đường tròn và đường tròn này đi qua trung điểm M của DE.

b) Chứng minh CDHM là tứ giác nội tiếp.

c) Chứng minh
[image: image234.wmf].
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GIẢI

a) Ta có
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 và

[image: image236.wmf],,
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 đường tròn
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 đường kính OA.

b) Trong đường tròn
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 ta có
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Vì
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 (đồng vị)
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nội tiếp được.
Trong đường tròn 
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(chắn cung DH)

Trong đường tròn
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 (chắn cung DB)
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 và
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B.  LUYỆN TẬP
1. Cho đường tròn tâm O đường kính AB. Gọi K là trung điểm của cung AB, M là điểm lưu động trên cung nhỏ ( không trùng hai đầu mút) AK. Lấy N trên đoạn BM sao cho 
[image: image248.wmf].
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a) Chứng minh
[image: image249.wmf]·

·
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.
b) Chứng minh tam giác MNK vuông cân.

c) Hai đường thẳng AM và OK cắt nhau tại D. Chứng minh MK là đường phân giác của góc
[image: image250.wmf]·

DMN

.

d) Chứng minh rằng đường thẳng vuông góc với BM tại N luôn đi qua một điểm cố định.
2. Cho tam giác ABC có
[image: image251.wmf],,

BCaCAbABc

===

 và R là bán kính đường tròn ngoại tiếp thỏa hệ thức
[image: image252.wmf](
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Rbcabc
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 Hãy định dạng tam giác ABC.
3.  Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp trong đường tròn tâm O và có trực tâm là H. Lấy điểm  M trên cung nhỏ BC.

a) Xác định vị trí của điểm M sao cho tứ giác BHCM là hình bình hành.

b) Với M bất kì thuộc cung nhỏ BC, gọi N, E lần lượt là các điểm đối xứng của M qua AB, AC. Chứng minh ba điểm N, H, E thẳng hàng.
c) Xác định vị trí của M thuộc cung nhỏ BC sao cho NE có độ dài lớn nhất.

4.  Cho tam giác ABC có trung tuyến
[image: image253.wmf]BMAC

=

. Gọi D là điểm đối xứng của B qua A và E là điểm đối xứng của M qua C. Chứng minh
[image: image254.wmf]DMBE

^

.
5. Cho tam giác ABC có hai góc nhọn, gọi H là trực tâm, K là chân đường cao kẻ từ A. Chứng minh
[image: image255.wmf]2
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6. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Gọi I, J, K lần lượt là tâm nội tiếp các tam giác ABC, AHB, AHC. Chứng minh
[image: image256.wmf].
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7. Cho đường tròn
[image: image257.wmf](

)

,

OR

 có đường kính AB và một điểm C bất kỳ thuộc đường tròn không trùng với A, B. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cung nhỏ AC, CB.
a) Kẻ
[image: image258.wmf](
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 Chứng minh rằng ND là tiếp tuyến của đường tròn
[image: image259.wmf](

)
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b) Gọi E là trung điểm đoạn BC. Đường thẳng OE cắt đường tròn 
[image: image260.wmf](

)

O

tại điểm K ( khác N). Chứng minh ADEK là hình bình hành.

c) CMR: Khi C di động trên, MN luôn tiếp xúc với một đường tròn cố định.

8. Cho hai tam giác ABC, DEF có các góc đều nhọn và
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image262.wmf]3
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 . Chứng minh rằng bán kính đường tròn  ngoại tiếp tam giác ABC bằng ba lần bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác DEF.

9. Cho một điểm M tùy ý thuộc miền trong của tam giác đều ABC. Chứng minh rằng khoảng cách từ M đến một đỉnh của tam giác nhỏ hơn tổng khoảng cách từ M đến hai đỉnh còn lại.

10. Cho tam giác ABC không cân, nội tiếp đường tròn
[image: image263.wmf](

)

O

, có đường cao AD và trung tuyến AM. Kẻ đường kính
[image: image264.wmf]'
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 của
[image: image265.wmf](
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 và gọi E, F lần lượt là hình chiếu vuông góc của B và C lên
[image: image266.wmf]'

AA

. Chứng minh

[image: image267.wmf].
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11. Cho đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC. Gọi D, E, F lần lượt là tiếp điểm trên các cạnh AB, BC, CA. Gọi M là điểm đối xứng của A qua đường thẳng CI. Gọi N là điểm đối xứng của A qua đường thẳng BI. Chứng minh M và N đối xứng nhau qua điểm E.
12. Cho tam giác ABC vuông tại A, có cạnh AB cố định. Đỉnh C di động ở về một phía của cạnh AB. Đường tròn nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với các cạnh AC, BC tại M và N. Chứng minh MN đi qua một điểm cố định.
13. Cho tam giác ABC nội tiếp
[image: image268.wmf](
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O

. Một đường tròn tâm I tùy ý qua B, C cắt AB, AC tại M, N. Đường tròn tâm K ngoại tiếp tam giác AMN cắt 
[image: image269.wmf](

)

O

tại điểm thứ hai là D. Chứng minh rằng:

a) AKIO là hình bình hành.
b)
[image: image270.wmf]·
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14. Cho tam giác ABC có 3 góc nhọn, P là điểm tùy ý trên cạnh BC.

a) Tìm trên cạnh CA, AB các điểm Q, K sao cho chu vi tam giác PQK nhỏ nhất. Tính chu vi này theo AP và góc A của tam giác ABC.

b) Từ kết quả trên suy ra vị trí của P, Q, K lần lượt trên 3 cạnh của tam giác ABC sao cho chu vi tam giác PQK nhỏ nhất. Chứng minh rằng GTNN của chu vi này là 
[image: image271.wmf]2
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( S là diện tích, R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.)

15. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image272.wmf](
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;

OR

và điểm 
[image: image273.wmf](

)

MO

Î

. Từ M dựng MH, MK lần lượt vuông góc với AB, BC. Định vị của M để HK lớn nhất.

16. Cho hình thang ABCD ngoại tiếp một đương tròn, với hai cạnh bên AD, BC không song song. Các cạnh đáy  AB, CD tiếp xúc với đường tròn lần lượt tại M, N. Trên cạnh AB lấy điểm 
[image: image274.wmf]'

M

sao cho
[image: image275.wmf]'.
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 Chứng minh: AD, BC và
[image: image276.wmf]'

NM

 đồng qui.

17. Cho ABCD là hình vuông cạnh a.

     Trên 2 cạnh AB, AD lấy E, F di động sao cho
[image: image277.wmf]2.
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a) Chứng minh rằng EF tiếp xúc với một đường tròn cố định.

b)   Tìm vị trí E, F để
[image: image278.wmf]DEF

S

  đạt GTNN, GTLN.
18. Trên cạnh BC của hình vuông ABCD lấy đoạn
[image: image279.wmf]3

BC
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. Trên đoạn CD kéo dài lấy đoạn
[image: image280.wmf]2
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CF

=

. Chứng minh rằng giao điểm của AE và BF nằm trên đường tròn ngoại tiếp hình vuông ABCD.

19. Cho ABCD là hình vuông và điểm M thuộc đường chéo BD. Điểm M có hình chiếu lên AB, AD lần lượt là E, F.
a) Chứng minh rằng
[image: image281.wmf]CFDE

=

 và
[image: image282.wmf]CFDE

^

, tập hợp giao điểm N của CF và DE là một cung tròn.

b) Chứng minh rằng 
[image: image283.wmf]CNEF

=

và
[image: image284.wmf]CMEF

^

.
c) Chứng minh rằng CM, BF, DE đồng qui tại 1 điểm.

20. Cho đường tròn
[image: image285.wmf](

)

O

 có dây BC không là đường kính. Điểm A bất kì trên cung lớn BC, tam giác ABC có 3 góc nhọn; H là trực tâm tam giác ABC. Định vị điểm A để:
[image: image286.wmf](

)

HAHBHC
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 đạt GTLN.

21. Ông Ba chia mảnh một mảnh đất hình vuông ABCD làm bốn phần: hai phần hình vuông AMIQ và INCP (M, N, P, Q lần lượt thuộc AB, BC, CD, DA với
[image: image287.wmf]AMMB

<

 ) dùng để trồng rau sạch, phần còn lại dùng làm sân chơi. Cho biết phân trồng rau sạch chiếm diện tích 1300 mét vuông, phần còn lại 1200 mét vuông.

a) Hãy tính cạnh hình vuông AMIQ.

b) Hãy tính cạnh của hình vuông khi phần trồng hoa và phần sân chơi có diện tích bằng nhau.

22. Ông Tư có một mảnh vườn hình vuông ABCD cạnh 60m. Trên đường chéo AC lấy điểm O, từ O kẻ hai đường thẳng song song với hai cạnh của hình vuông cắt các cạnh AB, BC, CD, DA lần lượt tại M, N, P, Q.

a) Chứng minh AMOQ, ONCP là hai hình vuông.

b) Biết tổng diện tích hai hình vuông là 1850 mét vuông, tìm cạnh của hình vuông nhỏ.

c) Ông Tư nhận thấy dù ông ta chọn vị trí điểm O bất kì nào trên đoạn AC, thì tổng diện tích hai hình vuông luôn lớn hơn hoặc bằng tổng diện tích hai phần còn lại, hãy giải thích tại sao.
23. Một cột đèn trong công viên có chiều cao 10m, một bánh xe hình tròn bán kính 2m đặt thẳng đứng trên mặt đất có khoảng cách từ tâm bánh xe đến cột đèn là 3m. Em hãy tính độ dài vùng tối trên mặt đất do bánh xe che ánh sáng từ chiếc đèn ở đầu cột.
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