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QUI NẠP

Phương pháp qui nạp thực sự có hiệu lực với lớp các bài toán chứng minh một mệnh đề phụ thuộc vào số tự nhiên n
[image: image1.wmf]Î

 N.

Phương pháp giải

· Để chứng minh một mệnh đề Q(n) đúng với mọi 
[image: image2.wmf]np
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, ta thực hiện 2 bước theo thứ  tự:

Bước 1 :   Kiểm tra mệnh đề là đúng với 
[image: image3.wmf]np
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Bước 2 :  Giả sử mệnh đề đúng với 
[image: image4.wmf]nkp
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,   ta phải chứng minh rằng mệnh đề đúng với  
[image: image5.wmf]1
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Các dạng toán minh hoạ.

                                                                                                                    Dạng 1 :  Dùng phương pháp qui nạp để chứng minh một đẳng thức .

                                                                                                                                              VD1 :  Chứng minh rằng : với mọi số tự nhiên n
[image: image6.wmf]³

2 ,ta có :
                  an – bn = (a – b)(a n – 1 + a n – 2.b +… +a.b n -2 +b n– 1 )    (1)

  Ta chứng minh đẳng thức (1) bằng phương pháp qui nạp.

                                                 Giải
Khi n=2 thì VT(1) =  a 2 – b 2 , VP(1)  =  (a –b)(a+ b)= a2 – b2  .

Vậy  đẳng thức (1) đúng với n=2.

Giả sử (1) đúng với  mọi n = k 
[image: image7.wmf]³

2 , tức là :

                a k – b k = (a – b )(a k-1 + a k-2.b + … + a.b k-2 + b k-1     )

Ta CM (1)  cũng  đúng với n=k + 1 , tức là :

                a k+1 – b k+1 = (a-b)(ak +  a k-1.b +…+ a.b k-1 + bk)
Thật vậy : áp dụng giả thiết qui nạp , ta có :

                                                                                                                                                            a k+1 - b k+1  = a k+1 – ak.b+ak.b – b k+1

                             = ak(a-b) + b(ak-bk)

                   = ak(a-b) +b(a-b)(a  k-1 + a k-2.b + …+ a.b  k-2 + b  k-1 )    


[image: image8.wmf]                = (a-b) [ak + b(a k-1 +a k-2 .b +…+a.b k-2 +b k-1) ]

                   = (a-b)(ak +a k-1.b +…+a.b k-1 +bk )

Vậy (1) đúng với mọi số tự nhiên n
[image: image9.wmf]³

2.
Bình luận :  Trong lời giải trên ta  dùng kĩ thuật thêm bớt số hạng ở bứơc chứng minh (1) đúng vói n = k+1 ,làm như vậy ta đã sử dụng được giả thiết qui nạp của bài toán.

Đây là một kĩ thuật hay có hiệu lực mạnh mẽ trong việc đơn giản hoá lời giải, được áp dụng rộng rãi trong quá trình giải nhiều dạng toán khác nhau ứng với nhiều chuyên đề khác nhau của toán phổ thông . Ví dụ sau cho thấy rõ điều này.

   (ĐTTS_khối A2002câu
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    Cho phương trình  :   [image: image11.wmf] 
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    (2)   ( m là tham số )

1. Giải phương trình (2) khi m = 2 

2. Tìm m  để phương trình (2) có ít nhất một nghiệm thuộc đoạn 
[image: image13.wmf][
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Bình thường nếu không dùng kĩ thuật thêm  bớt thì nhiều học sinh sẽ làm như sau :

   Điều kiện [image: image14.wmf]0
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 ,  khi đó pt (2) vẫn là dạng vô tỉ ,tất nhiên việc giải (2) không có gì khó khăn sau một hồi lâu sẽ cho ta  đáp án . Tuy nhiên nếu ta thêm 2 đồng 
thời bớt đi 2 vào vế trái của phương trình (2) thì lại ở một đẳng cấp khác . Khi đó phương trình (2) trở thành    :   
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Điều kiện 
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 (3)  .  Rõ ràng (3) là phương trinh bậc 2 đối với biến t, việc giải (3) đơn giản và nhanh hơn nhiều so với giải phương trình mà cách đặt đầu tiên mang lại . Cũng phải nói thêm rằng  vẫn có học sinh may mán thấy trong phương trình có sự góp mặt của căn thức lập tức đặt  t   bằng căn thức và dẫn tới pt(3) như trên.  Nhưng đó chỉ là may mán ngoại lệ mà một số ít bài toán mang lại trong đó phải kể đến bài toán trên.

Qua phân tích ví dụ trên ta thấy lợi ích và sự hiệu quả mà kĩ thuật thêm bớt đem lại cho chúng ta trong việc giải toán phổ thông là rất lớn.

Ta sẽ gặp lại kĩ thật này trong lời giải ví dụ (5) ngay sau đây và một số ví dụ khác nữa có mặt trong chuyên đề này .Xin mời các bạn cùng theo dõi .                   
VD2: CMR : Mọi số tự nhiên  n [image: image20.wmf]³

1  ,   ta có   :            

                                  [image: image21.wmf](
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Giải
              
[image: image22.wmf]   Khi n = 1 VT(2) = VP(2) nên (2) đúng.

                    Giả sử  (2) đúng với n = k
[image: image23.wmf]³

1 , tức là : 
[image: image24.wmf]
                     
[image: image25.wmf](
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                    Ta phải chứng minh (2) cũng đúng với n = k +1 , tức là :

                     
[image: image26.wmf]
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                      Thật vậy :                  12 +22+32+…+(k-1)2 + k2 +(k+1)2
                                                     =  
[image: image28.wmf](
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                                      Vậy (1) đúng với mọi số tự nhiên n  
[image: image32.wmf]³

  1.
· Chú ý : lời giải trên không có gì đặc biệt ngoài kĩ năng nhóm số hạng tinh tế để thành lập sự xuất hiện của giả  thiết qui nạp  ở  bước n = k+1 dẫn  đến giải quyết bài toán.
VD3    Tìm số hạng tổng quát của dãy số sau :


[image: image33.wmf]                  
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 EMBED Equation.3 [image: image35.wmf]n
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Ta có  :                                                                                                            
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Ta sẽ chứng minh   
[image: image38.wmf]1
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   (3)            bằng qui nạp .

Khi n = 1 ta có  
[image: image39.wmf]1
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   (3)        đúng .

Giả sử (3) đúng với n = k, 
[image: image41.wmf](

)

1

³

k

 tức là : 
[image: image42.wmf]1
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Ta phải chứng minh (3) đúng với n = k+1 , tức là : 
[image: image43.wmf]1
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Thật vậy : 
[image: image44.wmf]1
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Vậy (3) đúng với n = k+1 nên cũng đúng vơi mọi 
[image: image45.wmf]1
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n
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· Chú ý : Sau ví dụ ba ta rút ra phương pháp giải chung cho dạng toán tìm số hạng tổng quát của một dãy số gồm  hai  bước :
· Bước 1  :  Tìm vài số hạng  đầu của dãy                                             

· Bước 2   : Dự đoán số hạng tổng quát, rồi chứng minh bằng qui nạp.

VD4:   Tính đạo hàm cấp n của  hàm số sau :     
[image: image46.wmf]x
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     Ta có :  
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      Bây giờ ta tìm 
[image: image51.wmf])
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 bằng quy nạp như sau :

       Giả sử  
[image: image52.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image53.wmf](
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       Ta có  :  [image: image54.wmf](
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        Vậy     
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· Chú ý : Phương pháp giải chung cho dạng toán này có thể phân làm hai bước như sau :

· Bước 1 :  Tính đạo hàm cấp một , hai,ba,…,cho tới khi dự đoán được đạo hàm cấp n.

· Bước 2:   Chứng minh đạo hàm cấp n đúng bằng qui nạp toán học .
VD5 : (Đề thi học kì 1, Đại số tuyến tính - lớp K53GH​_2003)    
  CMR :    Nếu số phức z thỏa mãn :           
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                                                      Giải

 Với n=1, [image: image57.wmf]z
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[image: image58.wmf]a
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 theo giả thiết (5) đúng .

Giả sử (5) đúng với n=k , tức là :    
[image: image59.wmf]1
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Ta phải chứng minh (5) cũng đúng với n=k+1, tức là : 
[image: image60.wmf](
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Thật vậy  :    
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[image: image62.wmf](
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[image: image63.wmf][
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                                         =2cos(k+1)
[image: image64.wmf]a

                                                                         
 Vậy (5) đúng với n = k +1,nên (5) đúng với 
[image: image65.wmf]1
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· Chú ý : không bình luận thêm về lời giải trên . Thật bất ngờ khi đây lại là đề thi học kì ở cấp độ đại học . Điều này chứng tỏ qui nạp không phải một vấn đề nguội lạnh trong các kì thi.Do đó việc nắm vững phương pháp giải là điều thật cần thiết với mỗi người học và làm toán.

Bình luận chung cho dạng một : Qua năm ví dụ trên ta thấy  bài toán chứng minh đẳng thức bằng cách dùng phương pháp qui nạp toán học chỉ khó khăn và phức tạp ở phần cuối bước 2 , tức là chứng minh đẳng thức đúng với n=k+1.Khi đó từ đẳng thức cần chứng minh ứng với n=k+1,ta biến đổi khéo léo,(dùng kĩ thuật thêm bớt ,hoặc tách số hạng… ), để sử dụng được giả thiết đẳng thức đúng với n=k,tiếp tục thực hiện tính toán một số bước nữa ta sẽ có Đpcm.
     Cần nhấm mạnh rằng với dạng toán một ta thường  biến đổi theo con đưòng này ! Tuy nhiên đây không phải là cách biến đổi duy nhất,ta có thể biến đổi trực tiếp từ giả thiết  đẳng thức đúng với n = k  (giả thiết qui nạp của bài toán) , để suy ra đẳng thức đúng với
 n = k+1. Để minh hoạ cho cách làm này ta cùng nhau đi xét ví dụ sau đây :

     CMR  mọi n thuộc N*  ta có :  [image: image66.wmf]n
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Giải

Với n = 1 , thì  (BL) :  
[image: image67.wmf]135
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Giả sử (BL)  đúng với n = k, tức là :  
[image: image68.wmf]2
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                                                                                                                                                         Ta phải chứng minh (BL) đúng với n = k+1, tức là :  

                                                                                                                                                                                                                                            [image: image69.wmf](
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                  (BL.2)
Thật vậy : Cộng  vào hai vế của  (BL.1)  một lượng là : 
[image: image70.wmf]1
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, ta sẽ  được (BL.2)                                                                                                                                     

Vậy (BL) đúng với n = k+1, nên cũng đúng với mọi n thuộc N* .

 Kĩ thuật biến đổi này sẽ một lần nữa được thể hiện ở ví dụ (8) trong dạng hai qui nạp toán học.  Xin mời các bạn cùng theo dõi.

Bài tập đề nghị.

 Bài 1:   CMR :   Mọi n 
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 Bài 2 :   CMR:   
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 Bài 3 :  CMR :   Mọi
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Bài  4 :  CMR :    Mọi a >0, a 
[image: image76.wmf]¹
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 Bài   5:  CMR: Mọi số tự nhiên n [image: image79.wmf]³

1, với mọi cặp số (a,b),ta có công thức sau đây, gọi là công thức khai triển nhị thức niutơn.
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Bài  6:         CMR  : 
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Bài 7:        CMR:  Với mọi số tự nhiên n
[image: image82.wmf]³

1,ta có đăng thức :
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Bài 8:       CMR : Mọi n thuộc N ta có :
[image: image84.wmf](
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Bài 9:            Tính  đạo hàm cấp n của các hàm số sau :

                      a)   
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                      c)     
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Bài 10:   Tìm tổng số     
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Bài 11: Tìm số hạng tổng quát của các dãy số sau : 
                       a)   
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· Các bài tập đề nghị chúng tôi đưa ra được lựa chọn cẩn thận, kĩ lưỡng, phần nào có tính chất định hướng phân  loại theo các loại toán đã chữa trong dạng một .

 Dạng 2: Dùng phương pháp qui nạp để chứng minh một bất đẳng thức.

VD1:  Chứng minh bất đẳng thức Bec-nu-li(Bernoulli). Nếu h >0 , với mọi số tự         

                                                            nhiên n
[image: image93.wmf]³
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              (1) ,     

Giải

Nếu n =2, ta có : (1+h)2 = 1+2h+h2 > 1+2h    (vì h2 > 0) .Vậy  (1) đúng .

Giả sử (1) đúng đến n = k , tức là :( 1+h)k > 1+kh           (2).                                           

Ta phải chứng minh (1) cũng đúng đến n =k+1 ,tức là  :   (1+h)k+1 > 1+(k+1)h.                                                            Thật vậy : (1+h)k+1 =(1+h)(1+h)k
[image: image95.wmf](2)

do

³

 (1+h)(1+kh) =1+h+kh+kh2
                                                                                 = 1+h(1+k)+kh2 > 1+h(1+k).(vì kh2 >0)

Vậy (1) đúng với mọi số tự nhiên n 
[image: image96.wmf]³

2.

· Chú ý : Phép chứng minh trên giả thiết h không phụ thuộc n . Trong trường hợp h phụ thuộc n , người ta chứng minh rằng bất đẳng thức bec_nu_li vẫn đúng (dùng công thức nhị thức niutơn ) .

VD2   : (ĐỀ 101 câu 4a_BĐTTS)    
Chứng minh rằng  nếu x  >0  thì với mọi số tự nhiên n ta đều có :     
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                                                        Giải

Xét hàm số       . 
[image: image98.wmf](
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                                                           Ta phải chứng minh :  
[image: image99.wmf](
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Thật vậy  , ta có : 
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Ta có  
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[image: image104.wmf](
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  tăng với  mọi x >0   
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Vậy công thức (2.1) đúng với n=1.

Giả sử bất đẳng thức đúng với n=k.                                                                                            Ta có:     
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 Ta phải chứng minh :
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[image: image108.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image109.wmf]
 Thật vậy , ta có      :  
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Theo (2.2) có 
[image: image112.wmf](
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Vậy bất đẳng thức đúng với n=k+1 nên cũng đúng với mọi số tự nhiên n .

· Chú ý : Nhìn vào bđt (2) ta thấy cả hai vế đều là các hàm số của biến 
[image: image114.wmf]x

 . Nếu ta chuyển toàn bộ vế phải của bđt (2) sang vế trái và đặt bằng 
[image: image115.wmf](
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bài toán trở thành Cmr :  
[image: image116.wmf](
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. Khi đó dùng qui nạp để xử lí bài toán kết hợp với ứng dụng của đạo hàm và tính đơn điệu của hàm số là vô cùng hợp lí.Rõ ràng điểm mẫu chốt,bước đột phá đưa đến hướng giải đẹp cho bài toán là thao tác chuyển vế .

VD3  (ĐỀ131CÂU4a_BĐTTS) :
 Cho hàm số f  xác định với mọi x và thoả mãn điều kiện :

                 f(x+y) 
[image: image117.wmf]³

f(x).f(y)   với mọi x,y            (3)

             CMR :    Với mọi số thực x và mọi số tự nhiên n ta có :

                                        
[image: image118.wmf](
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Giải
Trong BĐT f(x+y)
[image: image119.wmf]³

 f(x).f(y) thay x và y bằng 
[image: image120.wmf]2

x

, ta được:
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 EMBED Equation.3 [image: image122.wmf](

)

(

)

2

2

2

.

2

2

2

ú

û

ù

ê

ë

é

³

Þ

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

³

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

x

f

x

f

x

f

x

f

x

x

f


 Vậy  bất đẳng thức 
[image: image123.wmf](
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 đúng với n=1

  Giả sử bất đẳng thức đúng với n =k , 
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 EMBED Equation.3 [image: image126.wmf]
Ta chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k+1, tức là :
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Thật vậy ta có : 

                         
[image: image128.wmf]2
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 Do tính chất bắc cầu ta có được :  
[image: image129.wmf](
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Bất đẳng thức đúng với  n = k+1 nên cũng đúng với mọi số tự nhiên n.

· Chú ý : ở đây ta gặp dạng toán chứng minh BĐT (a) đúng khi BĐT (b) xảy ra .Nói cách khác BĐT (a) chỉ xảy ra khi có BĐT (b). Hướng  giải giành cho dạng này là xuất phát từ BĐT (b) để chứng minh BĐT (a) Đúng .

Thực chất của bài toán trong VD3 là chứng minh (3.1) đúng với mọi số thực x,mọi số tự nhiên n khi  hàm   f  thỏa mãn (3).Do đó dùng qui nạp để chứng minh (3.1) đúng được tiến hành trên các điều kiện rằng buộc của hàm f  và sử dụng tính chất bắc cầu.

VD4   :      
[image: image130.wmf]*
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Với n  =1 ,  
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  nên (4)  đúng .

Giả sử (4) đúng với n = k
[image: image134.wmf](
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 Ta phải chứng minh (4) đúng với n = k+1,tức là :  
[image: image136.wmf](
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 Thật vậy, ta có  
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Vậy (4) đúng với n = k+1 , nên (4) cũng đúng với mọi số nguyên dương n .

· Chú ý :  Ta thấy (4) có chứa hàm lượng giác nên việc chứng minh (4) đúng bằng qui nạp được thực hiện trên các tính chất của hàm lượng giác ,cụ thể ở đây ta đã dùng công cộng đối với hàm sin , tính chất hàm sin , cos, nhận giá trị trong đoạn  [image: image138.wmf][
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 và bất đẳng thức 
[image: image139.wmf]b
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VD5 :  Chứng minh rằng dãy số sau là giảm và bị chặn .
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image142.wmf]                                                                          
Giải  

Chứng minh dãy số là giảm . Ta dùng qui nạp.

Ta phải chứng minh :

                                     
[image: image143.wmf](
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Khi  n  = 1 thì  
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  (5) đúng.

Giả sử (5) đúng với n = k , 
[image: image145.wmf](
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Ta phải chứng minh : 
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Ta có :  
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Vậy   (5) đúng với n = k+1 nên cũng đúng với  mọi n thuộc N
[image: image149.wmf]*
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Chứng minh dãy đã cho là bị chặn dưới.  Ta dùng qui nạp để chứng minh :
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Khi  n=1 , 
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Giả sử (6) đúng với  n = k , 
[image: image152.wmf](
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Ta phải chứng minh   :     
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Ta có :    
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    . Vậy     
[image: image156.wmf]1
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.Dãy số đã cho bị chặn dưới bởi 1.

· Chú ý :   Khi gặp dạng toán chứng minh dãy số đơn điệu và bị chặn ta thực hiện như sau :

· bước  1 :  Dùng qui nạp để chứng minh dãy số là đơn điệu                     

· bước  2 :  Dự đoán số  M  trong trường hợp dãy bị chặn trên bởi M và Số   m  trong trường hợp  ngược lại.Sau đó dùng qui nạp để chứng minh dãy bị chặn bởi trên bởi M hoặc bị chặn dưới bởi m trong trường hợp  ngược lại .

VD 6:
Chứng minh rằng :  
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                                                     Giải

Khi n =3  bđt (6) trở thành 
[image: image158.wmf]3
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Giả sử bđt (6) đúng với n =k nghĩa là  :     
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Ta chứng minh bđt (6) đúng với 
[image: image160.wmf]1
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Ta có :   [image: image162.wmf]1
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Vậy bđt(6) đúng với n= k+1 nên nó cũng đúng với mọi n.

· Chú ý :  lời giải trên ta đã dùng phương pháp làm trội đánh giá của bđt ở bước n =k +1,tại vị trí dấu bđt (2).Có thể nói đây là phương pháp chủ công, mang tính đặc thù trong chứng minh bđt .Học sinh cần nắm vững và làm tốt phương pháp này vì sự hiệu quả mà nó mang lại, cũng lưu ý rằng không nên đánh giá bđt quá lỏng , hoặc quá chặt . Sau đây là một ví dụ minh hoạ nữa giành cho phương pháp đánh giá làm trội.

VD 7:   Cho    x1,x2,…,xn là các số dương. Chứng minh rằng :

                  
[image: image163.wmf]4

,

2

...

3

1

1

2

1

2

4

1

3

2

2

1

³

³

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

-

-

-

n

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

n

n

n

n

n

n

       (7)

Giải

Với n = 4 , bđt có dạng :                                                  
[image: image164.wmf]2
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    đúng.

Giả sử bđt(7) đúng với n = k .  Tức là :
[image: image165.emf](
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Ta chứng minh bđt(7) đúng với n = k+1.

Do vai trò bình đẳng giữ các xi  ( i = 1,2,…,k+1), nên không giảm tính tổng quát của bài toán ta có thể giả sử  xk+1 =  min{ x1,x2,…,xn } , tức là : 
[image: image166.wmf]0,,
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  Do vậy ta có : 
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 (7.1)

Do:   
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 (7.3)

Từ (7.1),(7.2),(7.3) suy ra 
[image: image169.wmf]2
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. Vậy bđt đúng với 
[image: image170.wmf]1
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 nên cũng đúng với mọi n .

  Đó là Đpcm.

· Chú ý :  Thí dụ trên càng cho thấy rõ nét sức mạnh của phương pháp đánh giá làm trội trong chứng minh bđt .Bước ngoặt đưa đến hướng giải quyết cho lời giải  bài toán là thao tác đánh giá , ước lượng , giá trị của xk+1 = minxi,{ i= 1,2,…n} ở   bước n = k+1.

VD 8  :  Chứng minh rằng :   
[image: image171.wmf]1
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Khi n = 1 , thì (1) trở thành :[image: image173.wmf]3
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    đúng.

Giả sử (8) đúng vớii n = k ,nghĩa là :  
[image: image174.wmf](
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Ta phải chứng minh (8) đúng với n = k+1, tức là :
[image: image175.wmf](
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Thật vậy , ta có   :
[image: image176.wmf](
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  (8.2)     ( bđt (8.2) luôn đúng vì sau khi bình phương hai vế ,  quy đồng ,  chuyển vế ta thu được bđt tương đương   : 
[image: image177.wmf]0
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Lấy (8.1) nhân (8.2) vế theo vế ta\có  :
[image: image178.wmf](
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Theo nguyên lí qui nạp ta kết luận (8) đúng
[image: image179.wmf]1
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.
.
· Chú ý : ví dụ (8) minh chứng lại một lần nữa cho kĩ thuật sử dụng trực tiếp giả thiết qui nạp của bài toán (giả thiết bđt đúng với n =k ) để thực hiện biến đổi suy ra bđt đúng với n = k+1.

lời giải của ví dụ (8) và ví dụ (BL) của dạng một  cho chúng ta thấy không phải khi nào cũng biến đổi từ đt, bđt ứng với n = k+1, để dùng được giả thiết qui nạp dẫn đến kết thúc bài toán mà đôi khi ta  biến đổi trực tiếp từ giả thiết qui nạp của bài toán. 

Đối với bài toán qui nạp để linh hoạt trong quá trình giải ta nên nhớ cả hai cách làm trên. 

Vẫn nói thêm rằng hai vd(8) và vd(BL) hoàn toàn có thể giải bằng cách biến đổi từ đt, bđt ứng với n = k +1.

· Bình luận chung cho dạng 2  :  Qua tám ví dụ trên ta thấy các bài toán của dạng hai phong phú , đa dạng hơn nhiều so với dạng một , độ khó cũng tăng lên . Do đó việc nắm vững cách giải đôi khi chưa đủ để giải quyết bài toán.Rõ ràng mẫu chốt của bài toán vẫn là kĩ thuật biến đổi bất đẳng thức ứng với n=k+1 để sử dụng được giả   thiết bất đẳng thức đúng với n = k,hoặc biến đổi trực tiếp từ bất đẳng thức đúng với   n= k (đây gọi là giả thiết qui nạp) để suy ra bất đẳng thức đúng với n = k+1 .Khi đó  việc đi đến điều phải chứng minh là không  có gì khó khăn.                                                                                    
Bài tập đề nghị .

Bài 1   Cho  
[image: image180.wmf](
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            Chứng minh rằng   : 
[image: image181.wmf]tgnntg

aa

>


 Bài 2 Chứng minh rằng : với a >0 thì   
[image: image182.wmf]141
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Bài 3  Chứng minh rằng    :      
[image: image183.wmf](
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Bài 4  Chứng  minh rằng  với mọi số tự nhiên n ta có :
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                                          c)
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Bài 5        Chứng minh bất đẳng thức :
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 Bài 6        Chứng minh với mọi số nguyên dương n , ta có :

                                        
[image: image187.wmf](
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Bài 7         Chứng minh rằng mọi  : 
[image: image188.wmf]N
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Bài 8         Chứng minh rằng  dãy số 
[image: image189.wmf]n
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xác định bởi : 
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                                         là tăng và bị chặn trên .

Bài 9        CMR   
[image: image193.wmf](
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    với    n 
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Bài 10       Chứng minh mọi số tự nhiên  n khác 0 ta luôn có :
[image: image195.wmf]3
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Bài 11      CMR    với mọi số tự nhiên n lớn  hơn  5 ta có :
[image: image196.wmf]n
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 Bài  12   CMR   :    
[image: image197.wmf](
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 Bài 13    Cho n số dương nghiệm đúng điều kiện                                       
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                Dấu ‘’=’’xảy ra khi nào ?

 Bài  14    Chứng minh mọi số tự nhiên n >1, ta có :
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  Bài  15   Cho n là số tự nhiên và      
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            CMR :  
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Bài 16        
[image: image203.wmf]14
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· Qua  hai dạng đầu của qui nạp toán học ta có cảm giác mức độ hay va khó của bài toán tăng dần.Do đặc thù của nó ,hai dạng này được học tương đối sâu ở  phổ thông.Dạng ba của bài toán ,cũng là dạng cuối cùng chúng tôi sẽ trình bày trong chuyên đề này  được học sơ qua ở  bậc phổ thông và học cao hơn  ở  năm thứ hai của trường Đhsp...  Cũng vì lí do đó mà dạng ba được chúng tôi đưa vào sau cùng  . Xin mời các bạn chuyển sang dạng ba của qui nạp toán học .
· Dạng 3 : Dùng qui nạp toán học để chứng minh một biểu thức dạng Un chia hết cho một số tự nhiên .
VD1:  Chứng minh rằng 
[image: image204.wmf]n
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  chia hết cho 3 .  (1)

Giải

Với n = 1 ta có :   
[image: image205.wmf]3
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Giả sử (1) đúng với n = k , 
[image: image206.wmf](
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Ta phải chứng minh (1) đúng với n = k+1, nghĩa là : 
[image: image208.wmf](

)

(

)

(

)

3

1

5

1

3

1

2

3

1

M

+

+

+

+

+

=

+

k

k

k

a

k


Thật vậy :   
[image: image209.wmf]5
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                  [image: image210.wmf]3
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Vậy (1) đúng với n = k+1, nên cũng đúng với mọi 
[image: image211.wmf]*
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· Chú ý : Ta biết rằng một tổng chia hết cho một số khi từng số hạng của tổng chia hết cho số đó. Nhận thấy 
[image: image212.wmf]1

+

k

a

 là một tổng các đa thức của k , Vậy để chứng minh ak+1 chia hết cho 3 ta phải thác triển ak+1, sau đó tiến hành thực hiện sắp xếp lại các số hạng , kết hợp với giả thiết qui nạp , viết lại ak+1 dưới dạng tổng các số hạng chia hết cho 3.

VD2:Chứng minh rằng  
[image: image213.wmf]2
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                                                 Giải

 Khi n = 2  , ta có :  a2  = 
[image: image215.wmf](
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Giả sử (2) đúng với n =k , 
[image: image216.wmf](
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Ta phải chứng minh (2) đúng với n = k+1, nghĩa là :

 ak+1 =   
[image: image218.wmf](
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[image: image219.wmf](
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[image: image220.wmf](
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Vậy (2) đúng với n = k+1 ,nên (2) đúng với 
[image: image221.wmf]2
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· Chú ý :  Lời giải ví dụ hai không có gì mới lạ , ta thực hiện kĩ thuật viết lại a k+1 ,   thành lập sự xuất hiện giả thiết qui nạp , dễ dàng suy ra đpcm.
VD3:  Chứng minh rằng : an  = 
[image: image222.wmf][image: image223.wmf]1
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Giải

Với n = 1 , ta có :a1  = 
[image: image224.wmf]676
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Giả sử (3) đúng với n = k , 
[image: image225.wmf]1
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Ta phải chứng minh (3) đúng với n = k+1, tức là : ak+1=  
[image: image227.wmf](
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Thật vậy :ak+1  =  
[image: image228.wmf](

)

4

3

4

2

1

4

4

3

4

4

2

1

M

M

676

)

1

.

3

(

676

3

3

3

)

1

(

3

676

676

27

26

3

.

27

27

)

1

(

26

3

+

+

-

-

=

-

+

-

+

+

+

k

k

k

do

k

k

Vậy (3) đúng với n = k+1 , nên (3) đúng với mọi 
[image: image229.wmf].
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· Chú ý : ở ví dụ này việc viết lại ak+1 không chỉ đơn thuần là sự thác triển  sắp xếp lại các số hạng , rõ ràng ở đây kĩ thuật thêm bớt lại phát huy tác dụng, việc đưa 27 ra ngoài làm thừa số chung, với mục đích  thành lập được gtqn đã làm  dư  ra một lượng so với lượng ban đầu , để cân bằng bài toán ta thêm vào một lượng  676k+676 . Làm như vậy ta sẽ dùng được gtqn tiến đến kết thúc lời giải. 

Ví dụ bốn dưới đây là một minh học nữa cho lời giải loại bài tập này.

VD4:   Chứng minh rằng:  [image: image230.wmf]38
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Với n = 1 , ta có :
[image: image231.wmf]38
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Giả sử (4) đúng với n = k, 
[image: image232.wmf](
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  tức là :
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    (4.1)

Ta phải chứng minh (4) đúng với n = k+1, tức là : 

[image: image234.wmf]38
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   Thật vậy  :               [image: image235.wmf](
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Vậy (4) đúng với n = k+1 , nên cũng đúng với 
[image: image236.wmf]*
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VD5:  Chứng minh rằng  : 
[image: image237.wmf]1
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, ta có :  
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            (5)                        

Giải

Với n = 1 ta có : 
[image: image239.wmf]24
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Giả sử (5) đúng với n = k, 
[image: image240.wmf]1
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, nghĩa là :
[image: image241.wmf]24
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 Ta phải chứng minh (5) đúng vói n = k+1 , nghĩa  là :
[image: image242.wmf](
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Thật vậy :  
[image: image243.wmf](
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Vậy  (5) đúng với n = k+1 , nên cũng đúng với 
[image: image244.wmf]1
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· Chú ý :  Ví dụ 5 và ví dụ 1 thuộc cùng một dạng .Do đó cách giải giành cho ví dụ 5 xem chú ý ví dụ 1.

· Bình luận chung cho dạng 3:  Qua năm ví dụ giành cho dạng ba ta thấy mẫu chốt để giải tốt các bài tập của dạng ba là kĩ năng viết lại an ứng với n = k+1,thành tổng các số hạng hoặc tích của các thừa số chia hết cho số tự nhiên cần chứng minh . Tất nhiên trong quá trình viết lại như vậy, ta vẫn lưu ý tới việc sử dụng giả thiết qui nạp của bài toán.Có thể nói kĩ thuật viết lại đề của một bài toán nói riêng và viết lại một biểu thức toán học nói chung , để dùng được giả thiết của bài toán , đặc biệt có hiệu quả, trong giải toán phổ thông. Xin đưa ra một số ví dụ điển hình cho kĩ thuật này.
Ví dụ 1 (ĐTTS_khốiA2003câu
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  Giải hệ phương trình   
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 Điều kiện 
[image: image247.wmf]0
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. Hệ đã cho được viết lại dưới dạng :      
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Nhờ kĩ thuật viết lại đề , ta đã  xác định được hướng giải cho hệ trên là xuất phát từ phương trình thứ nhất của hệ . 

Ví dụ 2 (ĐHCSNN_khối A2000) 

             Cho hệ phương trình     :                       
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1. Giải hệ đã cho khi m=-3.   

2. Xác định m để hệ có nghiệm duy nhất.   

Hệ đã cho được viết lại dưới dạng :   
[image: image250.wmf](
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Nhờ viết lại hệ như vậy mà ta có thể đặt  x+y= S, xy = P , Điều kiện S2-4P
[image: image251.wmf]0
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, khi đó việc giải hệ pt trên không có gì có khăn.

Nói chung đây là kĩ thuật cơ bản trong giải toán , học sinh nên rèn luyện kĩ thuật này để có thể áp dụng trong quá trình giải tất cả các dạng của toán học sơ cấp.

Bài tập đề nghị.
Bài 1:   CMR    
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Bài 2:   CMR   
[image: image253.wmf],1316

n

n

nN

u

"Î=-

M

                                                                
Bài 3:      CMR      
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Bài 5:     CMR    
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Bài 6:     CMR     
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