B¶n tin To¸n häc (Bé m«n To¸n tr­êng PTNK) - sè 03                                                               
- 6



Trong soá naøy:

· Abel vµ ®Þnh lý lín cña «ng (tiÕp theo). 

· Lêi gi¶i vµ nhËn xÐt c¸c ®Ò to¸n sè 02.

· §Ò ra kú nµy.

· Liªn hÖ gi÷a d·y sè vµ d·y ®a thøc.
· Giíi thiÖu gi¶i th­ëng Wolf.

· TiÕng Anh qua c¸c bµi to¸n.

Abel vµ ®Þnh lý lín cña «ng (TiÕp theo kú tr­íc)
V.Tikhomirov (Ng­êi dÞch: TrÇn Nam Dòng)

§Þnh lý Abel. §èi víi mçi sè tù nhiªn n lín h¬n bèn kh«ng thÓ t×m ®­îc c«ng thøc biÓu diÔn nghiÖm cña mäi ph­¬ng tr×nh bËc n th«ng qua c¸c hÖ sè cña nã sö dông c¨n thøc vµ c¸c phÐp to¸n sè häc.

Chóng ta sÏ chøng minh ë ®©y mét ®iÒu m¹nh h¬n, vµ chÝnh lµ tån t¹i mét ph­¬ng tr×nh (cô thÓ) bËc n¨m víi hÖ sè nguyªn kh«ng gi¶i ®­îc b»ng c¨n thøc.

VÝ dô sÏ lµ ph­¬ng tr×nh  p(x) = x5  ( 4x ( 2 = 0

Cã thÓ chøng minh ®­îc (h·y thö tù lµm ®iÒu nµy) r»ng ®a thøc p(x) kh«ng thÓ ph©n tÝch ®­îc thµnh c¸c thõa sè bËc nhá h¬n víi hÖ sè h÷u tØ (nh÷ng ®a thøc nh­ vËy ®­îc gäi lµ bÊt kh¶ quy- vÒ tÝnh chÊt cña chóng xem trong phÇn Phô lôc). 

TÝnh kh«ng gi¶i ®­îc b»ng c¨n thøc cña ph­¬ng tr×nh p(x) = 0 ®­îc suy ra tõ kÕt qu¶ nÒn t¶ng sÏ ®­îc chóng ta chøng minh d­íi ®©y: nÕu ph­¬ng tr×nh bÊt kh¶ quy bËc n¨m gi¶i ®­îc b»ng c¨n thøc th× nã hoÆc cã 5 nghiÖm thùc hoÆc cã duy nhÊt mét nghiÖm thùc. Ta chøng minh r»ng ph­¬ng tr×nh cña chóng ta cã 3 nghiÖm thùc. Ký hiÖu c¸c nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh nµy lµ x1, x2, x3, x4, x5. Theo ®Þnh lý ViÌtte (xem Phô lôc), (1 = (15xk = 0 (bëi v× tæng c¸c nghiÖm b»ng hÖ sè cña x4, mµ nã b»ng 0). TiÕp theo (2  = (15xkxl = 0 (v× tæng c¸c tÝch cÆp b»ng hÖ sè cña x3, mµ nã còng b»ng 0). Nh­ng khi ®ã  s2 = (15xk2 = (12 ( 2(2 = 0, tõ ®©y suy ra p(x) kh«ng thÓ cã 5 nghiÖm ®Òu thùc. Nh­ vËy p(x) cã nghiÖm phøc a + bi. Nh­ng khi ®ã a ( bi còng lµ nghiÖm. MÆc kh¸c, ph­¬ng tr×nh cña chóng ta cã kh«ng d­íi ba nghiÖm thùc v× p((2) = ( 26, p((1) = 1, p(1) = (5, p(2) = 22 vµ sù tån t¹i ba nghiÖm ®­îc suy ra tõ ®Þnh lý vÒ c¸c gi¸ trÞ trung gian cña hµm sè liªn tôc. Nh­ vËy chóng ta ®· chøng minh ®­îc r»ng ®a thøc p(x) cã ®óng ba nghiÖm thùc.

(Chøng minh trªn lµ mét chøng minh ®¹i sè vµ ®Þnh lý ViÌtte sÏ cßn ®­îc sö dông ë c¸c phÇn tiÕp theo. Tuy nhiªn kh¼ng ®Þnh ph­¬ng tr×nh ®· cho kh«ng thÓ cã 5 nghiÖm thùc cã thÓ chøng minh dÔ dµng b»ng gi¶i tÝch: nÕu nã cã 5 nghiÖm thùc th× theo ®Þnh lý Rolle ph­¬ng tr×nh p’(x) = 5x4 ( 4 ph¶i cã 4 nghiÖm thùc, trong khi nã chØ cã 2 nghiÖm thùc).

Chøng minh kh¼ng ®Þnh chÝnh

Gi¶ sö  p(x) = x5 + (05akxk (trong ®ã ak lµ c¸c sè h÷u tØ) lµ ®a thøc bÊt kh¶ quy (tøc lµ ®a thøc, kh«ng ph©n tÝch ®­îc thµnh tÝch cña hai ®a thøc cã bËc nhá h¬n), gi¶i ®­îc b»ng c¨n thøc. §iÒu nµy cã nghÜa lµ nghiÖm cña nã thu ®­îc tõ tËp hîp tÊt c¶ c¸c ph©n thøc b»ng c¸ch bæ sung thªm c¸c c¨n thøc nµo ®ã. VÝ dô nghiÖm cña ®a thøc bËc hai thu ®­îc b»ng c¸ch bæ sung thªm vµo c¸c ph©n sè c¸c sè d¹ng  p1 + p2(a , trong ®ã a lµ ph©n sè kh«ng chÝnh ph­¬ng, cßn nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh x3 + px + q thu ®­îc b»ng c¸ch bæ sung vµo cho c¸c ph©n sè ®Çu tiªn lµ c¨n thøc d¹ng (a , sau ®ã lµ c¸c sè d¹ng  q1 + q23(c + q23(c2, trong ®ã   c = p1 + p2(a. C¸c sè cã d¹ng b + (a cã thÓ céng, trõ, nh©n vµ chia (tÊt nhiªn lµ trõ chia cho 0). Nh÷ng tËp hîp sè nh­ vËy ®­îc gäi lµ tr­êng. C¸c sè d¹ng  q1 + q23(c + q23(c2 trong ®ã   c = p1 + p2(a  cßn   qi, pj lµ c¸c ph©n sè cïng lËp thµnh mét tr­êng. NÕu nh­  p(x) gi¶i ®­îc b»ng c¨n thøc th× ®iÒu nµy cã nghÜa lµ cã thÓ lÇn l­ît bæ sung c¸c c¨n sè d¹ng  n1(a1 vµ thu ®­îc tr­êng h¹ng 1 P1, sau ®ã l¹i bæ sung nghiÖm n2(a2 trong ®ã a2 thuéc P2 ...

Gäi P lµ tr­êng sè thu ®­îc tõ tËp hîp c¸c sè h÷u tû b»ng c¸ch bæ sung thªm tÊt c¶ c¸c c¨n trõ c¨n cuèi cïng  r = n(a, trong ®ã  a thuéc P vµ  a ( (n víi mäi ( thuéc P. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t cã thÓ gi¶ sö n lµ sè nguyªn tè (v× nÕu n kh«ng nguyªn tè th× nã cã thÓ viÕt d­íi d¹ng  n = n1p, trong ®ã p nguyªn tè, nh­ vËy ®Çu tiªn ta bæ sung  n1(a = a1, sau ®ã lµ p(a1 ).

Theo ®Þnh nghÜa, p(x) cã nghiÖm trong P(n(a) (ta sÏ ký hiÖu tr­êng sè thu ®­îc b»ng c¸ch bæ sung vµo tr­êng P c¨n n(a nh­ vËy). Mäi sè thuéc P(n(a) ®Òu biÓu diÔn d­íi d¹ng ®a thøc bËc n(1 cña r víi hÖ sè trong P (xem Phô lôc). Ta sö dông ë ®©y tÝnh chÊt: nÕu P lµ tr­êng sè vµ r = n(a , trong ®ã n sè nguyªn tè, a ( (n víi  ( thuéc P, th× mäi phÇn tö x cña P(n(a) sÏ biÓu diÔn mét c¸ch duy nhÊt d­íi d¹ng  x = (0n-1(krk. KÕt qu¶ nµy cã thÓ chøng minh trùc tiÕp mét c¸ch dÔ dµng.

Nh­ vËy, gi¶ sö x1 lµ nghiÖm thùc cña ®a thøc p(x) (mµ nghiÖm thùc cña mét ph­¬ng tr×nh bËc 5 th× lu«n tån t¹i - ®iÒu nµy suy ra tõ tÝnh chÊt hµm sè liªn tôc nhËn mäi gi¸ trÞ trung gian; ®a thøc bËc 5 víi hÖ sè cao nhÊt d­¬ng sÏ dÇn ®Õn céng v« cïng khi x dÇn ®Õn céng v« cïng, dÇn ®Õn trõ v« cïng khi x dÇn ®Õn trõ v« cïng, do ®ã ph¶i cã nghiÖm). Ta viÕt x1 d­íi d¹ng   x1 = (0n-1(krk víi  hÖ sè thuéc P. Gi¶ sö ( = e2(i/n  lµ c¨n nguyªn thuû cña ®¬n vÞ vµ  xk = (0n-1(k((k-1)jrj, 1 ( k ( n. Ta thu ®­îc n sè thuéc P(n(a). XÐt ®a thøc

q(x) = (x-x1)(x-x2)...(x-xn) = xn ( (1xn(1 + (2xn(2 ( ... + ((1)n(n. 

Khi ®ã  (1 = (1nxk = n(0, nghÜa lµ sè h¹ng thø hai cña ®a thøc q(x) thuéc tr­êng P. TiÕp theo, b»ng c¸ch b×nh ph­¬ng, ta thu ®­îc  s2 = (1nxk2 - còng lµ sè thuéc P, tõ ®ã ¸p dông c«ng thøc s2 = (12 ( 2(2 (vµ tõ ®¼ng thøc (1 = s1) ta thu ®­îc lµ hÖ sè thø ba cña ®a thøc q còng thuéc P. TiÕp theo, chóng t«i ®Ò nghÞ c¸c b¹n kiÓm tra r»ng tiÕp tôc còng sÏ nh­ vËy: tÊt c¶ hÖ sè cña ®a thøc q ®Òu lµ c¸c sè thuéc P (nÕu b¹n muèn chøng minh ®iÒu nµy, h·y sö dông c«ng thøc Newton biÓu diÔn (k  nh­ c¸c ®a thøc cña s1, ..., sk).

Chó ý r»ng nÕu nh­ ®a thøc P(x) nµo ®ã cã nghiÖm lµ r th× nã cã nghiÖm (k.r. ThËt vËy, c¸c ®a thøc P vµ Q(x) = xn ( a cã nghiÖm chung, vµ Q bÊt kh¶ quy nªn P chia hÕt cho Q vµ do ®ã mäi xk lµ nghiÖm cña P(x).

H¬n n÷a, cã thÓ chøng minh ®­îc r»ng nÕu ®a thøc bÊt kh¶ quy P bËc nguyªn tè n trë thµnh kh¶ quy khi bæ sung c¨n thøc bËc k, trong ®ã k còng lµ sè nguyªn tè, th× k = n. Chóng ta sÏ kh«ng  ®­a ra ë ®©y chøng minh cña kÕt qu¶ nµy. Tõ ®©y cã thÓ suy ra ®­îc r»ng ®a thøc q(x) lµ luü thõa cña ®a thøc p(x). Nh­ng v× bËc cña c¸c ®a thøc nµy nguyªn tè nªn n (bËc cña q) chia hÕt cho 5 vµ v× n lµ sè nguyªn tè nªn n = 5 vµ c¸c ®a thøc p vµ q trïng nhau.

Nh­ vËy p(x) = (x(x1)...(x(x5), trong ®ã x1 lµ sè thùc, cßn  xk = (0 + (1 (k(1.r  + ... +(4(4(k(1).r4, r = 5(a ,  1 ( k ( 5. Thªm vµo ®ã, cã thÓ coi r»ng sè ( ®· ®­îc bæ sung vµo P, v× 5(1 biÓu diÔn ®­îc qua c¨n bËc 2 chång (ta dùng ®­îc h×nh ngò gi¸c ®Òu b»ng th­íc vµ compa!). Cã thÓ x¶y ra hai tr­êng hîp: 1) a lµ sè thùc 2) a kh«ng thùc.

Ta xÐt tr­êng hîp thø nhÊt. V×  ( ( P nªn cã thÓ coi r»ng chÝnh r còng thùc. Ta ký hiÖu x1 lµ nghiÖm thùc cña ®a thøc p. Khi ®ã  x1 = (0 + (1 .r  + ... +  (4.r4, nh­ vËy  x1 = (0 + (1 .r  + ... +  (4.r4 ( c ký hiÖu sè phøc liªn  hîp cña c - ®©y kh«ng ph¶i lµ ký hiÖu chuÈn, chØ dïng trong bµi nµy, ký hiÖu chuÈn dïng g¹ch ngang ë bªn trªn), vµ, tõ tÝnh duy nhÊt cña biÓu diÔn nghiÖm, ta suy ra tÊt c¶ c¸c (i ®Òu thùc. Nh­ng khi ®ã th× tÊt c¶ c¸c nghiÖm cßn l¹i ®Òu phøc. Ta chøng minh, ch¼ng h¹n cho x2. Ta cã  x2 = (0 + (1 (.r  + ... +  (4(4.r4.  Khi ®ã  x2 = (0 + (1 (4.r  + ... +  (4(.r4. NÕu nh­ x2 = x2 th× tõ tÝnh duy nhÊt cña biÓu diÔn, suy ra  (1 ( = (1 (4, tõ ®ã (1 = 0, t­¬ng tù  (2 = (3 = (4 = 0, m©u thuÉn.

B©y giê ta xÐt tr­êng hîp thø hai, khi a cã modul ( vµ argument ( ( 0 vµ cã thÓ gi¶ sö r»ng r = 5(a.ei(/5. §Æt  R = 5((2. Khi ®ã r = R/r. Vµ tiÕp tôc l¹i cã hai tr­êng hîp: a) ViÖc bæ sung R dÉn ®Õn viÖc khai triÓn ®­îc p; b) ViÖc bæ sung R kh«ng dÉn ®Õn viÖc kh¶i triÓn p. Trong tr­êng hîp ®Çu (v× R lµ sè thùc) vÊn ®Ò l¹i ®­a vÒ víi tr­êng hîp tr­íc, vµ, cã nghÜa lµ p cã nghiÖm thùc duy nhÊt. Cßn l¹i tr­êng hîp b). Khi ®ã x1 = (0 + (1 .r  + ... +  (4.r4 = x1 = (0 + (1 .r  + ... +  (4.r4 = (r5/a)((0 + (1 .R/r  + ... +  (4.(R/r)4 = (0 + (4 (R4/a).r  + ... +  (1(R/a).r4

Tõ ®©y, do tÝnh duy nhÊt cña biÓu diÔn, ta ®i ®Õn c¸c ®¼ng thøc


(0 = (0, (1 = (4 (R4/a), (2 = (3 (R3/a), (3 = (2 (R2/a), (4 = (1 (R/a).

Tõ c¸c hÖ thøc nµy dÔ dµng chøng minh r»ng c¸c nghiÖm cßn l¹i xk ®Òu thùc. Ta chøng minh ®iÒu nµy, ch¼ng h¹n cho x2. Ta cã: 


x2 = (0 + (1 (.r  + ... +  (4(4.r4.  

nh­ vËy 


x2 = (0 + (1 (.r  + ... +  (4(4.r4  = (0 + (4(R4/a)(.r  + ... +  (1(R/a)(4.r4  = x2
Nh­ vËy hoÆc tÊt c¶ nghiÖm cña p ®Òu thùc, hoÆc chØ cã mét nghiÖm. Nh­ng ph­¬ng tr×nh  x5(4x(2 = 0 cã ba nghiÖm thùc. Cã nghÜa lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh nµy kh«ng thÓ biÓu diÔn qua c¨n thøc. §Þnh lý Abel ®­îc chøng minh.

 (TrÇn Nam Dòng, dÞch tõ T¹p chÝ Kvant, sè 1/2003)

GIAÛI BAØI KYØ TRÖÔÙC

Bµi 1: Cho a, b, c, d , m laø caùc soá töï nhieân vaø  a + d , (b(1)c , ab – a + c chia heát cho m. Chöùng minh raèng  abn + cn + d chia heát cho m vôùi moïi soá töï nhieân n.
Lôøi giaûi. Ñaët Tn = a.bn + c.n + d,
[image: image1.wmf]"

n
[image: image2.wmf]Î

N.
Ta chöùng minh “Tn chia heát cho m” (*) baèng qui naïp theo n.

· Vôùi n = 0 ta coù: T0 = (a +d) 
[image: image3.wmf]M

 m ( theo gt) do ñoù (*) ñuùng vôùi n = 0.

· Giaû söû (*) ñuùng vôùi n = k, nghóa laø Tk 
[image: image4.wmf]M

 m.

· Ta chöùng minh (*) ñuùng vôùi n = k+1.

Thaät vaäy, ta coù Tk+1 – Tk = 

= a.bk+1 – a.bk + c 

= bk.(a.b – a + c) – bk.c + c 

= bk.(a.b – a + c) – c.(bk –1) 

= bk(ab – a + c) – c(b -1)(bk-1 + ... + b + 1). 

Do ñoù: (Tk+1 – Tk  ) 
[image: image5.wmf]M

 m ( vì theo giaû thieát ta coù  ab – a + c vaø (b–1)c 
[image: image6.wmf]M

 m). Maø Tk 
[image: image7.wmf]M

 m (theo giaû thieát qui naïp), neân Tk+1 
[image: image8.wmf]M

 m.

Vaäy Tn 
[image: image9.wmf]M

 m 
[image: image10.wmf]"

 n 
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 N.
Nhaän xeùt: Ñaây laø 1 baøi toaùn deã. Taát caû caùc baïn tham gia giaûi ñeàu giaûi ñuùng vaø toát baøi toaùn naøy.

Bài 2  Cho Hn là dãy Fibônaci tổng quát: Hn = Hn(1​ + Hn(2  với mọi n > 2 và H1 , H2 là số nguyên .

a) Hãy tìm T phụ thuộc vào H1, H2 sao cho H2nH2n+2​ + T, H2nH2n+4 + T , H2n(1H2n+2 ( T, H2n(1H2n+3​ + T  đều là các số chính phương .

 b) Chứng minh T duy nhất .

Lời giải. Ta có Hn2 – Hn(1Hn+1 = Hn(Hn(1+Hn(2) ( Hn(1(Hn+Hn(1) = ((Hn(12–Hn(2Hn​).

Dùng qui nạp và áp dụng công thức trên ta chứng minh được:

Hn2 – Hn(1Hn+1=((1)n(2( H22 – H1H3) =  ((1)n(H22 – H2H1 – H12).                                           

Mặt khác, 

Hn2 – Hn(2Hn+2  = Hn2 – (Hn – Hn(1)(Hn+1+ Hn )

= (Hn(Hn+1 – Hn(1) + Hn(1Hn+1 = ((Hn2 – Hn(1Hn+1 ) = ((1)n+1( H22 – H2H1( H12).

Xét  T = (H12 + H1H2 ( H22), dễ thấy T thỏa mãn điều kiện đề bài           

b) Chứng minh T duy nhất. Thật vậy, giả sử tồn tại T1 ( T thoả điều kiện đề bài. Ta có 

H2n+12 – H2nH2n+2 = ((1)2n+1(H22 – H2H1( H12)

= ((H22 – H2H1 – H12) = T. 

Suy ra, H2n+12 + T1 (T  = H2nH2n+2 + T1 = K2. Do đó 

|T1(T| = |(K(H2n+1)(K+ H2n+1)| 
[image: image12.wmf]³

 |H2n+1|   (*)

Dễ thấy: Hn tiến đến ( khi n tiến đến (, nên H2n+12 tiến đến +(  khi n tiến đến (. Do đó tồn tại t sao cho |H2t+1|  >  T1(T  mâu thuẫn với (*). Vậy  điều giả sử sai. Do đó tồn tại duy nhất T thoả đề bài.
Bµi 3: Cho n ≥ 2 vµ n sè thùc kh«ng ©m x1, x2, ..., xn tho¶ m·n ®iÒu kiÖn   x1 + ...+ xn = 1. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc 
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Lôøi giaûi. (Döïa theo lôøi giaûi cuûa baïn Nguyeãn Hoaøi Phöông, lôùp 12T1)

Tröôùc heát ta coù boå ñeà ñôn giaûn sau ñaây:

Cho 0
[image: image14.wmf]£

a
[image: image15.wmf]£

1/2 vaø 0
[image: image16.wmf]£

b
[image: image17.wmf]£

1/3. Chöùng minh raèng (a+b)4 – (a+b)5 
[image: image18.wmf]³

 (a4 – a5) + (b4 – b5).(*)

Thaät vaäy, ta coù  

(a+b)4 – (a+b)5 
[image: image19.wmf]³

 (a4 – a5) + (b4 – b5)

( (4a3b + 4ab3 + 6a2b2) ( (5a4b + 5ab4 + 10a2b3 + 10a3b2) ( 0

( (4a2 + 4b2+6ab) ( (5a3+5b3+10ab2+10a2b) ( 0

( (1/2 ( a)( 5a2 +14b2/3+11ab/2 ) +   (1/3(b)(5b2+ 9a2/2 + 16ab/3) + 53ab/36 ( 0.

 Vaäy (*) ñuùng. Daáu “=” xaûy ra (  ab = 0.

Trôû laïi baøi toaùn:

  Ñaët  F(x1, x2, …, xn) = 
[image: image20.wmf]45
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Khoâng maát tính toång quaùt ta coù theå giaû söû  x1 ( x2 ( … ( xn ( 0.

Vôùi n = 2 ta coù  F(x1, x2) = (x14 ( x15) + (x24 – x25) = x14(1 ( x1) + x24(1 – x2) = x14x2 + x24x1 = x1x2(x13+x23) = x1x2(x1 + x2)(x12 + x22 –x1x2) = x1x2(x12 + x22 – x1x2) = (1/3)(3x1x2)(x12 + x22 – x1x2) ( (1/3)((x12+x22+2x1x2)/2)2 = 1/12.

Daáu “=” xaûy ra ( 3x1x2 = x12 + x22 – x1x2 ( x1.x2 =1/6. Maø theo giaû thieát, x1 + x2 = 1 vaø x1, x2 
[image: image21.wmf]³

0, do ñoù x1,2 = (3 ( 
[image: image22.wmf]3

)/6.

Vôùi  n > 2. Do x1( x2 (… ( xn ( 0 neân 0 ( xn(1 ( 1/(n(1) ( 1/2 vaø 0 (  xn( 1/n (  1/3.

Do ñoù, aùp duïng boå ñeà ta coù 

(xn(1+xn)4–(xn(1+xn)5
[image: image23.wmf]³

(xn(14–xn(15)+(xn4–xn5).

Suy ra: 

F(x1, x2, …, xn-1+xn) 
[image: image24.wmf]³

 F(x1, x2, …, xn).(1)

Daáu “=” xaûy ra ( xn(1xn = 0 ( xn = 0 
(do xn(1 ( xn ( 0) (2)

Tieáp tuïc giaûm n nhö vaäy cho ñeán khi n = 2.

Maø theo chöùng minh treân thì  

Max F(x1, x2) = 1/12,    (3)

xaûy ra khi x1 = (3+
[image: image25.wmf]3

)/6, x2 = (3(
[image: image26.wmf]3

)/6   (4)

Töø (1) & (3) suy ra F(x1, x2, …, xn) 
[image: image27.wmf]£

 1/12.

Töø (2) & (4) ta ñöôïc daáu “=” xaûy ra ( x1 = (3+
[image: image28.wmf]3

)/6, x2 = (3(
[image: image29.wmf]3

)/6 vaø xi = 0 vôùi i >2.

Nhaän xeùt: Ñaây laø 1 baøi toaùn khaù hay. Coù raát ít caùc baïn giaûi baøi toaùn naøy. Nhö baïn Phöông cho höôùng giaûi khaù toát tuy nhieân trong trình baøy vaãn coøn nhieàu choã chöa toát. Mong caùc baïn seõ trình baøy toát hôn trong nhöõng baøi sau.

Caùc baïn thöû giaûi baøi toaùn khi thay soá 1 trong ñeà baøi bôûi soá a > 0 thì seõ thaáy khaù thuù vò.

Ngoaøi ra, caùc baïn coøn coù theå môû roäng baøi toaùn baèng caùch thay soá muõ 4, 5 baèng caùc soá muõ k, l vôùi k < l. Hy voïng seõ nhaän ñöôïc baøi môû roäng cuûa caùc baïn.
Bµi 4: Cho a lµ sè nguyªn. Chøng minh r»ng mäi ­íc nguyªn tè cña 
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 ®Òu cã d¹ng 6n+1k+1 (n lµ sè nguyªn d­¬ng).
Lời giải: Gọi p là ước nguyên tố của
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Dễ thấy p không chia hết cho 3.
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0 (mod p) (2)

Suy ra 
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1 (mod p)

Gọi h là cấp của a theo mod p.

Suy ra:  h | 
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Do đó h có dạng h = 
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 n+1)

Xảy ra các trường hợp: 

- Nếu t ( n, dễ thấy 
[image: image42.wmf]3.6
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0 (mod p) ( vô lý).

- Nếu t = n+1 và k ( n, suy ra 
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Kết hợp với (1) suy ra : 
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2 (mod p), suy ra 
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8 (mod p) (3)

Từ (2) & (3) suy ra p | 9 
[image: image49.wmf]Þ

 p = 3.( vô lý)

- Nếu t = n+1 và k =n+1, suy ra h = 
[image: image50.wmf]1
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Do đó ta có điều cần chứng minh.

Nhận xét: Đây là 1 bài toán tương đối hay. Kỹ thuật của bài toán không phải là khó lắm, nhưng có ít bạn tham gia giải bài. Các bạn sau đây có lời giải đúng : Lương Minh Thắng - 11T, Nguyễn Hoài Phương - 12T.

Bµi 5: Lôc gi¸c låi ABCDEF cã ABF lµ tam gi¸c vu«ng c©n t¹i A. BCEF lµ h×nh b×nh hµnh. AD = 3, BC = 1, CD + DE =
[image: image52.wmf]22

. TÝnh diÖn tÝch lôc gi¸c.
Lôøi giaûi. Thöïc hieän pheùp quay 
[image: image53.wmf]0
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F,
 DD’, C
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C’.

Ta coù: FC’ = BC & FC’ 
[image: image57.wmf]^

BC.

Maø: EF //= BC neân tam giaùc EF’C vuoâng caân taïi F.

 Do ñoù: C’E = EF
[image: image58.wmf]2

 = BC
[image: image59.wmf]2

 = 
[image: image60.wmf]2

. (1)
Ta laïi coù C’D’ = CD neân C’D’ + DE = CD + DE = 2
[image: image61.wmf]2

. (2)
Maø tam giaùc ADD’ vuoâng caân taïi A neân DD’ = AD
[image: image62.wmf]2

 = 3
[image: image63.wmf]2

. (3)
Töø (1), (2) & (3) ta suy ra D’C’ + C’E + ED = D’D,  neân D, E, C’, D’ thaúng haøng.
Do ñoù :
SABCDE = SABCD + SADEF = SAFC’D’+SADEF = SADD’ ( SEFC’ = 4 (ñvdt). 
Vaäy: SABCDE = 4 (ñvdt).
Nhaän xeùt: Ñaây laø 1 baøi toaùn khaù ñôn giaûn. Tuy nhieân, ñeå coù ñöôïc 1 caùch giaûi hay vaø ngaén goïn thì khoâng phaûi laø deã.
Phaàn  thöôûng thaùng 10 seõ ñöôïc trao cho caùc baïn: Nguyeãn Hoaøi Phöông (lôùp 12T1)  vaø baïn Löông Minh Thaéng (lôùp 11 Toaùn).

.

Liên hệ giữa dãy số và dãy đa thức

Nguyễn Đăng Khoa (12 Toán) 

Giữa đa thức và số nguyên có nhiều điểm tương đồng. Vì vậy giữa dãy số nguyên và dãy đa thức cũng có nhiều nét giống nhau. Bài viết này xin trình bày một số nét giống nhau đó.

I. Dãy truy hồi tuyến tính cấp 2:

Cho trước x​​​​0, x1,​​ a, b (  Z. Xét những dãy số nguyên dạng:

x​​​n+2 = axn+1 + bxn (n≥0                    (()

Trước khi thực hiện việc tương tự hóa cho đa thức, ta xét 1 vài bài toán liên quan đến dãy có dạng (*) và kinh nghiệm giải quyết :

Bài 1: Cho  a0 = a1 = 1, an+2 = 14an+1 – an.  Chứng minh rằng 2an – 1 là số chính phương.

Giải: Dùng qui nạp, chứng minh (an, an+1) là nghiệm (x,y) của phương trình:

x2 – 14xy + y2 + 12 = 0     (1)

Suy ra, phương trình  x2 – 14xan + a2n + 12 = 0  có nghiệm x = an+1.

Do đó 49an2 – an2 – 12 = m2    (m(Z), 

( 48an2 – 12 = m2    => m
[image: image64.wmf]M

6 => m = 6m1

( an2 – 1 = 3m12              
( (2an – 1)(2an + 1) = 3m12
Dùng qui nạp chứng minh (2an + 1)
[image: image65.wmf]M

3,(n.

Mà  (2an – 1 ; 2an +1)  = 1

( 2an – 1 là số chính phương và (2an +1) /3 là số chính phương.

Câu  hỏi :

1) Tại sao có thể đưa ra phương trình  (1)?

2) Xét dãy u0 = u1 = 1, un+2 = (un+12 +12)/un
và  vo=1, vn+1 = 7 + 
[image: image66.wmf]12
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. Ta có thể kết luận un = an = vn, (n hay không?

3) Hãy dựa vào công thức tổng quát của {an} để đưa ra phương trình 4an2 –1 = 3m12?

Ba câu hỏi trên đều có thể trả lời dựa trên mối quan hệ giữa dãy truy hồi tuyến tính cấp 2 và phương trình Pell, hay tổng quát hơn là phương trình Diophant bậc 2. Tuy nhiên đó không phải là chủ đề chính của bài này. Ta xét thêm một số ví dụ :

Bài 2. Cho a0 = 2 ;a1 = 1, an+1 = an+ an – 1. Chứng minh rằng, nếu p là ước nguyên tố của a2k – 2  thì p là ước nguyên tố của a2k+1 +1. 

Bài 3. Cho u1 = u2 = (1, un+2 +un+1+2un = 0. Chứng minh rằng 2n+2 – 7un2 luôn là số chính phương.

Bài 4. Chứng minh rằng, với mọi n(N( thì: 
[image: image67.wmf]k
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 luôn là tổng 2 số chính phương liên tiếp.

II. Tương tự hóa cho các dãy đa thức:

Xét các dãy đa thức {Pn(x)} được xác định bởi: A1B1P0; P1 ( C[x], Pn+2 = A.Pn+1+B.Pn

Tương tự như dãy truy hồi ta xét phương trình đặc trưng:

x2 – Ax – B = 0

Đặt  x1= (A ( 
[image: image68.wmf]B
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) /2; x2= (A + 
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 EMBED Equation.3  [image: image71.wmf]
Lúc đó Pn= C​1x1n +C2x2n với C1, C2   là các biểu thức không phụ thuộc n.

Bây giờ ta chuyển các bài toán ở phần I từ số nguyên sang đa thức:

Bài 1’: Cho P0(x) =P1(x)=1/2; A(x) = 2 x2 + 12x +17; Pn+2(x) = 2A(x)Pn+1(x) – Pn(x). Chứng minh rằng  2(x+3)Pn(x) – 1 = (x+2) Hn2(x)  với Hn(x) ( Z[x].

Giải: Đặt  M(x) = x2 + 6x + 8. Dùng quy nạp, chứng minh

Pn+12(x)–2A(x)Pn(x)Pn+1(x)+Pn2(x)+M(x) = 0 (2)

( (A2(x)–1)Pn2(x)–M(x)=(Pn+1(x) – A(x)Pn(x))2

( 4(x+3)2Pn2(x)M(x) – M(x) = Tn2(x)

( Tn(x) 
[image: image72.wmf]M

  M(x) = (x+2).(x+4).

((2(x+3)Pn(x)–1)(2(x+3)Pn(x)+1) =

         = (x+2)(x+4)
[image: image73.wmf])
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x

Q

n

   (i)

Ta có (2(x+3)Pn(x)–1), 2(x+3)Pn(x)+1) = 1. (ii)

Chứng minh Pn((2)=1/2 (n. 

Suy ra 2(x+3)Pn(x) – 1
[image: image74.wmf]M

(x+2) (n

Khi đó  2(x+3)Pn(x)–1
[image: image75.wmf]M

(x+4) (n       (iii)

Từ (i), (ii), (iii)  suy ra:


2(x+3)Pn(x) – 1 =Hn2(x)


2(x+3)Pn(x) + 1 = Gn2(x)

Câu hỏi:

1) Tại sao đưa ra phương trình (2)(cách dự đoán)?

2) Hãy chứng minh Hn(x), Gn(x)(Z[x]?

Như vậy, ta có được bài 1’ đối với đa thức tương tự như bài 1 đối với số nguyên .

Mặt khác, từ bài trên, ta có thể suy  ra vô số bài toán kiểu như bài 1 bằng cách cho x giá trị cụ thể.

Ví dụ: Khi x =1 ( A(1)=31. Ta có P0=P1=1/2; Pn+2 = 62Pn+1 – Pn . Chứng minh (8Pn–1)/3 luôn là số chính phương.

Ta thực hiện việc tương tự hóa đối với bài 2 ở số nguyên.

Bài 2’.
Cho P0(x)=2 ; P1(x)=A(x)( R[x], Pn+2(x)= A(x)Pn+1(x) + B(x)Pn(x). Chứng minh rằng, nếu (  là nghiệm của P2n – 2Bn(x) thì (  là nghiệm của P2n+1 A(x)Bn(x).

Có thể xem bài 2 là trường hợp đặc biệt khi A ≡ 1  ; B ≡ 1

Bài tập:

Bài 1. Hãy xây dựng bài toán cho đa thức đối với các bài 3; 4 ở số nguyên.

Bài 2. a) Giải phương trình: 

P2(x) – (x2+6x+8)Q2(x) = 1

b) Biểu diễn các nghiệm P(x) thành dãy đa thức truy hồi Po(x), P1(x),… 

Nguyeãn Ñaêng Khoa

ĐỀ RA KỲ NÀY

Bài 1. Cho {xn} là 1 dãy số không âm sao cho với mọi dãy số {yn} không âm mà 
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. Chứng minh rằng: 
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Bài 2. Cho n số 1, 2,…, n. Điền n số này trên 1 đường tròn. Gọi S là tổng nhỏ nhất của 3 số đứng cạnh nhau trong cách điền. Tìm maxS trong tất cả các cách điền trong trường hợp:

a) n =2002

b) n =2003

Hãy tổng quát bài toán nếu có thể.

Bài 3. Cho một lưới hình chữ nhật kích thước 2(n. Người ta cần phủ kín lưới trên bằng hai loại gạch kích thước 1(2 và 2(2. Hỏi có bao nhiêu cách phủ?
Giaûi thöôûng WOLF

Theá giôùi coù nhieàu giaûi thöôûng daønh cho toaùn hoïc. Giaûi thöôûng Fields laø giaûi thöôûng lôùn nhaát trao cho caùc nhaø toaùn hoïc xuaát saéc döôùi 40 tuoåi (giaûi thöôûng Fields ñaõ ñöôïc baûn tin toaùn hoïc giôùi thieäu ôû soá ñaàu tieân). Coù leõ giaûi thöôûng lôùn thöù hai trao cho caùc nhaø toaùn hoïc loãi laïc laø giaûi thöôûng Wolf (khoâng haïn cheá tuoåi).

Quyõ taøi trôï Wolf baét ñaàu hoaït ñoäng töø naêm 1976 vôùi ngaân quyõ ban ñaàu laø 10trieäu USD. Toaøn boä soá tieàn naøy do doøng hoï Wolf coáng hieán. Tieán só Ricardo Subirana Lobo Wolf (Nhaø Hoaù hoïc ngöôøi Ñöùc goác do thaùi) vaø baø Francisca (vôï oâng) laø nhöõng ngöôøi thaønh laäp vaø taøi trôï chính cho quyõ naøy. Soá tieàn treân ñöôïc ñaàu tö vaø chæ duøng thu nhaäp haèng naêm ñeå trao giaûi, caáp hoïc boång vaø trang traûi caùc khoaûn chi phí cho quyõ.

Quyõ taøi trôï Wolf ñöôïc ñieàu haønh theo “Luaät quyõ taøi trôï Wolf 1975” vaø caùc hoaït ñoäng cuûa noù do moät “Ban ñieàu haønh Israel”  cai quaûn.

Moãi naêm coù 5 hoaëc 6 giaûi thöôûng Wolf ñöôïc trao cho caùc nhaø khoa hoïc hoaëc ngheä só xuaát chuùng, khoâng phaân bieät quoác tòch, saéc toäc, toân giaùo, giôùi tính hoaëc quan ñieåm chính trò, vì nhöõng coáng hieán phuïc vuï loaøi ngöôøi vaø vì tình höõu nghò giöõa caùc daân toäc.

· Caùc lónh vöïc khoa hoïc ñöôïc xeùt trao giaûi laø: Noâng nghieäp, Toaùn hoïc, Vaät lyù, Hoaù hoïc, vaø Y hoïc.

· Caùc lónh vöïc ngheä thuaät ñöôïc xeùt trao giaûi luaân phieân haèng naêm laø: Aâm nhaïc, Hoäi hoïa, Ñieâu khaéc vaø Kieán truùc.

Giaûi thöôûng cho moãi lónh vöïc goàm coù baèng vaø 100 nghìn USD (trò giaù gaáp 10 laàn giaûi thöôûng Fields!). Trong tröôøng hôïp hai hoaëc ba ngöôøi cuøng nhaän chung moät giaûi thì soá tieàn thöôûng ñöôïc chia ñeàu cho moãi ngöôøi.

Nhöõng ngöôøi ñöôïc giaûi thöôûng Wolf do moät hoäi ñoàng giaûi thöôûng quoác teá löïa choïn. Hoäi ñoàng naøy goàm 3 hoaëc 5 thaønh vieân laø nhöõng nhaø khoa hoïc vaø chuyeân moân noåi tieáng trong moãi lónh vöïc.

Moãi naêm coù moät hoäi ñoàng môùi ñöôïc chæ ñònh. Coâng vieäc cuûa hoäi ñoàng, bieân baûn vaø nhaän xeùt cuûa moãi thaønh vieân ñöôïc giöõ hoaøn toaøn bí maät. Chæ coâng boá coâng khai teân cuûa nhöõng ngöôøi ñöôïc giaûi vaø lyù do daãn ñeán quyeát ñònh cuûa hoäi ñoàng. Caùc quyeát ñònh cuûa hoäi ñoàng giaûi thöôûng laø toái cao vaø khoâng ñöôïc thay ñoåi. 

Buoåi chính thöùc giôùi thieäu giaûi thöôûng ñöôïc toå chöùc taïi toaø nhaø quoác hoäi Israel vaø ñích thaân toång thoáng nhaø nöôùc Israel trao giaûi thöôûng taän tay cho nhöõng ngöôøi ñöôïc giaûi trong moät buoåi leã troïng theå. 

Quyõ taøi trôï Wolf coøn caáp hoïc boång, trôï caáp cho sinh vieân vaø caùc nhaø khoa hoïc Israel.     

Tieáng Anh qua caùc baøi toaùn: baøi soá 3.

Problem 3. Find three positive integers having the property that when you reverse the order of their digits, the numbers increase by a factor of exactly 4. For example 1234 would be transformed to 4321, but that is not quite four times as large.

Solution.

If the original number is N = xy...zw its reverse is R = wz...yx. We must have either x = 1 or x = 2. If not, then multiplying by 4 would increase the total number of digits. Since wz...yx is a multiple of 4, it must be even so we must in fact have x = 2. Considering w as the leading digit of R, the possibilities are either w = 8 (if there is no digit to be carried) or w = 9 (if there is). But considering w as the units digit of N, we see that we must have w = 8 (since 4*9 = 36 , but we want the units digit of R to be 2). 

Considering y to be the second digit of N, we see that y = 0, 1, or 2 (if it were larger, then there would be a carry digit and w, the first digit of R, would be 9 rather than 8). But considering y to be the ten’s digit of R, we see that it must be odd, hence y = 1. A quick check shows that (...z8)*4 = ...12 forces z = 7. 

We see that 2178 satisfies the necessary conditions and is hence the only such four-digit number. 

For five-digit numbers we must have (21a78)*4 = 87a12 and a quick test shows that 21978 works. In fact, 219978, 2199978, ... all work. 

In general, the numbers we seek have the form 
N1N2 ... Nk-1NkNk-1 ... N2N1 or N1N2 ... Nk-1NkNkNk-1 ... N2N1
where each of the Ni is of the form above (Ni = 2178 or 21978 or 219978,...). For example, 21782178 and 21978219997821978. 
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