
DỰ ÁN TÁCH ĐỀ HSG TOÁN 7

Câu 51. (HSG 7 huyện Hồng Ngự năm học 2017 - 2018)

Cho  cân tại  có  vẽ tam giác đều  (  nằm trong ). Tia phân

giác của cắt tại . Chứng minh:

a) Tia là phân giác của 

b) 

Lời giải

C

D

B

A

M

a) Dễ dàng chứng minh  (c.c.c)

Do đó 

b) cân tại 

Mà (gt) nên

đều nên 

Tia nằm giữa hai tia và suy ra 

Tia là phân giác của  nên 

Xét hai tam giác và có:

 cạnh chung
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Vậy  (g.c.g)

Mà (gt)

Câu 52. (Olympic 7, trường Sương Bình 2017 - 2018; trường Thanh Oai 2018 - 2019)

Cho  cân tại , có . Gọi  là một điểm nằm trên tia phân giác của  sao 

cho , vẽ tam giác đều  (  và  cùng thuộc một nửa mặt phẳng bờ 

a) Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.

b) Chứng minh tam giác cân.

Lời giải

M

C
O

A

B

 a) Ta có:  cân tại , 

 ( Vì  là tia phân giác của ).

Xét có 

Xét  là tam giác đều 

Xét  và  có:

; ;  là cạnh chung

 ( c.g.c)

Mà  nên hai tia  trùng nhau, do đó  điểm  thẳng hàng.

b)  có   cân tại ; 

Mà 

cân tại  (tính chất tam giác cân)
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Mà  (  đều)

 cân tại .

Câu 53. (HSG 7 huyện  năm 2018 - 2019)

Cho vuông tại  với  và cm. Tia phân giác của  cắt  tại . 

Kẻ 

a) Chứng minh 

b) Trên tia  lấy điểm  sao cho   Kẻ tia  cắt  tia  tại  .  Tính

Lời giải

y

x

K

M

F E

D

C

B

A

a) Chứng minh được (cạnh huyền – góc nhọn)

(hai cạnh tương ứng)

b) Kẻ cắt nhau tại 

Ta thấy và 

Chứng minh được (ch – cgv)

(hai góc tương ứng)

Mà 

Câu 54. (HSG 7 huyện Cẩm Phả 2017 - 2018)   
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Cho  có , phân giác . Trên  lấy điểm . Trên tia đối của tia  lấ

y  điểm   sao  cho  .  Trên  tia  đối  của  tia   lấy  điểm    sao   cho

. 

a) Chứng minh .

b) Chứng minh  là tam giác đều.

Lời giải

4 3

21

O

CDB

N

M

A

a)  có  nên 

Do  là tia phân giác nên 

Ta lại có: 

Suy ra: 

 (g – c – g)  (1)

và  (g – c – g)  (2)

Từ (1) và (2) suy ra:  (đpcm).

b)  (c – g – c)  (3)

 (c – g – c)  (4)

Từ (3) và (4) suy ra: 

 là tam giác đều (đpcm).

Câu 55. (HSG 7 huyện Thanh Chương 2018 - 2019)

Tam giác cân tại  và ;  là phân giác của  Từ  kẻ tia  tạo với

một góc . Tia  cắt  tại , cắt  tại . Vẽ  là phân giác , cắt

tại .

a) Tính số đo 

b) So sánh và 
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Lời giải

x

1

21

N

K

M

E

D

C

A B

a) Học sinh chứng minh được:  cân tại  (có hai góc bằng nhau )

b)

Nối chứng minh được 

 là góc ngoài của  

Từ đó, học sinh chứng minh được: 

 cân tại , mà lại có  nên tính được 

b) Từ chứng minh trên , ta chứng minh được cân tại 

Xét trong tam giác  tính được 

Và tính được  (góc ngoài của 

 hay 

Câu 56. (HSG 7 huyện Việt Yên  2017- 2018)

Cho tam giác  cân tại  . Kẻ phân giác  . Trên tia  lấy

điểm  sao cho .

a) Chứng minh .

b) Tính .

Lời giải
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E D

A

C
B

M

N

F

a) Từ  kẻ , trên  lấy điểm  sao cho  

Chứng minh được  (tam giác cân)

Do tam giác  cân nên   

Tam giác cân có  nên  

Vậy  có 

Chứng minh được 

 

Từ  và  suy ra .

b) Dựng tam giác đều  sao cho  và  ở cùng một phía so với 

Xét  và  có

chung

Nên 

Vậy  là trung trực của  nên .

Câu 57. (HSG 7 huyện Đức Thọ 2022 - 2023)

Cho tam giác trên lấy các điểm  và  sao cho  Qua

điểm  kẻ đường thẳng song song với  cắt  tại 

a) Chứng minh :  là trung điểm của 

b) Qua  là trung điểm của kẻ đường thẳng vuông góc với đường phân giác  cắt

đường thẳng tại , đường thẳng tại . Chứng minh 
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Lời giải

a) Từ kẻ đường thẳng song song với   cắt tại . Nối 

Ta có:  vì: (so le trong);

(so le trong); cạnh chung 

vì: ; (đồng vị)

b) Từ  kẻ đường thẳng song song với cắt  tại  

Xét  và  có:

 (đối đỉnh); (so le trong); 

Có (đồng vị ); cân )

cân

Từ (1) và (2) 

Câu 58. (HSG 7 TP Thanh Thiện 2022 - 2023)   

Cho tam giác  cân tại  ( ). Gọi  là trung điểm của , qua  kẻ đường 

thẳng vuông góc với  cắt đường thẳng  tại . Trên tia đối của tia  lấy điểm 

sao cho .

a) Chứng minh: .

b) Chứng minh: .

c) Lấy điểm  trên cạnh , điểm  trên cạnh  sao cho . Trên tia  lấy

 sao cho . Chứng minh: .

Lời giải
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DỰ ÁN TÁCH ĐỀ HSG TOÁN 7

a) Tam giác  cân tại  nên , 

Tam giác  có  là trung tuyến và đường cao nên  là tam giác cân tại 

.

Suy ra  

Xét  và  có  (cmt),  (cmt),  (gt)

(c.g.c)  (cạnh tương ứng).

Vậy .

b) Tam giác  cân tại  nên  .

Tam giác  là tam giác cân tại  .

Do đó .

c) Kẻ đường cao  cắt  tại ,  tại .

Vì  cân tại  có  là đường cao nên  là trung tuyến .

Vì  vuông tại  nên     (1).

Vì  (gt) nên  cân tại   

mà 

 

mà  tại  nên  vuông tại  nên  

Vì  cân tại  có  là đường cao nên  là trung tuyến  
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   (2).

Từ (1), (2) suy ra 

Vậy .

Câu 59. (HSG 7 huyện Thanh Sơn 2022 - 2023; huyện Thanh Sơn 2021 - 2022)

Cho  có đường trung tuyến , đường thẳng qua  và song song với  cắt đường

thẳng qua  song song với  tại ,  cắt  tại . Gọi  là trung điểm của đoạn

a) Chứng minh rằng: 

b) Chứng minh: Ba điểm  thẳng hàng.

Lời giải

K

I

E

D
B C

A

a) Xét  và  có:

 (2 góc so le trong, )

(2 góc so le trong, )

 chung

Do đó  (g – c – g)

 (2 cạnh tương ứng)

 Xét  và  có:

 (cmt)

 ( )
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Do đó  (g – c – g)

 (2 cạnh tương ứng),  (2 cạnh tương ứng) 

b) Có  (g – c – g)

  (2 cạnh tương ứng) 

Ta có:  là trung tuyến của  là trung điểm 

Có: 

Xét  có:  là trung điểm  ( )

 là đường trung tuyến của 

mà 

Suy ra  là trọng tâm 

Lại có  là đường trung tuyến của  (  là trung điểm ).

Do đó:  hay  thẳng hàng.

Câu 60. (HSG 7 huyện Thanh Sơn  2022 - 2023)

Cho tam giác vuông tại . Tia phân giác của góc  cắt  tại điểm . Lấy điểm

trên cạnh  sao cho . Gọi  là giao điểm của hai đường thẳng và .

a) Chứng minh: 

b) Kẻ  và  gọi  là giao điểm của hai tia  v

à . Chứng minh  và ba điểm  thẳng hàng.

c) Từ  kẻ đường thẳng vuông góc với  cắt tia  tại .

Chứng minh:

Lời giải
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K

M

N

H

F

E

D

C

B

A

a) Xét và có: (gt)

(Vì  là tia phân giác của góc ); BM cạnh chung

 (c-g-c)  (hai cạnh tương ứng)

b) Vì  và 
 
(đối đỉnh)

 (cạnh huyền - góc nhọn) ( hai cạnh tương ứng)

Do đó MHN = MKN ( cạnh huyền-  cạnh góc vuông)

Vì 

Mặt khác 

Mà ( hai góc đối đỉnh)

Suy ra: 

Do đó: 

Vậy ba điểm  thẳng hàng

c) Vì  nên 

 vuông tại  nên cạnh huyền  lớn nhất

 mà 
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 (1)

Mặt khác ta có   và  cùng vuông góc với   

 (góc so le trong) mà ( Vì   là tia phân giác của góc )

Suy ra tam giác  cân tại  nên 

Mà ( Tam giác  vuông tại  nên cạnh huyền  lớn nhất)

Suy ra  (2)

Từ  (1); (2) ta có: 

Câu 61. (HSG 7 trường Trà My  2018 - 2019; huyện Xuân Dương 2013 - 2014)

Cho  vuông ở  có . Trên cạnh  lấy điểm sao cho , trên

cạnh  lấy điểm sao cho . Gọi giao điểm của và là .

1) Tính góc .

2) Gọi  và theo thứ tự là hình chiếu của điểm trên và . Trên tia đối của tia lấy

điểm  sao cho , trên tia lấy điểm  sao cho . Chứng minh

là tam giác đều.

3) Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.

Lời giải

1) 

 (do 

Trang 12/70



DỰ ÁN TÁCH ĐỀ HSG TOÁN 7

(hai góc kề bù)

2) (c.g.c) và 

(c.g.c) và 

Từ (1) và (2) cân

Có: đều

3) Xét tam giác vuông  có 

(c.g.c) 

Có đều (cmt)

Do đó 

Suy ra: Tia trùng với tia  hay điểm  thẳng hàng

Câu 62. (HSG 7 huyện Gia Viễn – Ninh Bình  2022 - 2023)

Cho  vuông tại ( ),  là trung điểm của  trên tia đối của tia  lấy

điểm   sao cho . Gọi  và  thứ tự là chân đường vuông góc hạ từ  và  xuống

đường thẳng  M  là chân đường vuông góc hạ từ    xuống .

a) Chứng minh 

b) Chứng minh 

c) Từ  kẻ đường thẳng vuông góc với   tại  và cắt   tại . Chứng minh ba điểm

 thẳng hàng.

d) Giả sử , tia phân giác của  cắt AD tại . Chứng minh  cân. 

Lời giải
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a)  Xét và có:

 (Vì  là trung điểm của )

 ( Hai góc đối đỉnh)

Suy ra  (cạnh huyền – góc nhọn)

Suy ra  (Hai cạnh tương ứng)

Xét  và  có:

 (Vì  là trung điểm của )

 ( Hai góc đối đỉnh)

 (Chứng minh trên)

Suy ra  ( c – g – c)

(Hai cạnh tương ứng)

b) Vì  vuông  tại   mà  

Suy ra  nên  suy ra  cân tại .

Chứng minh:  cân tại , có  là đường cao nên đồng thời là trung tuyến.

Suy ra  là trung điểm của .

Xét  vuông tại , có  là trung tuyến nên  (1)

Mà   (2)
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Lại có  vuông tại suy ra  (3)

Từ (1), (2) và (3) Suy ra  .

c) Xét và có:

 (Vì  là trung điểm của )

( Hai góc đối đỉnh)

  (gt)

 (c – g – c)  (hai góc tương ứng)

Mà và  là hai góc so le trong  Suy ra 

Xét   có hai đường cao   và   cắt nhau tại   nên  điểm  là trực tâm của

 suy ra   (4)

Lại có , mà  (5)

Từ (4) và (5) suy ra ba điểm  thẳng hàng.

d)  vuông tại ,  nên 

Xét  và  có:

 (Vì  là trung điểm của )

 (hai góc đối đỉnh)

 (gt)

 (c – g – c)  (hai góc tương ứng)

Do đó  

Mà  cân tại 

Mặt khác,  là phân giác  nên 

 là góc ngoài của   nên 

Ta lại có :  suy ra  cân tại  do đó 

Mà   (chứng minh trên)  

Do vậy  hay  cân tại .

Câu 63. (HSG 7 huyện Thái Thụy 2017 - 2018)

Cho  vuông cân tại . Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho . Gọi

 lần lượt là trung điểm của .

a) Tam giác  là tam giác gì? Vì sao? So sánh  và .
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b)  Từ   kẻ  đường  thẳng  vuông  góc  với   cắt  tia   tại  .  Chứng  minh:

.

c) Biết . Tính chu vi tam giác .

Lời giải

C

K

D A

E

MN

B

a) Chứng minh được  (c – g – c)

 và 

 vuông cân tại .

Chứng minh được: 

b) Vì 

 vuông tại  nên 

 vuông tại  nên 

Từ đó suy ra: 

Chứng minh:  (g – c – g)

c)  tính được  do áp dụng định lý Pytago với tam giác .

Và cũng tính được  .

Vì 

Chu vi  là: 

Tính được  do áp dụng định lý Pytago vào .

Chứng minh được: 
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Chu vi  là: 

Câu 64. (HSG 7 Lý Nhân, Hà Nam 2021 - 2022)

Cho tam giác  vuông tại . Trên nữa mặt phẳng bờ  chứa điểm  kẻ tia  song

song với . Gọi  là trung điểm , tia  cắt  tại .

a) Chứng minh  là trung điểm của 

b) Từ  hạ  vuông góc với  (  thuộc ). Chứng minh  .

c)  cắt  ở   cắt  tại  Chứng minh  song song với 

Lời giải

a) Ta có  (gt) mà  (gt) nên 

Mặt khác tam giác  vuông tại , trung tuyến . Suy ra 

Lại có tam giác  vuông tại , và có              (1)

Xét  và  có  (đối đỉnh) ;  (cmt);  (so le trong)

Suy ra  = (g-c-g)     (2)

Từ (1) và (2) suy ra  là trung điểm của 

b) Xét  và  có ;   cạnh chung; 

Do đó  (hai cạnh tương ứng)

Tam giác  vuông tại ,  là trung điểm  . Suy ra 

 cân tại  mà    cũng là trung tuyến  hay 
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Xét  và  có (cmt); ; (cmt)

Suy ra   (c-g-c)  (hai góc tương ứng)

c) Vì   (cmt) nên  (cạnh tương ứng);  (góc tương ứng)

Mà   nên 

Mặt khác  cân tại  có  đường cao đồng thời là phân giác nên 

Xét  và  có (cmt);  cạnh chung; (cmt)

Suy ra  = (g-c-g)  (hai cạnh tương ứng)

Suy ra  cân tại      (3)

Mặt khác  cân tại      (4)

Từ (3) và (4) suy ra  ( đồng vị) nên  song song với 

Câu 65. (HSG 7 huyện Anh Sơn 2022 - 2023; huyện Thiệu Hóa 2020 - 2021)

Cho tam giác nhọn ,  là trung điểm . Trên nửa mặt phẳng có bờ là

đường thẳng   chứa điểm , vẽ đoạn thẳng  vuông góc với  tại  và . Tr

ên nửa mặt phẳng có bờ là đường thẳng , chứa điểm  vẽ đoạn  vuông góc với  tại

 và .

a) Chứng minh rằng: .

b) Trên tia đối tia  lấy điểm   sao cho . Chứng minh .

Lời giải

K

E

N

D

C

B

A

a) Vì  nên 
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Xét   và  có :

( hai cạnh tương ứng)

b) Xét  và  có:

 

Vì    

Mà chúng ở vị trí so le trong nên 

Ta có: 

Lại  có : 

Mà : 

Xét  và  có: 

Câu 66. (HSG 7 huyện Nghi Xuân 2022 - 2023)

Cho tam giác nhọn . Trên nửa mặt phẳng chứa  bờ vẽ vuông góc với và

. Trên nửa mặt phẳng chứa  bờ vẽ vuông góc với và .

a) Chứng minh:

b) Gọi là trung điểm của . Chứng minh: 

Lời giải
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E

D

K

B M
C

A

a) Xét và  có:

; 

  (cạnh tương ứng)

b) Lấy điểm sao cho  là trung điểm của .

Xét và  có:

; ;

Mà:

Xét và  có: ;

Nên:

Câu 67. (HSG 7 huyện Yên Định 2022 - 2023; huyện Rạch Giá 2018 - 2019; huyện Hương Khê
2017 - 2018; huyện Đất Mũi 2016 - 2017)

Cho , trung tuyến . Trên nửa mặt phẳng chứa đỉnh  bờ là đường thẳng  dựng

đoạn  vuông góc với  và . Trên nửa mặt phẳng chứa đỉnh  bờ là đường

thẳng  dựng đoạn  vuông góc với  và . Chứng minh rằng:

a) .

b) .
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c) .

Lời giải

M
F

K

E

CB

A

a) Chứng minh  (c – g – c) 

b) Trên tia đối của tia  lấy  sao cho .

Ta có: 

Xét  và  có:

;  (gt);

 (c – g – c)

c) Từ 

Câu 68. (HSG 7 Vũ Thư, Thái Bình 2021 – 2022)

Cho  nhọn. Kẻ tia  vuông góc với  (tia  nằm giữa hai tia  và ), trên tia

 lấy điểm  sao cho . Kẻ tia  vuông góc với  (tia  nằm giữa hai tia

 và ), trên tia  lấy điểm  sao cho .

a) Chứng minh .

b) Gọi  là trung điểm của . Lấy điểm  thuộc tia đối của tia  sao cho .

Chứng minh .

Lời giải
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x

y

O

H

M

E

D

B

A

C

a) Ta có:  (vì ),

 (vì )

 (cùng phụ với ).

Xét  và  có:

, 

 (giả thiết), 

 (chứng minh trên)

Do đó  (hai cạnh tương ứng)..

b) Xét  và  có:

 (vì  là trung điểm ),

 (giả thiết),

 (đối đỉnh)

Do đó  (c.g.c) ,  (tương ứng).

Mà  và  ở vị trí so le trong so với  và 

 (hai góc trong cùng phía).

Lại có: 

.

Xét  và  có:

 (giả thiết)

(chứng minh trên)
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 (chứng minh trên)

Do đó (c.g.c)

Câu 69. (HSG 7 Phòng GD&ĐT Hoằng Hóa 2018 - 2019)

Cho  có ba góc nhọn, , trung tuyến Trên nửa mặt phẳng bờ chứa 

điểm vẽ đoạn thẳng vuông góc với và Trên nửa mặt phẳng bờ 

chứa điểm , vẽ đoạn thẳng vuông góc với và 

a) Chứng minh 

b) Trên tia đối của tia  lấy sao cho  Chứng minh:  và

c) Chứng minh: 

Lời giải

Q
FI

N

D

E

M

A

B C

a) Xét và  có:

 (cùng phụ với )

 

 (2 cạnh tương ứng)

b) Xét và có:

 (đối đỉnh)

  (hai góc tương ứng)
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Do đó: 

+ Ta có: 

Xét  và  có:

 (cùng bằng ),

c) Theo tính chất góc ngoài, ta có: 

Mà nên 

Theo chứng minh trên ta có: 

Từ đó suy ra 

Hay 

Câu 70.  (HSG 7 huyện  Sơn Động; huyện Kinh Môn 2022 - 2023)

Cho tam giác  có M  là trung điểm của cạnh BC. Trên tia đối của tia MA  lấy điểm  E  sao c

ho 

a) Chứng minh: ; .

b) Gọi   là  một  điểm trên đoạn thẳng  ,   là  một  điểm trên đoạn thẳng   mà

.  Chứng minh ba điểm thẳng hàng.

Lời giải

K

E

M
B

A

C

I

a) Chứng minh: ; .
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Xét  và  có:

 (do là trung điểm của )

 (đối đỉnh)

 (GT)

Do đó  (c. g. c)

(các cạnh tương ứng) và (các góc tương ứng)

Mà  góc này ở vị trí so le trong nên 

Vậy và 

b) Do  (chứng minh trên)

 (hai góc tương ứng).

Xét  và  có:

 (giả thiết),  (theo ý a),  (giả thiết)

 (c.g.c).

Mà  (hai góc kề bù) nên 

Hay ba điểm  thẳng hàng.

Câu 71. (HSG 7 huyện Đông Hưng 2022 - 2023)   

Cho tam giác ,  là trung điểm của . Trên tia đối của tia  lấy điểm   sao cho

 

a) Chứng minh rằng:  và .

b) Gọi  là một điểm trên ;  là một điểm trên  sao cho . Chứng minh ba

điểm  thẳng hàng.

c) Từ   kẻ , từ  kẻ . Chứng minh .

Lời giải
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Q

P

K

I

M

E

CB

A

a) Xét  và  có: 

 (gt)

 (đối đỉnh)

 (gt)

 
(c – g – c)  (hai cạnh tương ứng)

Vì  (cmt)  (hai góc tương ứng)

mà hai góc này ở vị trí so le trong 

nên 

b) Xét  và  có:

 (gt)

 (gt)

 (c – g – c)  (hai góc tương ứng)

Mà  (hai góc kề bù)

  Ba điểm  thẳng hàng.

c) Ta có   (Vì )
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Câu 72. (HSG 7 huyện Krông Ana; trường Bắc Sơn, huyện Hưng Hà 2022 - 2023; huyện Thuận
Thành, Bắc Ninh 2021 - 2022; trường Nguyễn Chích 2017 - 2018)

Cho ,  là trung điểm của . Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho .

a) Chứng minh rằng:  và .

b) Gọi  là một điểm trên ,  là một điểm trên  sao cho . Chứng minh ba

điểm  thẳng hàng.

c) Từ  kẻ . Biết . Tính  và .

Lời giải

350

400 H

E

M

A

B C

I

K

a) Xét  và  có: 

 (gt)

 (đối đỉnh)

 (gt)

 
(c – g – c)  (hai cạnh tương ứng)

Vì  (cmt)

 (hai góc tương ứng)

mà hai góc này ở vị trí so le trong nên 

b) Xét  và  có:

 (gt); ;  (gt)

 (c – g – c)  (hai góc tương ứng)

Mà  (hai góc kề bù)
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 Ba điểm  thẳng hàng.

c) Trong tam giác vuông  có .

 là góc ngoài tại đỉnh  của .

Câu 73. (HSG 7 trường Hùng Thư 2017 - 2018)  

Cho tam giác   là trung điểm của  Trên tia đối của tia  lấy điểm  sao cho

 Chứng minh rằng:

a)  và .

b) Gọi  là một điểm trên  là một điểm trên  sao cho  Chứng minh ba

điểm  thẳng hàng.

c) Từ  kẻ  Biết , . Tính  và .

d) Từ  kẻ  Chứng minh rằng: 

Lời giải

J

Q

F

H

A

B CM

E

I

K

a) Xét  và có: 

 (gt);  (đối đỉnh);  (gt)

 (c – g – c) 

 và 

Mà 2 góc  và  ở vị trí so le trong nên .

b) Xét  và  có: 
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 (gt);  (do );  (gt)

Nên  (c – g – c)  (hai góc tương ứng

Mà  ( hai góc kề bù)

. 

Suy ra ba điểm  thẳng hàng.

c) Trong tam giác vuông  ( ) có 

 là góc ngoài tại đỉnh  của .

Nên  (định lý góc ngoài của tam giác)

d) Tam giác  vuông tại  nên ,  

Do đó trên  tồn tại điểm  nằm giữa và  sao cho  

Ta có  cân tại  nên 

Mà  

Kẻ .

Ta có  (ch – gn) 

, .

Do đó .

Vậy .

Câu 74. (HSG 7 huyện Tam Dương 2022 - 2023)

Cho tam giác  có  gọi  là giao điểm của ba đường phân giác của tam

. Kẻ  vuông góc với  tại ,  vuông góc với  tại 

a) Chứng minh  là tam giác cân

b) Trên đoạn  lấy  sao cho , gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh

 là trung điểm của .

c) Chứng minh thẳng hàng

Lời giải
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a) Xét  và 

Có chung

Nên  cân tại  

b) Kẻ  ta có

Nên  suy ra cân tại

Xét  có

(g.c.g)

Vậy  là trung điểm của 

c) Kẻ , xét  có  chung,

Ta chứng minh 

cân tại 

Chứng minh tương tự ta có 

 thẳng hàng

Câu 75. (HSG 7 TP Lào Cai 2022 - 2023)

Cho tam giác  có  góc nhọn, . Các tia phân giác của góc  và góc 

cắt nhau tại . Gọi  là hình chiếu của  trên  là hình chiếu của  trên . Lấy

điểm  trên đoạn  sao cho . Gọi  là giao điểm của  và .

a) Chứng minh  cân; .

b) Gọi  là điểm trên đoạn thẳng  sao cho . Chứng minh .

c) Chứng minh  là trung điểm của  và  điểm  thẳng hàng

Lời giải
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E

G

M
K

I

H

F

O

A

B C

a) Chứng minh  cân; .

Xét  và  Có:

 là cạnh chung

 (vì  là phân giác )

Suy ra: (c.h-g.n) cân tại 

Xét  và  có:

(gt)

(Tính chất đồng quy của 3 đường phân giác)

(c.g.c) suy ra ( 2 cạnh tương ứng)

b) Xét cân tại   ( giả thiết) (1)

Xét cân tại   (2)

Từ (1); (2)  

 mà 2 góc ở vị trí đồng vị nên .

c) +) Qua  vẽ 

Ta có  cân tại 

Mà  (đồng vị,  (2)

Từ (1) và (2)  hay , 

Vậy  cân tại  , mặt khác: 

 nên 

Ta lại có:  (so le trong,  )

Xét  và  có:
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; ;   

(g-c-g)  

 (hai cạnh tương ứng)

Hay  là trung điểm của 

+) Vẽ  tại . 

Tương tự câu a, ta có:  thứ tự cân tại . 

Suy ra  và .

 

 cân tại .

Mà  là phân giác của  là đường trung tuyến của  

nên  là ba điểm thẳng hàng.

Câu 76. (HSG 7 huyện Quan Sơn; huyện Hoàng Hóa; trường Hồng Lĩnh, huyện Hưng Hà 2022 -
2023; trường Lê Hồng Phong; trường Nhơn Trí 2018 - 2019; trường Kim An; trường
Phú Trường; trường Lý Thường Kiệt 2017- 2018;  trường Giao Tân; trường Nguyễn
Khuyến 2016 - 2017)

Cho tam giác  có ba góc nhọn, . Các tia phân giác của  và  cắt nhau

tại . Gọi  là hình chiếu của  trên ;  là hình chiếu của  trên . Lấy điểm  tr

ên đoạn  sao cho . Gọi  là giao điểm của  và .

1) Chứng minh  cân.

2) Chứng minh .

3) Chứng minh ba điểm , ,  thẳng hàng.

Lời giải

E

G

I

K

H

F

O

B C

A

1) Xét  và  có:
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 là cạnh chung

 (vì  là tia phân giác của )

Do đó  (cạnh huyền – góc nhọn)

Suy ra: . 

Vậy  cân tại .

2) Vẽ  

Suy ra  và  (hai góc so le trong)

Mà  (vì  cân tại )

Nên 

Do đó  cân tại .

Mà  nên 

Ta có ;  (hai góc kề bù)

Mà  (cmt)

Nên 

 có 

 có 

Mà  (cmt);  (hai góc đối đỉnh)

Nên 

Xét  và  có:

 (cmt)

 (cmt)

 (cmt)

Do đó  (g – c – g).

Suy ra  (hai cạnh tương ứng)

3) - Vẽ  tại . 

Cách 1

Tương tự câu a ta có: ,  thứ tự cân tại , . Suy ra:  và .

 . Suy ra:  cân tại .

Mà  là phân giác góc , và  là đường trung tuyến của  
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Nên: , ,  là ba điểm thẳng hàng. 

Cách 2:

có 2 tia phân giác và  cắt nhau tại 

Nên  là tia phân giác thứ ba của  

  nên  

Chứng minh được: 

Từ đó suy ra lầ tia phân giác của  

Từ (*) và (**) suy ra tia trùng nhau

Hay  là ba điểm thẳng hàng.

Câu 77. (HSG 7 Tp Bắc Giang 2022-2023)

Cho tam giác  có ba góc nhọn có . Các tia phân giác của  và  cắt nhau tại

. Gọi  và  lần lượt là chân đường vuông góc hạ từ  xuống các cạnh  và .

a) Chứng minh  cân tại .

b) Trên cạnh  lấy điểm  sao cho . Qua  kẻ đường thẳng song song  cắt

 tại . Gọi  là giao điểm của và . Chứng minh 

c) Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.

Lời giải

G

K

IF

H

O

B C

A

a) Ta có tại và tại nên 

Lại có là phân giác của  nên 

Chỉ ra (cạnh huyền-góc nhọn)

Suy ra cân tại (đpcm)

b) Chỉ ra  cân tại  

Ta có  nên (hai góc so le trong)
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 (g-c-g)

c) Kẻ vuông góc tại  Chỉ ra  và  (cạnh huyề n-c ạnh 

góc vuông). Từ đó chứng minh được là phân giác của  

Từ suy ra  (hai cạnh tương ứng)

Chứng minh  (c-c-c)

Chỉ ra là phân giác của  

Từ  và  ta có thẳng hàng.

Câu 78. (HSG 7 Thị xã Kinh Môn, tỉnh Hải Dương 2020 – 2021)

Cho tam giác  nhọn có ,  là giao điểm ba tia phân giác các góc trong

của tam giác. Kẻ  vuông góc  tại ,  vuông góc  tại . 

1) Chứng minh  cân.

2) Trên đoạn  lấy  sao cho , gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh

 là trung điểm của .

3) Chứng minh , ,  thẳng hàng.

Lời giải

O M

P

K

E

I

H

C

B

A

1) Xét  và  có: , chung, (gt)

 (cạnh huyền – góc nhọn)

 (hai cạnh tương ứng)

Suy ra  cân tại .

2) Từ K  kẻ đường thẳng song song với AC, cắt IH  tại P

Suy ra  (đồng vị)

Mà  (vì  cân tại )

  cân tại 
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 mà 

Từ  suy ra: ,  (hai góc so le trong)

Xét  và  có:

, , 

Do đó  (g-c-g), suy ra .

3) Kẻ  vuông góc với AB tại E

Tương tự ý 1 ta chứng minh được , 

mà (gt) nên 

Do đó:  suy ra  cân tại 

mà M  là trung điểm của AK

Do đó  cân tại  có  là đường trung tuyến 

Suy ra là tia phân giác của 

Mà BOlà tia phân giác của 

Do đó , ,  thẳng hàng.

Câu 79. (HSG 7 TP Thái Bình, Thái Bình, Trường Trần Hãn 2021 - 2022)

Cho tam giác  vuông cân tại . Gọi  lần lượt là trung điểm của cạnh . Kẻ

 vuông góc  tại  vuông góc tại ,  vuông góc  tại  vuông

góc với  tại .

a) Tính .

b) Chứng minh cân.

c) Chứng minh là phân giác của .

Lời giải

N

Q
I

H

K

M

E

CB

A

a) Ta có:      

Mà: và  (gt) ( Từ vuông góc đến song song)     

Từ  và  
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Lại có:  (gt) 

vuông cân tại  nên 

(1)

Ta có (c-g-c) vì:

(cmt); ;  (cùng phụ )

 (hai góc tương ứng)

Mà (chứng minh trên) (2)

Từ (1) và (2)

Mặt khác  

b)  Xét  và có:

chung,  , (cmt)

(c-g-c)  (hai cạnh tương ứng)

cân tại 

c) Ta có =  (cùng phụ với ) hay = 

Vì  = ( hai góc tương ứng)

= 

Mà nằm giữa hai tia  và  nên là tia phân giác  của .

Câu 80. (HSG 7 huyện Quảng Xương  2022 - 2023)

Cho  vuông cân có đáy là . Gọi và  lần lượt là trung điểm của   và .

Kẻ  vuông góc với  tại . Kẻ  vuông góc với  tại . Kẻ vuông góc với

 tại . Kẻ  vuông góc với  tại .

a) Chứng minh tam giác 

b) Chứng minh  cân.

c) Gọi  là điểm di động trên tia ,  là điểm di động trên tia . Xác định vị trí các điểm

,  sao cho  có chu vi bé nhất.

Lời giải
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a) Xét hai tam giác vuông  và  có:

(cùng phụ với )

Suy ra  (cạnh huyền, góc nhọn)

Tương tự :  

Suy ra 

b) Từ câu a suy ra 

Xét hai tam giác vuông  và  có: 

; 

Suy ra  (*)

Mặt khác ta có AQHK là hình chữ nhật nên  suy ra 

Vậy: vuông cân suy ra  .

Khi đó:  nên  suy ra 

Xét hai tam giác vuông và  có

cạnh   chung ;  ; 

Suy ra   Suy ra 

Vậy tam giác  cân tại 

c)
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Gọi  là điểm sao cho   là đường trung trực của ;  là điểm  sao cho  là đường

trung trực của  .

Ta có ,  cố định, độ dài đoạn thẳng   không đổi.

Theo tính chất đường trung trưc ta có:  

Nên 

Vậy chu vi  do đó  nhỏ nhất bằng  khi  thẳng hàng

Vậy chu vi  nhỏ nhất khi  là giao điểm của  với ,  là giao điểm của

 với .

Câu 81. (HSG 7 huyện  Đô Lương 2022 - 2023)

Cho tam giác  vuông cân tại . Từ điểm  trên cạnh  vẽ đường thẳng vuông góc với

 cắt các đường thẳng  và  thứ tự tại  và . Gọi  là trung điểm của đoạn thẳng

. Từ  vẽ đường thẳng song song với  cắt đường thẳng  tại .

a) Chứng minh tam giác  cân.

b) Chứng minh  là trung điểm của đoạn thẳng .

c) Cho điểm  nằm trong tam giác  sao cho  và .  Chứng minh

.

Lời giải

F
O

N

K

H

E

M

A

CB
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a) Ta có:  vuông tại  và  ( vuông cân tại ). 

Suy ra  vuông cân tại .

b) Ta có:  vuông tại  (1)

Mà  (đối đỉnh) và  (đồng vị) nên  (2)

Từ (1) và (2) suy ra  vuông cân tại .

Ta lại có:  (vì  vuông cân tại ) nên suy ra  hay  là trung điểm

của đoạn thẳng .

c) Dựng  đều trong tam giác .

Xét  và , ta có:

; ; 

Suy ra .

Khi đó: .

Xét  và , ta có:

; ;  là cạnh chung

Suy ra (đpcm).

Câu 82 .   (HSG 7 huyện Thọ Xuân 2022 - 2023)

Cho tam giác  vuông cân có đáy . Gọi ,  lần lượt là trung điểm của  và AC.

Kẻ vuông góc với  tại . Kẻ  vuông góc với  tại . Kẻ  vuông góc với

 tại . Kẻ  vuông góc với  tại .

1) Chứng minh rằng . Tính số đo góc .

2) Chứng minh tam giác cân và  là tia phân giác của góc .

3) Gọi  là điểm di động trên tia ,  là điểm di động trên tia . Xác định vị trí các điểm

,  sao cho tam giác  có chu vi bé nhất.

Lời giải
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1

2

1

Q

J

F

H

K

E'

E

IN

M

C

B

A

1) Chứng minh rằng . Tính số đo góc .

Ta có: tam giác  vuông cân có đáy  nên 

Mà ;  (gt)

Xét  và , có:

(Vì  vuông góc với  tại , vuông góc với  tại  )

 (cmt),  (cùng phụ với )

 (cạnh huyền – góc nhọn)  (2 cạnh tương ứng).

Xét  và  có:

, (gt),  (đối đỉnh)  

 (cạnh huyền – góc nhọn)  (2 cạnh tương ứng).

Do đó suy ra: 

Ta có:  (vì cùng vuông góc với )

Mà  nên  tại 

Suy ra:  hay  vuông tại 

Ta lại có

 vuông cân tại 
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Vì  và  kề bù nên .

2) Vì  hay  nên ( Hai góc so le trong)

Xét  có: , 

Suy ra  vuông cân tại A, suy ra 

Xét và có: ,  (cạnh chung), 

Suy ra =  (cạnh huyền-góc nhọn)  và 

Ta có: Vì  và  kề bù nên .

Xét  và có : , (cmt),  là cạnh chung

Suy ra:  (c.g.c)  ( hai cạnh tương ứng)

Do đó tam giác cân tại .

Vì  nên (hai góc tương ứng)

Mà  (chứng minh trên);

Ta lại có  (vì cùng vuông góc với ) (2 góc đồng vị )

Suy ra:  hay  là tia phân giác của góc .

3) Lấy điểm  sao cho là đường trung trực của , mà thuộc nên .

Lấy điểm sao cho  là đường trung trực của , mà thuộc nên .

Chu vi tam giác  là 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi các điểm  thẳng hàng hay lần lượt là giao điểm

của  với , .

Vậy : Chu vi tam giác  khi  lần lượt là giao điểm của  với , .

Câu 83. (HSG 7 Diễn Châu 2022 - 2023)

Cho tam giác  cân tại . Trên cạnh  lấy , trên tia đối của  lấy điểm  sao cho

. Các đường thẳng vuông góc với  kẻ từ  và  cắt  và  lần lượt ở

 và . Chứng minh rằng:

a) .

b) .

c) Đường thẳng vuông góc với  tại giao điểm của  và  luôn luôn đi qua một điểm

cố định khi  thay đổi trên cạnh .

Lời giải
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O

I

H

N

M

E

D

C
B

A

a) Xét  và  có:

; ; 

 (hai cạnh tương ứng) (*)

b) Ta có  mà  (gt) 

Gọi  là giao điểm của  và  ta có: 

 (quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên)

   (3)

c) Gọi  là chân đường vuông góc kẻ từ  xuống .

 vừa là đường cao vừa là đường phân giác của tam giác cân .

Gọi  là giao điểm của  với đường thẳng vuông góc với  kẻ từ .

Xét và  có: (gt), (cmt), là cạnh chung

(c.g.c)  (cặp góc tương ứng)        (**)

 (cặp cạnh tương ứng)          (1)

Ta có (gt) , (gt) suy ra  

suy ra (so le trong)

Xét và có:

(cmt), ( ), (gt)

Suy ra (g.c.g)  (cặp cạnh tương ứng)            (2)

Xét và có: 

(cmt),  ,  chung
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Suy ra (c.g.c)  (cặp cạnh tương ứng)          (3)

Từ (1), (*) và (3) (c.c.c)

(cặp góc tương ứng)    (***)

Từ (**) và (***) suy ra , do đó 

 Điểm  cố định.

Vậy đường thẳng vuông góc với  tại giao điểm của  và  luôn luôn đi qua một

điểm cố định khi  thay đổi trên cạnh .

Câu 84. (HSG 7 huyện Than Uyên 2022 - 2023; trường Bến Lức 2018 - 2019)

Cho tam giác cân . Trên cạnh lấy điểm  trên tia đối của lấy điểm

sao cho  Các đường thẳng vuông góc với kẻ từ và cắt  lần lượt ở

 Chứng minh rằng:

a) 

b) Đường thẳng cắt  tại điểm  là trung điểm của 

c) Đường thẳng vuông góc với  tại  luôn luôn đi qua một điểm cố định khi  thay đổi

trên cạnh .

Lời giải

a) (cặp cạnh tương ứng)

(cặp cạnh tương ứng)

b) Ta có: vuông tại : (tổng hai góc nhọn trong tam giác vuông)

vuông tại : (tổng hai góc nhọn trong tam giác vuông)

Mà (đối đỉnh) nên 
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(cặp cạnh tương ứng)

Vậy cắt tại điểm là trung điểm của 

c) Gọi  là chân đường vuông góc kẻ từ  xuống 

(cạnh huyền – cạnh góc vuông)

(cặp góc tương ứng)

Gọi là giao điểm của với đường thẳng vuông góc với  kẻ từ 

(c.g.c)  (cặp góc tương ứng) (1)

(cặp cạnh tương ứng)

(c.g.c) (cặp cạnh tương ứng )

(c.c.c)  (cặp góc tương ứng ) (2)

Từ (1) và (2) suy ra do đó 

Vậy điểm  cố định

Câu 85. (HSG 7 huyện Kim Sơn năm 2021 - 2022)

Cho tam giác  cân tại . Trên cạnh  lấy điểm . Trên tia đối của tia

, lấy điểm  sao cho . Đường vuông góc với   kẻ từ  cắt   tại  .

Đường vuông góc với  kẻ từ  cắt tia  tại ,  cắt  tại .

a) Chứng minh rằng: 

b) Chứng minh rằng: 

c) Gọi  là giao của đường phân giác góc  và đường thẳng vuông góc với  tại . Chứng

minh rằng: . Từ đó suy ra điểm  cố định.

Lời giải
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O

I

N

M

B
C

A

D

E

a) Tam giác   cân tại  nên 

mà  (đối đỉnh)

; 

Do đó: (g.c.g)

 (hai cạnh tương ứng)

b) Chứng minh được: 

 (hai cạnh tương ứng)

Vì  (do ) nên 

Lại có vuông tại  nên 

vuông tại  nên 

Do đó 

c) Chứng minh được  (c.g.c)

 ( hai cạnh tương ứng)
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 (hai góc tương ứng)

Xét hai tam giác và tam giác ,có

 (chứng minh câu b)

 là cạnh chung

 (c.g.c)

(hai cạnh tương ứng)

Lại có: (vì )

Do đó: (c.c.c)

  (hai góc tương ứng)

Mặt khác  

 mà đây là hai góc kề bù nên 

Vì tam giác  cho trước,  là giao điểm của phân giác góc  và đường vuông góc với

 tại nên  cố định.

Câu 86. (HSG 7  Thanh Hóa - năm học 2022 - 2023)

Cho  cân tại  . Trên cạnh  lấy điểm ; trên tia đối của tia  lấy điểm  sao

cho . Kẻ  và  cùng vuông góc với  . Gọi  là giao điểm

của  và .

a) Chứng minh  và là trung điểm của .

b) Đường trung trực của  cắt tia phân giác  của góc  tại . Chứng minh rằng:

.

c) Chứng minh rằng : Khi  di động trên  và  di động trên tia đối của  đồng thời

thỏa mãn thì  là một điểm cố định.

Lời giải

Trang 47/70



DỰ ÁN TÁCH ĐỀ HSG TOÁN 7

M

H

x N

P

I

KCB

A

a) Xét tam giác vuông:  và  có:

 (gt);   ( vì cùng bằng  )

Suy ra:  ( cạch huyền- góc nhọn) suy ra: 

Xét tam giác vuông:  và  có:

 ( Chứng minh trên);  ( đối đỉnh)

Suy ra:   ( Cạnh góc vuông- góc nhọn)

Suy ra  hay  là trung điểm của 

b)  Theo   trên   là  trung  điểm của   nên   là  trung  trực  của   suy  ra:

Vì  cân tại  mà  là phân giác  nên  là trung trực .

Suy ra . Suy ra: (c.c.c)  Suy ra  ( đpcm)

c) Dễ dàng chứng minh  được (c.c.c)

Suy ra:  hay 

Lại có:  nên: ( Hai góc kề bù bằng nhau)

Vậy  suy ra:  vuông góc với  hay  luôn là điểm cố định .

Câu 87. (HSG 7 trường TH&THCS Kỳ Đồng, Hưng Hà 2022 - 2023)
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Cho tam  giác  cân tại . Trên cạnh  lấy điểm  sao cho . Đường thẳng

vuông góc với  tại  cắt cạnh  tại  và cắt tia  tại . Qua  kẻ đường thẳng

song song với  cắt tia phân  giác  của góc tại .

a) Chứng minh .

b) Chứng minh tam  giác  là tam  giác cân.

c) Trên tia đối của tia  lấy điểm sao cho . Chứng minh  đi qua trung điểm

của .

Lời giải

a) Xét  và  có:

 (c – g – c)

 (cặp cạnh tương ứng)

Vì  (so le trong)

Xét  và  có:

( g.c.g)  (đpcm)
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b) Vì  (cặp góc tương ứng)

Mà  (kề bù)

Mà    (quan hệ từ vuông góc đến song song)

 (đồng vị)     (1)

Có  (đồng vị) (2)

; 

Từ (1), (2) và (3)  cân tại .

c)  Gọi  là giao điểm của  và 

Từ  kẻ  tại , có 

 ( so le trong)

có  (cmt)

Xét  vuông tại và  vuông tại có   

 (cạnh huyền – góc nhọn)

(cặp cạnh tương ứng)

Mặt khác (cùng vuông góc với )

(so le trong)

Xét  vuông tại và  vuông tại có   

 (cạnh góc vuông- góc nhọn kề)

 (cạnh tương ứng )

 là trung điểm của .

Câu 88. (HSG 7 huyện Nghi Sơn 2022 - 2023)

Cho tam giác  cân tại . Trên cạnh  lấy điểm , trên tia đối của tia  lấy điểm

 sao cho . Đường thẳng vuông góc với  kẻ từ  cắt  tại . Đường thẳng

vuông góc với  tại  cắt  tại .

1) Chứng minh 
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2) Cạnh  cắt  tại . Chứng minh  là trung điểm của .

3) Chứng minh đường thẳng vuông góc với  tại  luôn đi qua một điểm  cố định khi

 thay đổi trên đoạn .

Lời giải

I E

O

N

M

D H
CB

A

1) Ta có tam giác  cân tại  (gt) 

Mà ( đối đỉnh) 

Xét và có: 

(cmt); ;  

(g.c.g)

2) Ta có (cmt) (cạnh tương ứng)

Lại có (cùng vuông góc với ) (so le trong)

Xét  và có: 

 (cmt); ; (cmt)

(g.c.g) 

suy ra là trung điểm của (đpcm)

3) Từ  và  kẻ các đường thẳng vuông góc với  và  chúng cắt nhau tại .

Xét  và  có: 

Chung cạnh ; ; (  cân tại )

(cạnh huyền- cạnh góc vuông) 

Xét  và  có: 

(cmt); ; (cmt)
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(cạnh huyền- cạnh góc vuông) 

 thuộc đường trung trực của MN

Do đó đường thẳng vuông góc với  tại  luôn đi qua điểm  cố định khi  thay đổi trên

đoạn

Câu 89.  (HSG 7 huyện Bát Xát 2022 - 2023)

Cho tam giác cân , . Trên cạnh  lấy điểm  (  không trùng với   và

 ), trên tia đối của   lấy điểm sao cho . Các đường thẳng vuông góc với

 kẻ từ  và   cắt cạnh   và tia   lần lượt tại  và  .

a) Chứng minh: .

b) Gọi  là trung điểm  . Chứng minh:  là trung điểm .

c) Chứng minh rằng: Đường thẳng vuông góc với tại  luôn luôn đi qua một điểm cố định

khi  thay đổi trên .

Lời giải

H

I CB

A

N

E

O

M

D

a) Chứng minh:

Ta có  (gt) mà (đđ)

Nên  hay 

Xét và có:

(cmt)

(gt)

 (gt)

Suy ra  (c-g-c) ;  (hai cạnh tương ứng)
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b) Chứng minh:  là trung điểm .

Gọi  là giao điểm của và 

Ta có  vuông tại  nên  (tổng hai góc nhọn trong tam giác vuông)

 vuông tại  nên  (tổng hai góc nhọn trong tam giác vuông)

Mà  (đđ) nên 

Xét  và  có

(cmt); (cm câu a);  (gt)

Suy ra  (c-gc)  (cạnh tương ứng)

Vậy  cắt  tại điểm là trung điểm của đồng thời   là trung điểm của  .

c) Chứng minh rằng: Đường thẳng vuông góc với tại  luôn luôn đi qua một điểm cố định

khi     thay đổi trên .

Gọi  là chân đường vuông góc kẻ từ   xuống .

Xét và có

 (vì cân tại )

Nên (cạnh huyền- cạnh góc vuông)  (góc tương ứng)

+ Gọi  là giao điểm của   với đường thẳng vuông góc với  kẻ từ .

Xét và có

 (vì  cân tại )

 cạnh chung

Nên =  (c-g-c)

 (góc tương ứng)   

 (cạnh tương ứng)

Xét và có

 (  là trung điểm  )

 cạnh chung

Nên =  (c-g-c)  (cạnh tương ứng)
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Xét và có

 (cmt )

 (cmt )

 (cm câu a)

Nên =  (c-c-c)

 (góc tương ứng)   

Từ  suy ra  do đó 

Vậy  là điểm cố định.

Câu 90. (HSG 7 huyện Chương Mỹ 2022 - 2023)

Cho  cân tại , trên cạnh lấy điểm  (không trùng với ), trên tia đối của tia

 lấy điểm  sao cho , các đường thẳng vuông góc với kẻ từ  và  theo

thứ tự cắt các đường thẳng  lần lượt tại  và .

1) Chứng minh rằng ;

2) Đường thẳng cắt tại . Chứng minh  là trung điểm của đoạn thẳng ;

3) So sánh chu vi của tam giác và chu vi của tam giác ;

4) Chứng minh: Đường thẳng vuông góc với  tại  luôn đi qua điểm cố định khi  thay

đổi trên .

Lời giải

1) Ta có  cân tại

mà (đốiđỉnh) 

Lại có (gt), suy ra (g.c.g) .
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2) Ta có (so le trong)

Lại có (cmt), suy ra (g.c.g) .

Vậy  là trung điểm của đoạn thẳng .

3) Vì (cmt) .

Chu vi tam giác là (1)

Chu vi tam giác  là

 (do

) (2)

Xét  vuông tại  có 

 (do ) (3)

Từ (1), (2) và (3) suy ra chu vi của tam giác nhỏ hơn chu vi của tam giác .

4) Gọi giao điểm củađường thẳng vuông góc với tại với đường phân giác góc là .

Ta có là trung trực củađoạn thẳng

Lại có cân tại , là phân giác nên là trung trực của

Ta có

Suy ra  mà 

mà cố định nên cố định.

Vậy đường thẳng vuông góc với  tại  luôn đi qua điểm cố định  khi  thay đổi trên

.

Câu 91. (HSG 7 Cửa Lò, Nghệ An 2021 - 2022)   

Cho tam giác  cân tại . Kẻ  tại ,  tại .

a) Chứng minh .

b) Chứng minh .

c) Qua  kẻ đường thẳng song song với , qua  kẻ đường thẳng song song với , hai

đường thẳng này cắt nhau tại . Gọi  là giao điểm của  và ,  là trung điểm của

. Chứng minh bốn điểm  cùng thuộc một đường thẳng.

Lời giải
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a) Xét  và  có:

 chung,

 (vì tam giác  cân tại ),

 (vì  tại ,  tại )

Do đó  (ch-gn).

b) Vì   (chứng minh trên)  (2 cạnh tương ứng)

 cân tại   .

Mà  cân tại   .

Như vậy , mà hai góc này ở vị trí đồng vị nên .

c) + Xét  và  có:

,

 chung

 (chứng minh trên)

Do đó  (ch-cgv) 

 (hai góc tương ứng)

  là phân giác của . (1)

+ Xét  và  có:

 (chứng minh trên),

 chung,

 (vì  là trung điểm )

Do đó  (c-c-c)
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 (hai góc tương ứng)

  là phân giác của . (2)

+ Vì    và   (giả thiết)  nên   (từ vuông góc tới  song song)

. Chứng minh tương tự ta có .

Hai tam giác vuông  và  có  chung, 

nên  (ch-gn)

 (hai góc tương ứng)

  là phân giác của . (3)

+ Từ (1), (2) và (3) suy ra  cùng nằm trên tia phân giác của  hay bốn điểm

 cùng thuộc một đường thẳng.

Câu 92. (HSG 7 huyện Cao Lộc, tỉnh Lạng Sơn 2021 - 2022)

Cho tam giác cân tại . Kẻ đường cao . Qua  kẻ đoạn thẳng  vuông

góc với  tại  sao cho  là trung điểm của .

a) Chứng minh  vuông góc với .

b) Chứng minh .

c) Kẻ đường cao  cắt   tại  . Trên  lấy điểm  sao cho .

Chứng minh ba điểm  thẳng hàng.

Lời giải

2

1

2

1

1

2

H

Q

K

I

F E

MB C

A

a) Ta có  có  là đường cao đồng thời là đường trung tuyến
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cân tại  

Tựơng tự có  là đường cao đồng thời là đường trung tuyến 

 cân tại  

mà (gt)  hay 

b) Có (  vuông tại  (gt)

(gt)

mà (theo cmt)

hay 

c) Gọi  cắt  tại 

cân tại  (ý a)

 

mà  (gt)

 cân tại  

 là phân giác, đường cao của 

hay 

Lại có  là trực tâm  => 

từ  và   thẳng hàng.

Câu 93.  (HSG 7 huyện Tam Điệp,  2022 - 2023)

Cho tam giác vuông cân tại , tia phân giác của góc  và góc  cắt  và  lần

lượt tại  và .

a) Chứng minh rằng .

b) Gọi  là giao điểm của  và ,  cắt  ở . Chứng minh rằng tam giác  v
uông cân.

c) Từ  và  vẽ các đường thẳng vuông góc với , các đường thẳng này cắt  lần lượt ở

 và . Chứng minh  .

Lời giải
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1
1

2
2

K

G

H

J

M

I

D E

B

A

C

a)  vuông cân tại    và 

 là các tia phân giác của   và  

Xét  và  có:

 (c.g.c)

 và  (Hai cạnh tương ứng)

mà 

b) Có tia phân giác của góc  và góc  cắt  và  lần lượt tại  và   v

à  là hai đường phân giác của  cắt nhau tại 

  là đường phân giác thứ ba  của tam giác  cân tại 

đồng thời  là đường cao, đường trung tuyến  của tam giác  cân tại 

 tại  và 

Có  vuông tại  có  

 tam giác  vuông cân tại .

Từ (1), (2), (3) ta có 

c) Gọi  và  lần lượt là giao điểm của   và  với 

Xét   có  là đường cao đồng thời là phân giác  cân tại 

Chứng minh tương tự ta có  cân tại 

 hay 

Mà  (1)

Có  cân tại  mà 
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Xét  và  có

   (g.c.g)  (2)

Có 

Câu 94. (HSG 7 Cẩm Thủy, Thanh Hóa 2021 - 2022; huyện Khoái Châu 2014 - 2015)

Cho tam giác  có . Các đường phân giác  và   cắt nhau

tại .

a) Tính số đo góc 

b) Trên  lấy hai điểm  và  sao cho . Chứng minh  song song

với .

c) Gọi  là giao điểm của  và . Chứng minh tam giác  vuông cân.

Lời giải

I

N M

E
D

O

B

A

C

a)  Vì   là  đường  phân  giác  các  góc   và  góc   của  tam  giác   nên

Áp dụng định lý tổng ba góc cho  ta có   hay

b)  có  cân tại  nên đường phân giác  đồng thời là đường trung trực

của 

Xét  và  có

 (GT)

 (do  là tia phân giác của góc  )

 cạnh chung
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Suy ra  =  (c.c.c) suy ra  (hai góc tương ứng)

Suy ra  (1)

Chứng minh tương tự ta suy ra   (2)

Từ (1) và (2) suy ra  (cùng vuông góc với )

c) Vì  nằm trên trung trực  của đoạn thẳng   nên   cân tại I (3)

Do  là trung trực của suy ra  cân tại   nên 

Xét  và   có

 (gt);  cạnh chung;  (do I nằm trên trung trực của  )

Do đó  (c.c.c)  (hai góc tương ứng)

Mà  do 

Mà (hai góc kề bù) suy ra    (4)

Từ (3) và (4) suy ra  vuông cân.

Câu 95. (HSG 7 Quỳnh Phụ  2022 - 2023)

Cho   vuông  tại  ,  có  .  Trên  cạnh   lấy  điểm   và   sao  cho

. Tia phân giác của góc  cắt  tại  và cắt  tại , tia phân giác

góc  cắt  tại  và cắt tại . Gọi  là giao điểm của   và .

1) Tính góc .

2) Chứng minh:  và .

3) Chứng minh: 

Lời giải

1) Vì là tia phân giác của góc

+ Vì là tia phân giác của góc
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+ Vì vuông tại  nên 

 hay 

Xét  có 

Mà  nên . Vậy 

2) Xét  và có :

; ;  chung

 ( c – g – c)  ( cặp góc tương ứng).

Mà ( hai góc kề bù)

 tại 

+ Xét  và có:

; ;  chung.

 ( c – g – c)  ( cặp góc tương ứng).

+ Vì  cân tại 

 hay 

+ Xét  có 

mà  nên 

 tại 

Mà .

3) Vì  mà  vuông cân tại 

Suy ra  hay 

+ Chứng minh được  vuông cân tại 

+ Chứng minh được  vuông cân tại 

Xét  và có: ; ; 

 (c.g.c)  (đpcm).

Câu 96. (HSG 7 huyện Hưng Hà năm 2022 - 2023)
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Cho có . Từ trung điểm  của  vẽ đường vuông góc với tia phân giác

của góc  tại . Đường thẳng này cắt các tia  tại  và  tại  Vẽ tia song song

với 

 a) Chứng minh  cân.

 b) Chứng minh: 

 c) Qua  vẽ đường thẳng vuông góc với  cắt tia  tại . Chứng minh: 

Lời giải

K

N

M

F

E
I

H

D

B
C

A

 

a) Gọi giao điểm của  và  là 

Có   và  hay 

 có  vừa là đường phân giác vừa là đường cao nên   cân tại 

b) Chứng minh   cân tại    (1)

Vẽ . Chứng minh 

Chứng minh  cân tại  . Do đó  (2)

Từ  và    (đpcm)

c) Nối . Chứng minh được 

Chứng minh được: và   (3)

Chứng minh được:     (4)

Từ  và  , mà 2 góc này kề bù nên 

Câu 97. (HSG 7 huyện Thanh Miện, tỉnh Hải Dương năm học 2021 - 2022)

Cho có , là trung điểm của . Qua  kẻ đường thẳng vuông góc với

, đường thẳng này cắt tia phân giác của góc  tại . Vẽ  và  lần lượt vuông

góc với đường thẳng  và đường thẳng  tại  và . 

a) Chứng minh  và .
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b) Chứng minh ba điểm thẳng hàng.

Lời giải

E
I

K

H

D

M
B C

A

a) + Xét và  có:

(  là trung điểm của ); ( ); là Cạnh chung

Do đó (c.g.c) (hai cạnh tương ứng)

+ Xét và có:

( là tia phân giác )

( )

 Cạnh chung

Do đó (ch – gn) (hai cạnh tương ứng)

+ Xét và có:

(cmt); ( ); (cmt)

Do đó (ch- cgv) (hai cạnh tương ứng)

b) Kẻ  cắt  tại    thẳng hàng 

Vì   (hai góc so le trong)

Vì (Chứng minh trên) (hai cạnh tương ứng)

 cân tại  (định nghĩa tam giác cân)

Mặt khác  (hai góc đồng vị)

 cân tại

Mà (theo câu a)
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Nối  với ; nối  với 

+ Xét và có:

(cmt); (cmt); (  là trung điểm của )

Do đó (c.g.c) (hai góc tương ứng)

Mà 

thẳng hàng 

Từ và  suy ra  thẳng hàng. 

Câu 98. (HSG 7 huyện Thạch Thành 2022 - 2023; huyện Hưng Hà năm 2021 - 2022) 

Cho điểm  thuộc đoạn thẳng . Trên cùng một nửa mặt phẳng bờ , vẽ các

tam giác đều . Gọi  thứ tự là trung điểm của . Gọi  là giao điểm

và . Chứng minh rằng:

a) 

b) , từ đó suy ra  là tam giác đều.

c)

Lời giải

E

F
K

A B
M

C

D

N

I

 

+ Ta có:  là các tam giác đều (GT)
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+ Ta có:

+ Xét  và có:

(hai cạnh tương ứng)

b) + Ta có: (cmt) 

+ Ta có: 

+ Xét và có:

Suy ra (hai cạnh tương ứng)

           (hai góc tương ứng)

+ Xét có: 

 là tam giác đều.

c) Trên đoạn thẳng  lấy điểm  sao cho ; trên đoạn thẳng  lấy điểm sao

cho 

Có 

Suy ra 

Do đó và  là các tam giác đều

và 

+ Chứng minh được  và 

+ Chứng minh và 

( các cạnh tương ứng)

 và 
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Câu 99. (HSG 7 trường Trần Thái Tông, huyện Hưng Hà 2022 - 2023; huyện Quảng Trạch,
Quảng Bình 2021 - 2022)

Cho tam giác  vuông tại  Vẽ đường cao  Trên nửa mặt phẳng bờ  không chứa

điểm  vẽ tia  sao cho  Gọi  là tia đối của tia  Vẽ  và  vuông

góc với đường thẳng    cắt  tại   cắt  tại  

a) Chứng minh rằng: Tia  là phân giác của 

b) Chứng minh rằng: 

c) Chứng minh rằng: 

Lời giải

a) Tia  là phân giác của 

+) Ta có (Cùng phụ ).  

 (Cùng phụ ). 

Mà (Do giả thiết cho  

Từ 

+) Xét  và  có

Cạnh huyền  chung, 

Suy ra  (Cạnh huyền – góc nhọn)  (hai góc tương ứng)

Suy ra là phân giác của 

b) Chứng minh 
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+)  (cạnh huyền- góc nhọn) nên 

+)  (Cạnh huyền – góc nhọn) nên  (hai cạnh tương ứng)

+) Do đó 

c) Chứng minh 

+)  (cạnh huyền- góc nhọn) nên 

suy ra là đường trung trực của hay tại 

+)  (Cạnh huyền – góc nhọn) nên 

Suy ra là đường trung trực của hay tại 

Suy ra 

+) (Cạnh huyền – góc nhọn) nên 

Suy ra 

Do đó  (c - g - c ) nên  suy ra .

Câu 100. (HSG 7 huyện Thanh Trì 2022 - 2023)

Cho tam giác  có . Kẻ vuông góc với  . Trên tia đối

tia lấy điểm sao cho .

a) Chứng minh 

b) Lấy là trung điểm đoạn  Trên tia đối tia lấy điểm sao cho .

Chứng minh  và tia đối tia là phân giác của .

c) Chứng minh tia đi qua trung điểm của đoạn thẳng

d) Chu vi tam giác  lớn hơn độ dài đoạn thẳng

Lời giải
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x

F

M

D

I

E

H

A

B C

a) Xét  có:  cân tại (định nghĩa)  (tính chất)

+ Lại có  là góc ngoài tại của 

 (tính chất góc ngoài tam giác)

Mà 

b) Chứng minh được  (c.g.c) 

+ Chứng minh được (c.g.c)

+ Ta có:

Mà 

Lại có 

+ Kẻ là tia đối của tia

Ta có:
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 là tia phân giác của 

Vậy tia đối tia là tia phân giác của .

c) Giả sử tia cắt tại điểm

+ Ta có:  (đối đỉnh); 

 cân tại (dhnb)  (định nghĩa)

+ Ta có  vuông tại , nên: 

Mà ; 

 cân tại (dhnb)  (định nghĩa)

Mà 

Mà nằm giữa và

M là trung điểm của đoạn thẳng

Vậy tia đi qua trung điểm của đoạn thẳng

d) Chu vi tam giác  là:

 (do ) 

(do )

+ Lấy thuộc đoạn sao cho là trung điểm

+ Xét , có  vừa là đường cao, vừa là trung tuyến 

nên  cân tại 

Mà  (tính chất góc ngoài tam giác)

 cân tại

Mà  (  cân tại )

Mà 

Chu vi tam giác  là 

Xét  có:  (Bất đẳng thức tam giác)

Vậy chu vi tam giác  lớn hơn độ dài đoạn thẳng

Tài liệu được chia sẻ bởi Website VnTeach.Com

https://www.vnteach.com
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