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CHUYÊN ĐỀ 3. GÓC VỚI ĐƯỜNG TRÒN
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I. GÓC Ở TÂM – SỐ ĐO CUNG

KIẾN THỨC CƠ BẢN

Góc ở tâm: Là góc có đỉnh trùng với tâm của đường tròn.

1. Số đo cung:

+ Số đo cung nhỏ bằng số đo góc ở tâm chắn cung đó.

+ Số đo cung lớn bằng hiệu giữa 360° và số đo cung nhỏ (có chung 2 mút với cung lớn)

2. So sánh 2 cung:

+ Hai cung được gọi là bằng nhau nếu chúng có số đo bằng nhau.

+ Trong 2 cung, cung nào có số đo lớn hơn gọi là cung lớn hơn.

Trên hình 1: Góc 
[image: image1620.png]


  gọi là góc ở tâm chắn bởi cung nhỏ 
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  (hay 
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Ta có: 
[image: image4.wmf]¼

·

¼

·

sñAmBAOB, sñAnBAOB

==°-

360

  .

3. Điểm thuộc cung tròn:
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Nếu C là một điểm nằm trên cung AB thì 
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II. LIÊN HỆ GIỮA CUNG VÀ DÂY CUNG

1. Với 2 cung nhỏ trong một đường tròn hay hai đường tròn bằng nhau:

+ Hai cung bằng nhau căng hai dây bằng nhau. 
+ Hai dây bằng nhau căng 2 cung bằng nhau.

2. Với 2 cung nhỏ trong một đường tròn hay hai đường tròn bằng nhau:

+ Cung lớn căng dây lớn hơn.

+ Dây lớn căng cung lớn hơn.

Trên hình 2: 
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III. GÓC NỘI TIẾP

1. Góc nội tiếp là góc có đỉnh nằm trên đường tròn và hai cạnh chứa 2 dây cung của đường tròn.

2. Trong một đường tròn, số đo góc nội tiếp bằng nửa số đo cung bị chắn.

+ Trong một đường tròn: Các góc nội tiếp bằng nhau

chắn các cung bằng nhau.

+ Các góc nội tiếp chắn cùng một cung hoặc chắn cung bằng nhau thì bằng nhau. 

+ Góc nội tiếp (nhỏ hơn hoặc bằng 90°) có số đo bằng nửa số đo góc ở tâm chắn cùng một cung. 

+ Góc nội tiếp chắn nửa đường tròn là góc vuông.

Trên hình 3:

+ Các góc 
[image: image8.wmf]·
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 là góc nội tiếp cùng chắn cung 
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IV. GÓC TẠO BỞI TIA TIẾP TUYẾN VÀ DÂY CUNG
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1. Đường thẳng xy là tiếp tuyến của 
[image: image11.wmf](
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 tại điểm A.

Tiếp điểm A là gốc chung của 2 tia đối nhau Ax, Ay,

AB là một dây cung của 
[image: image12.wmf](
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. Khi đó góc 
[image: image13.wmf]·
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 là các góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung AB.

2. Số đo góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung bằng nửa số đo cung bị chắn.

3. Trong một đường tròn: Góc tạo bởi tia tiếp tuyến và dây cung và góc nội tiếp chắn cùng một cung thì bằng nhau.

Trên hình 4: Ta có: 
[image: image14.wmf]·

»

·

·

¼

·

xABsñABAMB;yAMsñAMABM

====

11

22

 .

V. GÓC CÓ ĐỈNH BÊN TRONG ĐƯỜNG TRÒN, GÓC CÓ ĐỈNH BÊN NGOÀI ĐƯỜNG TRÒN 
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1. Cho hai dây cung AB, CD của 
[image: image15.wmf](
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 cắt nhau tại một điểm M nằm trong đường tròn 
[image: image16.wmf](
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. Khi 
[image: image17.wmf]·
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 gọi là góc có đỉnh nằm trong đường tròn 
[image: image18.wmf](
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. Ta có định lý: Số đo góc có đỉnh nằm trong đường tròn bằng nửa tổng số đo hai cung bị chắn. Tức là: 
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2. Hai tia CD, BA cắt nhau tại N (AB, CD là hai dây cung của 
[image: image20.wmf](
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). Khi đó góc 
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 gọi là góc có đỉnh nằm ngoài đường tròn 
[image: image22.wmf](

)

O

.

Định lí: Số đo góc có đỉnh nằm ngoài đường tròn bằng nửa hiệu số đo hai cung bị chắn.

Tức là: 
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VI. CUNG CHỨA GÓC

1. Cho 2 điểm cố định A, B . Quỹ tích những điểm M nhìn đoạn thẳng AB cho trước một góc 
[image: image24.wmf]·
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là hai cung tròn đối xứng nhau qua AB, gọi là cung chứa góc α dựng trên đoạn thẳng AB. Đặc biệt, quỹ tích các điểm M nhìn đoạn AB dưới một góc vuông là đường tròn đường kính AB.
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2. Cách dựng cung chứa góc α.

+ Dựng đường trung trực (d) của đoạn thẳng AB .

+ Dựng tia Ax tạo với AB một góc α.

+ Dựng tia 
[image: image26.wmf]AyAx
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 cắt (d) tại điểm O.

+ Ta có O chính là tâm của đường tròn chứa cung α dựng trên đoạn thẳng AB. 

MỘT SỐ BÀI TẬP VẬN DỤNG

Ví dụ 1

Cho tam giác nhọn ABC(AB < AC) có 3 trực tâm là H nội tiếp đường tròn 
[image: image27.wmf](
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và ngoại tiếp đường tròn 
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. Gọi E là trung điểm của AH , M là trung điểm BC. Tia phân giác của 
[image: image29.wmf]·
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 cắt đường tròn 
[image: image30.wmf](
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tại K (khác A), cắt EM ở Q.

a) Chứng minh: 
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b) Chứng minh 
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c) Gọi D là giao điểm của phân giác góc A với BC. Dựng tiếp tuyến AN của 
[image: image33.wmf](
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. Chứng minh: 
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Lời giải
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a) Do AK là phân giác trong góc A nên 
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. Ta sẽ chứng minh tam giác KIC cân tại K.

Xét tam giác KIC ta có: 
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Ta cũng có: 
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 (góc nội tiếp cùng chắn cung KB), 
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Từ (1) và (2) ta suy ra 
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Hay tam giác KIC cân tại K tức là KI = KC.

Vậy KI = KC = KB.

Chú ý: Điểm K chính là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC.

b) Dễ thấy O, M, K thẳng hàng. Kẻ đường kính AS của 
[image: image42.wmf](
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thì 
[image: image43.wmf]SCAC,SBAB
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 lại có 
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 BH // SC, CH // SB suy ra tứ giác BHCS là hình bình hành nên H, M, S thẳng hàng và M là trung điểm của HS .
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Ta có 
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 (cặp góc so le và tam giác AOK cân). Lại có 
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 (so le). Từ đó suy ra 
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 . Tức là tam giác AQH vuông tại Q.

c) Vì 
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 (cùng chắn cung KC), mà 
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 nên 
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  (do KB = KN).

Hay 
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Ví dụ 2

Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp 
[image: image58.wmf](
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, đường cao AD kéo dài cắt 
[image: image59.wmf](
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tại E (E khác A). Dựng đường kính AK .

a) Chứng minh: 
[image: image60.wmf]·
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 từ đó suy ra BCKE là hình thang cân.

b) Gọi H là trực tâm của tam giác ABC. Chứng minh: H đối xứng với E qua BC.

c) Chứng minh: 
[image: image61.wmf]abc
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 với AB = c, BC =a ,CA = b.

d) Tiếp tuyến tại A của đường tròn 
[image: image62.wmf](
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cắt tia CB tại M, phân giác trong góc A cắt BC tại F. Chứng minh: Tam giác AMF cân.

e) Đường thẳng qua A vuông góc với MO cắt 
[image: image63.wmf](
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tại Q . Đoạn thẳng MO cắt 
[image: image64.wmf](
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tại I. Chứng minh: I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác AMQ.

Lời giải
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a) Do AK là đường kính của 
[image: image65.wmf](
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nên 
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, ta có: 
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mà 
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nên 
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Vì 
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EK // BC hay BCKE là hình thang cân.

b) Do 
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(cùng phụ với góc 
[image: image73.wmf]·
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 ). Mặt khác ta cũng có: 
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 ∆HBD = ∆EBD (g.c.g) suy ra DH =DE, hay H đối xứng với E qua BC .

Ta cũng có thể chứng minh theo cách khác: 
[image: image76.wmf]KCAC,KBAB
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 lại có
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 BH // KC, CH // KB suy ra tứ giác BHCK là hình bình hành nên BC cắt HK tại trung điểm N của mỗi đường. Do 
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 nên EK // DN mà N là trung điểm HK nên ND là đường trung bình của tam giác HEK suy ra D là trung điểm của HE hay H đối xứng với E qua BC.

c) Ta có: 
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 (cùng chắn cung AC). Trong tam giác vuông AKC ta có:
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 , tương tự ta có 
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d) Ta có 
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  mà 
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 (tính chất góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung). Suy ra 
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  suy ra 
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e) Theo tính chất đối xứng ta suy ra MQ cũng là tiếp tuyến của 
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, MO là trung trực của AQ nên 
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 (tính chất góc tạo bởi tiếp tuyến và dây cung). Mặt khác ta cũng có: 
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 hay AI là phân giác của góc MAE . Theo tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau ta cũng có: MI là phân giác của góc AMQ. Suy ra I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác AMQ.

Ví dụ 3

Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image94.wmf](
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bán kính R, điểm M chuyển động trên cung nhỏ BC.

a) Chứng minh: MA = MB + MC .

b) Tìm GTLN, GTNN của  P = MA + MB + MC.

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
[image: image95.wmf]Q
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Lời giải:

a) Áp dụng định lý Ptolemy (*) cho tứ giác ABMC ta có:

[image: image1556.emf]T
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[image: image96.wmf]=+
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. 
Do AB = BC = CA

Suy ra MA = MB + MC. 

Cách khác: Trên AM lấy điểm E sao cho MB = ME (1).

Thế thì tam giác BME cân tại M, mặt khác ta có:


[image: image97.wmf]·
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 (cùng chắn cung AB) suy ra tam giác BME đều. 
Xét tam giác BEA và tam giác BMC ta có: 
BE = BM do tam giác BME đều.

AB = BC (do ABC đều). 

[image: image98.wmf]·

·

·

ABEEBCCBM

=°-=

60

 suy ra ∆ABE = ∆CBM 
[image: image99.wmf]Þ

 AE = MC (2). 
Từ (1) và (2) suy ra MA = MB + MC

b) Ta có P = MA + MB + MC = 2MA . P nhỏ nhất khi và chỉ khi 
[image: image100.wmf]MB
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 hoặc 
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P lớn nhất khi và chỉ khi MA là đường kính của 
[image: image102.wmf](
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c) Với mọi số thực dương x, y ta có:
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 . Nên ta suy ra 
[image: image104.wmf]xyxy
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, dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x = y. 

Áp dụng vào bài toán ta có: 
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Do 
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  nên ta suy ra 
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 . Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi AM là đường

kính của 
[image: image108.wmf](
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. Hay M là điểm chính giữa cung nhỏ BC.

Định lý Ptolemy (*):
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Định lý Ptolemy cho tứ giác nội tiếp: Cho tứ giác ABCD nội tiếp trong đường tròn 
[image: image109.wmf](
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. Khi đó ta có: 
[image: image110.wmf]AB.CDAD.BCAC.BD
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Chứng minh:

Trên đường chéo BD lấy điểm E sao cho 
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Ta có 
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Do 
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[image: image119.wmf]·

·

DACEAB

=

 , lại có 
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image125.wmf](
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Ví dụ 4

Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image126.wmf](
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, ngoại tiếp 
[image: image127.wmf](

)

I

, các đường thẳng AI, BI,CI cắt 
[image: image128.wmf](

)

O

tại giao điểm thứ 2 là X,Y Z. Các đường thẳng XY lần lượt cắt AB, BI, BC lần lượt ở M, N, P. XZ cắt IC tại Q.

a) Chứng minh: Tam giác BMP cân.

b) Chứng minh: I là trực tâm của tam giác XYZ.

c) Chứng minh: NQ song song với BC .

Lời giải:

a) Do AI, BI,CI là các đường phân giác góc A, B, C nên X, Y, Z là các điểm chính giữa của các cung BC, CA, AB.
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Ta có: 
[image: image129.wmf]·
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Suy ra 
[image: image132.wmf]·
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 hay tam giác BMP cân tại B.

b) Ta có: 
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suy ra 
[image: image134.wmf]XYBZ
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Chứng minh tương tự ta cũng có 
[image: image135.wmf]^^

AXYZ,CYXZ

 suy ra I là trực tâm của tam giác XYZ.

c) Từ chứng minh ở câu b) ta suy ra 
[image: image136.wmf]·
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 nên 4 điểm I, N, X, Q nằm trên đường tròn đường kính XI. Suy ra 
[image: image137.wmf]·
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 (cùng chắn cung IN ).

Mặt khác ta cũng có: 
[image: image138.wmf]·
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  (Hai góc nội tiếp chắn cung bằng nhau) từ đó suy ra 
[image: image139.wmf]·

·

IQNYCB

=Þ

NQ // BC.

Ví dụ 5

Cho tam giác nhọn ABC có trực tâm là H nội tiếp 
[image: image140.wmf](

)
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, đường cao AD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của BC, AB. Gọi I, K lần lượt là hình chiếu vuông góc của B, C lên đường thẳng AO.

a) Chứng minh: I, D đối xứng nhau qua MN.

b) Đường thẳng IM cắt AC tại E . Chứng minh: 
[image: image141.wmf]BEAC

^

.

c) Chứng minh: Khi B, C cố định A di chuyển trên đường tròn 
[image: image142.wmf](

)

O

thì tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DIK là một điểm cố định.

d) Chứng minh: Khi B, C cố định A di chuyển trên đường tròn 
[image: image143.wmf](
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 hãy tìm giá trị lớn nhất của 
[image: image144.wmf]HAHBHC
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 .

Lời giải

[image: image1559.emf]D
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a) Do N là trung điểm của AB nên 
[image: image145.wmf]ONAB

^

 . Các điểm N, I, M cùng nhìn BO một góc bằng 90° nên suy ra 5 điểm B, N, O, I, M nằm trên đường tròn đường kính BO. Ta cũng có 
[image: image146.wmf]·
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 nên 4 điểm A, I, D, B cùng nằm trên đường tròn tâm N đường kính AB.

Ta có: 
[image: image147.wmf]·
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  (Liên hệ góc nội tiếp và góc ở tâm). Mặt khác 
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 (cùng chắn cung 
[image: image149.wmf]»
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). Suy ra 
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 nói cách khác NM là phân giác góc N của tam giác cân IND suy ra 
[image: image151.wmf]MNDI
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 tại trung điểm của DI. Hay MN là trung trực của ID.

b) Dựng 
[image: image152.wmf]BEAC

^

 . Ta chứng minh: E, I, M thẳng hàng. Ta thấy 4 điểm A, E, I, B nằm trên đường tròn tâm N đường kính AB. Suy ra 
[image: image153.wmf]·
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 (1) (cùng chắn cung EA). 
Ta có 
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  (do 
[image: image155.wmf]·
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cùng chắn cung BM và MN//AC) (2). Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image156.wmf]·
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 hay E, I, M thẳng hàng (đpcm).

c) Gọi P là trung điểm của AC. Chứng minh tương tự a) ta có PM cũng là trung trực của DK . Từ đó suy ra tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác DIK chính là trung điểm M của AC.

d) Dựng đường kính AS thì S, H, M thẳng hàng (tính chất quen thuộc, xem thêm ví dụ 1) suy ra 
[image: image157.wmf]AHOM
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 . Do BC cố định nên OM không đổi suy ra AH không đổi. Đặt 
[image: image158.wmf]·
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Trên tia đối của HB ta lấy điểm F sao cho HF = HC khi đó HB + HC =BF . 
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Để ý rằng: 
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 không đổi. Theo bài toán cung chứa góc ta suy ra điểm F thuộc cung chứa góc 
[image: image160.wmf]µ
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dựng trên đoạn BC nằm trên nửa mặt phẳng bờ BC chứa điểm A. Từ đó suy ra BF lớn nhất khi và chỉ khi BF là đường kính của đường tròn chứa cung chứa góc 
[image: image161.wmf]µ
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dựng trên đoạn BC. Tức là 
[image: image162.wmf]·
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, hay B,O, F thẳng hàng. Tức là tam giác ABC cân tại B khi đó giá trị lớn nhất của HA + HB + HC là: 
[image: image163.wmf]BC
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VII. TỨ GIÁC NỘI TIẾP

1. Tiêu chuẩn 1:

Tứ giác ABCD nội tiếp khi và chỉ khi tổng hai góc đối bằng 180°. Hệ quả: ABCD nội tiếp 
[image: image164.wmf]·
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 (Tứ giác ABCD nội tiếp khi và chỉ khi góc ngoài một đỉnh bằng góc trong đối diện với đỉnh đó)

Ví dụ 1

[image: image1561.png]


Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp 
[image: image165.wmf](

)

O

, các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại điểm H . Gọi M là trung điểm của BC .

a) Chứng minh: AEHF là tứ giác nội tiếp.

b) Đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF cắt đường thẳng AM tại K. Chứng minh: Các tứ giác EKMC, FKMB nội tiếp.

c) Chứng minh: BHKC nội tiếp.

Lời giải

a) Do BE, CF là các đường cao của tam giác ABC nên 
[image: image166.wmf]·
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 , suy ra 
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nên tứ giác AEHF nội tiếp. 

b) Do 4 điểm A, E, H, F nằm trên đường tròn 
[image: image168.wmf](
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I

 đường kính AH nên đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF cũng chính là đường tròn 
[image: image169.wmf](
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. Ta có 
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 (cùng chắn cung AE) (1). Mặt khác ta cũng có BFEC nội tiếp nên 
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 (2). Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image172.wmf]·
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nên tứ giác EKMC nội tiếp.

Tương tự ta cũng chứng minh được: Tứ giác FKMB nội tiếp hoặc có thể chứng minh theo cách khác như sau:

Ta có:
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suy ra 
[image: image174.wmf]·
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 nên tứ giác FKMB nội tiếp.

c) Ta có: 
[image: image175.wmf]·
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 (3)

Mặt khác tứ giác EKMC nội tiếp nên: 
[image: image176.wmf]·
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 (cùng chắn cung EC). Tứ giác BFEC nội tiếp 
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 nên 
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 (4), ngoài ra ta cũng có 
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 cùng phụ với 
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Từ (3), (4), (5) suy ra 
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  nên tứ giác BHKC nội tiếp.

Cách khác: 
[image: image182.wmf]·
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 suy ra ME là tiếp tuyến của 
[image: image183.wmf](
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. Từ đó ta có 
[image: image184.wmf]·
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  nên suy ra tứ giác BHKC nội tiếp.

Chú ý: Thông qua ví dụ này ta cũng có thêm một tính chất: Đường tròn ngoại tiếp tam giác HEF, HBC cắt nhau tại một điểm nằm trên AM.

[image: image1562.png]Hinn 2




Ví dụ 2

Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image185.wmf](

)
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có ba đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H, một điểm M di chuyển trên cung nhỏ BC (M ≠ B, C). Gọi P, Q lần lượt là các điểm đối xứng với M qua AB, AC.

a) Chứng minh: AHBP nội tiếp.

b) Chứng minh: P, H, N thẳng hàng.

c) Tìm vị trí điểm M trên cung nhỏ BC để PN lớn nhất.

Lời giải

a) Ta có: 
[image: image186.wmf]·
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 (tính chất đối xứng). 
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  hay 
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 . Suy ra AHBP là tứ giác nội tiếp. 

b) Chứng minh tương tự câu a ta thấy tứ giác AHCN nội tiếp. Theo câu a tứ giác AHBP nội tiếp nên ta có biến đổi góc sau: 
[image: image189.wmf]·
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, hay 
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  tức là N, H, P thẳng hàng.

c) Do ba điểm M, N, P nằm trên đường tròn tâm A bán kính AM suy ra 
[image: image191.wmf]·
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. Do đó NP lớn nhất khi và chỉ khi AM lớn nhất, lúc đó AM là đường kính của đường tròn 
[image: image192.wmf](
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.

Vậy độ dài đoạn NP lớn nhất khi và chỉ khi M là điểm đối xứng của A qua O.

Ví dụ 3

Cho hình bình hành ABCD 
[image: image193.wmf]µ
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  có hai đường chéo cắt nhau tại I. Gọi M là trung điểm của BC, đường thẳng AM cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC tại N, gọi H là hình chiếu vuông góc của C trên AB.

a) Chứng minh: Tứ giác ADNH nội tiếp.

b) Dựng các đường thẳng qua A lần lượt vuông góc với BC, CD, BD tại X, Y, Z. Chứng minh 4 điểm X, Y, I, Z nằm trên một đường tròn.

Lời giải

a) Để chứng minh: tứ giác ADNH nội tiếp ta chứng minh: 
[image: image194.wmf]·
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Ta có: 
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Mà 
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 nên suy ra MB = MH = MC suy ra 
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Vậy 
[image: image198.wmf]·
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 .

Ta cũng có: 
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Như vậy ta cần chứng minh: 
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 . Để ý rằng: 
[image: image201.wmf]DD
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[image: image202.wmf]MBAB
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  thay AB =CD, MH = MB suy ra 
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(1). Ta có:
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  Do 
[image: image205.wmf]·
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 suy ra 
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 (2). 

[image: image1564.png]


Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image207.wmf]DD
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 nên 
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  suy ra 
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 hay ADNH nội tiếp.

b) Từ các tứ giác XAZC, ABXY nội tiếp ta có biến đổi góc sau:
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 nên tứ giác XYIZ nội tiếp.

2. Tiêu chuẩn 2:

Tứ giác ABCD nội tiếp khi và chỉ khi có 2 đỉnh liên tiếp cùng nhìn một cạnh những góc bằng nhau:


[image: image211.wmf]·
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 ABCD là tứ giác nội tiếp.

Một số ví dụ tiêu biểu
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Ví dụ 1

Cho tam giác ABC có ba góc nhọn nội tiếp 
[image: image212.wmf](

)

O

, các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại điểm H. Gọi M là trung điểm của BC .

a) Chứng minh: BFEC là tứ giác nội tiếp.

b) Chứng minh: MEFD là tứ giác nội tiếp.

c) Gọi I là trung điểm AH , đường thẳng AH kéo dài cắt đường tròn tại giao điểm thứ 2 là N (N ≠ A). Chứng minh: BNEI là tứ giác nội tiếp.

Lời giải

a) Do BE, CF là các đường cao của tam giác ABC nên 
[image: image213.wmf]·
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 suy ra tứ giác BFEC là tứ giác nội tiếp (Hai đỉnh liên tiếp E, F cùng nhìn cạnh BC một góc bằng 90°).

b) Ta dễ dàng chứng minh được: các tứ giác BFHD, CEHD nội tiếp nên từ đó suy ra 
[image: image214.wmf]·
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 (1), 
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 (2), mặt khác theo a) ta cũng có: 
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 (3). Từ (1), (2), (3) suy ra 
[image: image217.wmf]·
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 (4). Lại có tứ giác BFEC nội tiếp đường tròn tâm M đường kính BC nên 
[image: image218.wmf]·
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 (5) (Tính chất góc ở tâm bằng 2 lần số đo góc nội tiếp chắn cùng một cung). Từ (4), (5) suy ra 
[image: image219.wmf]·
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 nên tứ giác EMDF nội tiếp.

Chú ý: Có thể chứng minh: 4 điểm E, M, D, F nằm trên đường tròn Ơle của tam giác.

c) Ta có: 
[image: image220.wmf]·
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 (6) (Tính chất góc ngoài tam giác cân AIE). Mặt khác ta cũng có:


[image: image221.wmf]·
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 (7). Từ (6) và (7) suy ra 
[image: image223.wmf]·

·
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 hay tứ giác BNEI nội tiếp (Có hai đỉnh liên tiếp I, B cùng nhìn cạnh EN các góc bằng nhau).

Ví dụ 2

Cho đường tròn 
[image: image224.wmf](
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và một điếm M nằm ngoài 
[image: image225.wmf](
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, qua M kẻ các tiếp tuyến MA, MB đến 
[image: image226.wmf](

)
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( A,B là các tiếp điểm), dựng cát tuyến MCD (MC < MD ) sao cho tia MD nằm giữa hai tia MO, MA . Gọi E là trung điểm của CD.

a) Chứng minh: 5 điếm M, A, E, O, B cùng nằm trên một đường tròn.

b) Đường thẳng qua E song song với BD cắt AB tại N. Chứng minh: AENC là tứ giác nội tiếp.

c) Đường thẳng AE cắt 
[image: image227.wmf](

)
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tại giao điểm thứ 2 là F. Chứng minh: BF // CD .

Lời giải:

a) Do E là trung điểm CD nên 
[image: image228.wmf]OECD
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 .
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Suy ra 
[image: image229.wmf]·
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 nên tứ giác MAEO nội tiếp (1). Lại có 
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 nên MAOB nội tiếp (2). Từ (1) và (2) ta suy ra 5 điểm M, A, E, O, B cùng nằm trên đường tròn đường kính MO.

b) Do EN // BD nên 
[image: image231.wmf]·
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 , lại có: 
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CDBCAB
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 cùng chắn cung CB nên suy ra 
[image: image233.wmf]·
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 hay AENC là tứ giác nội tiếp. 

c) Ta có: 
[image: image234.wmf]·
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  (3) (Tính chất góc nội tiếp và góc ở tâm + Tính chất 2 tiếp tuyến cắt nhau). Mặt khác do AEOM nội tiếp nên 
[image: image235.wmf]·

·
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=

 (4). Từ (3) và (4) suy ra 
[image: image236.wmf]·

·
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 , mà hai góc này đồng vị nên EC // BF .

Ví dụ 3

Cho tam giác ABC ngoại tiếp đường tròn 
[image: image237.wmf](

)

I

. Gọi E, F lần lượt là các tiếp điểm của 
[image: image238.wmf](
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 với AC, AB. Đường thẳng BI, CI cắt EF lần lượt tại M, N.

a) Chứng minh: E, M, C, I cùng nằm trên một đường tròn

b) Chứng minh: 4 điểm B, C, N, M cùng nằm trên một đường tròn.

Lời giải

[image: image1567.png]


a) Ta có: 
[image: image239.wmf]·
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 (1) (Tính chất góc ngoài của tam giác BIC). 

Ta cũng có: 
[image: image240.wmf]·
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(2). 

Từ (1) và (2) ta suy ra 
[image: image241.wmf]·

·
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 hay MEIC là tứ giác nội tiếp.

b) MEIC là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image242.wmf]·
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 (3). Chứng minh tương tự câu a) ta có BFNI là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image243.wmf]·
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 (4). Từ (3), (4) ta suy ra 
[image: image244.wmf]·
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 nên BNMC là tứ giác nội tiếp.

Ví dụ 4

Cho hình bình hành ABCD có 
[image: image245.wmf]µ
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 . Đường phân giác trong góc A cắt cạnh BC tại P, cắt CD tại Q. Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác CPQ. Chứng minh 4 điểm B, D, O, C cùng nằm trên một đường tròn. 

Lời giải

[image: image1568.png]


Do ABCD là hình bình hành và 
[image: image246.wmf]·

·
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  suy ra 
[image: image247.wmf]·
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 hay CPQ cân tại C suy ra ABP cân tại P hay AB = BP = CD (4).

Ta cũng có: 
[image: image248.wmf]·
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 (5), chú ý rằng: OP = OC (6).

Từ (4), (5), (6) suy ra ∆BPO = ∆DCO 
[image: image249.wmf]·

·
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 hay 4 điểm B, D, O, C cùng nằm trên một đường tròn.

Ví dụ 5

Cho tứ giác ABCD nội tiếp 
[image: image250.wmf](

)

O

, hai đường chéo AC, BD cắt nhau tại P. Q, R là hai điểm bất kỳ trên cung CD không chứa A, B. RA, RC lần lượt cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác PQR tại L, K khác R. PK, PL lần lượt cắt BC, AD tại M, N.

a) Chứng minh: P, Q, N, D cùng nằm trên một đường tròn.

b) Chứng minh: BC, AD cắt nhau trên đường tròn ngoại tiếp tam giác QMN .

Lời giải:

[image: image251.png]



a) Các tứ giác PQLR, ABQR, ABQD nội tiếp nên ta có biến đổi góc sau:


[image: image252.wmf]·
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 nên NPQD là tứ giác nội tiếp.

b) Gọi S là giao điểm của BC, AD. Ta chứng minh tứ giác SMQN nội tiếp.

[image: image1569.png]


Thật vậy từ các tứ giác NPQD, BCQR và RQKP nội tiếp ta có biến đổi góc: 
[image: image253.wmf]·
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 nên MBPQ là tứ giác nội tiếp. Từ đó suy ra 
[image: image254.wmf]·
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 suy ra SMQN là tứ giác nội tiếp. Suy ra đpcm.

3. Tiêu chuẩn 3:

Cho 2 đuờng thẳng cắt nhau tại M

+Nếu 
[image: image255.wmf](
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 sao cho 
[image: image256.wmf]MA.MBMC.MD

=

thì ABCD là tứ giác nội tiếp (Hình 1).

[image: image1570.png]


Thật vậy: 
[image: image257.wmf]MA.MBMC.MD
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[image: image258.wmf]DD
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[image: image259.wmf]·
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  suy ra ABCD nội tiếp.

+ Nếu 
[image: image260.wmf]MA.MCMB.MD
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thì ABCD là tứ giác nội tiếp (Hình 2) 

Thật vậy: 
[image: image261.wmf]MA.MCMB.MD
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image262.wmf]DD
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image263.wmf]·
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 suy ra ABCD nội tiếp.

Ví dụ 1

Cho đường tròn 
[image: image264.wmf](
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 và một điểm M nằm ngoài 
[image: image265.wmf](
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, qua M kẻ tiếp tuyến MA đến 
[image: image266.wmf](
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và cát tuyến MCD sao cho MC < MD. Dựng 
[image: image267.wmf]AHMO

^

 . Chứng minh: Tứ giác CHOD nội tiếp.

Lời giải

[image: image1571.png]


Do MA là tiếp tuyến của 
[image: image268.wmf](
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và 
[image: image269.wmf]AHMO
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Theo hệ thức lượng trong tam giác vuông MAO ta có:

[image: image270.wmf]MAMH.MO
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 (1)

Mặt khác ta cũng có: 
[image: image271.wmf]·
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 suy ra

[image: image272.wmf]DD
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 nên 
[image: image273.wmf]MAMC
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 (2). 
Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image274.wmf]MC.MDMH.MO

=

hay CHOD là tứ giác nội tiếp (tiêu chuẩn 3). 

Ví dụ 2

Cho tam giác ABC có 3 góc nhọn nội tiếp 
[image: image275.wmf](
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, các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H, đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF cắt 
[image: image276.wmf](

)
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tại điểm thứ 2 là N khác A, AN cắt BC tại M.

a) Chứng minh: M, E, F thẳng hàng.

b) Đoạn ME cắt 
[image: image277.wmf](
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 tại X. Chứng minh: AX là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác XHD.

Lời giải

[image: image1572.png]


a) Đường tròn ngoại tiếp tam giác AEF có tâm là trung điểm I của AH, ta kí hiệu là 
[image: image278.wmf](
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Giả sử MF cắt 
[image: image279.wmf](

)
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 tại E1 thì ANFE1 nội tiếp nên suy ra MN.MA = MF.ME1. 
Mặt khác ANBC nội tiếp nên MN.MA = MB.MC
Từ đó suy ra MF.ME1 = MB.MC hay BFE1C nội tiếp. Suy ra 
[image: image280.wmf]EE

º
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 (hai đường tròn cắt nhau tối đa tại 2 điểm) hay M, E, F thẳng hàng.

b) ME cắt 
[image: image281.wmf](
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tại giao điểm thứ 2 là Y thì 
[image: image282.wmf]OAXY

^

 (Tính chất quen thuộc, dành cho hs) suy ra tam giác AXY cân tại A nên 
[image: image283.wmf]·
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  mặt khác 
[image: image284.wmf]·
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  nên 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image286.wmf]DD

AXFABX

∽

 suy ra 
[image: image287.wmf]AXAF.AB
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. Mặt khác BDHF là tứ giác nội tiếp nên  
[image: image288.wmf]=
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 từ đó suy ra 
[image: image289.wmf]2
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 hay AX là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác XHD.

Ví dụ 3

Cho tam giác nhọn ABC đường cao AH. Đường tròn 
[image: image290.wmf](
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 đường kính AH cắt AB, AC lần lượt tại D, E. Đường thẳng ED cắt BC tại điểm M. Đường thẳng MO cắt AB, AC tại N và P.

a) Chứng minh: 
[image: image291.wmf]MHMB.MC
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.

b) Chứng minh: OP = ON.

c) Đường thẳng DE cắt HN, HP lần lượt tại R, Q. Chứng minh: BR, CQ, AH đồng quy. 

Lời giải

[image: image1573.png]


a) Vì 4 điểm A, D, H, E cùng nằm trên đường tròn 
[image: image292.wmf](
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đường kính AH nên MH là tiếp tuyến của 
[image: image293.wmf](
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 suy ra 
[image: image294.wmf]MHMD.ME
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 (1)

Để chứng minh: 
[image: image295.wmf]MHMB.MC
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 ta sẽ chứng minh: BDEC là tứ giác nội tiếp.

Thật vậy: Ta có: 
[image: image296.wmf]·
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 cùng phụ với 
[image: image297.wmf]·
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 mà 
[image: image298.wmf]·
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  hay BDEC là tứ giác nội tiếp, suy ra MD.ME = MB.MC (2). 

Từ (1) và (2) ta suy ra 
[image: image299.wmf]MHMB.MC
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.

b) Dựng 
[image: image300.wmf]HKMO
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 thì 
[image: image301.wmf]MHMK.MO
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, mặt khác 
[image: image302.wmf]MHMD.ME
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 suy ra MK.MO = MD.ME hay DKOE nội tiếp suy ra 
[image: image303.wmf]·

·
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  nên suy ra 
[image: image304.wmf]·
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 . Lại có tứ giác HKPE nội tiếp nên 
[image: image305.wmf]·
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 , suy ra 
[image: image306.wmf]·
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  suy ra HP // AB nên tam giác 
[image: image307.wmf]POHNOAOPON

DD
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.

c) Ta có 
[image: image308.wmf]·
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 nên QECH là tứ giác nội tiếp suy ra 
[image: image309.wmf]·
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 hay 
[image: image310.wmf]CQHPCQAB
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 . Chứng minh tương tự ta cũng có: 
[image: image311.wmf]DRAC

^

 hay BR, CQ, AH đồng quy.

Ví dụ 4

[image: image1574.png]


Cho đường tròn 
[image: image312.wmf](
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 và điểm A nằm ngoài đường tròn đó. Kẻ các tiếp tuyến AB, AC với đường tròn 
[image: image313.wmf](
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 (B, C là các tiếp điểm). Gọi I là giao điểm của OA và BC. Kẻ dây cung DE của đường tròn 
[image: image314.wmf](
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 qua I.

a) Chứng minh rằng 4 điểm A, D, O, E cùng nằm trên một đường tròn.

b) Chứng minh rằng 
[image: image315.wmf]·

·
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Lời giải
a) Ta thấy bốn điểm B, D, C, E cùng nằm trên đường tròn 
[image: image316.wmf](
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nên 
[image: image317.wmf]ID.IEIB.ICIB
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 (1). Sử dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông ABO với BI là đường cao ta có: 
[image: image318.wmf]IBIA.IO
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 (2). Từ (1) và (2) ta thu được ID.IE = IA.IO. Chứng tỏ bốn điểm A, D, O, E cùng nằm trên một đường tròn.

b) Từ câu a ta thấy 
[image: image319.wmf]·

·
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  (cùng chắn 
[image: image320.wmf]»
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); 
[image: image321.wmf]·

·
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 (cùng chắn 
[image: image322.wmf]»

OD

). Do tam giác ODE cân tại O nên 
[image: image323.wmf]·
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. Do đó 
[image: image324.wmf]·

·
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 (3). Chú ý AO là tia phân giác của góc 
[image: image325.wmf]·

BAC

 , từ (3) suy ra 
[image: image326.wmf]·

·

BAECAD

=

 (4). Từ (3), (4) suy ra 
[image: image327.wmf]·
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(đpcm).

4. Đường tròn Ơ - le của tam giác

Cho tam giác nhọn ABC nội tiếp 
[image: image328.wmf](
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 có các đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. Gọi X, M, Y, I, Z, T lần lượt là trung điểm của AB, BC, AC, HA, HB, HC. Khi đó 9 điểm D, E, F, X, M, Y, I, Z, T nằm trên cùng một đường tròn có tâm là trung điểm của OH (gọi là đường tròn ơle của tam giác ABC).

[image: image1575.png]


Chứng minh: Ta có IZ là đường trung bình của tam giác ABH 
[image: image329.wmf]IZAB
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 , YM là đường trung bình tam giác ABC nên 
[image: image330.wmf]YMAB
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. Từ đó suy ra 
[image: image331.wmf]IZYM
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IZMY là hình bình hành. Lại có ZM là đường trung bình của tam giác BHC nên ZM//CH mà 
[image: image332.wmf]ABCH

^

 suy ra 
[image: image333.wmf]ZMIZ
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vậy tứ giác IZMY là

hình chữ nhật nên hai đường chéo IM, ZY cắt nhau tại trung điểm J của mỗi đường. 

Tương tự ta cũng chứng minh được các tứ giác XITM, XYTZ là các hình chữ nhật nên suy ra các đường chéo IM, ZY, TX đồng quy tại trung điểm J của mỗi đường.

Chú ý rằng: IDM, ZEY, TFX lần lượt vuông tại D, E, F nên tâm vòng tròn ngoại tiếp chính là trung điểm J của các cạnh huyền tương ứng. Suy ra 9 điểm D, E, F, X, Y, M, I, Z, T cùng nằm trên đường tròn  tâm J. Ta cũng có: 
[image: image334.wmf]OMAHIH
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 nên tứ giác IHMO là hình bình hành, suy ra hai đường chéo IM, HO cắt nhau tại trung điểm mỗi đường. Nói cách khác điểm J cũng chính là trung điểm của HO . Nếu A' là điểm đối xứng với A qua J thì AHA'O là hình bình hành ta dễ dàng suy ra A' đối xứng với O qua M.

Ví dụ 1

Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image335.wmf](
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AD là đường kính của 
[image: image336.wmf](
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. M là trung điểm của BC, H là trực tâm của tam giác. Gọi X, Y, Z lần lượt là hình chiếu vuông góc của điểm D lên HB, HC, BC. Chứng minh 4 điểm X, Y, Z, M cùng thuộc một đường tròn. 

Lời giải

Phân tích: M là trung điểm BC 
[image: image337.wmf]Þ

 M cũng là trung điểm của HD (Bài toán quen thuộc).

X, Y, Z lần lượt là hình chiếu vuông góc của điểm D lên HB, HC, BC kết hợp tính chất điểm M làm ta liên tưởng đến đường tròn ơle của một tam giác: Từ những cơ sở đó ta có lời giải như sau:[image: image1576.png]



+ Giả sử HB cắt DY tại I, HC cắt DX tại K, J là trung điểm của IK. Ta dễ chứng minh được BHCD là hình bình hành suy ra hai đường chéo HD, BC cắt nhau tại trung điểm M của mỗi đường. Vì 
[image: image338.wmf]DXHI,DIHC

^^

 suy ra K là trực tâm của tam giác IHD nên 
[image: image339.wmf]·
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  (chú ý HI // CD) và 
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 (cùng phụ với góc 
[image: image341.wmf]·
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Từ đó suy ra 
[image: image342.wmf]DD
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+ Mặt khác CM, DJ là hai trung tuyến tương ứng của tam giác CHD và KID, như vậy ta có 


[image: image343.wmf]DD
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 . Từ đó suy ra 
[image: image345.wmf]DJBC
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 tại Z hay Z thuộc đường tròn đường kính MJ . Ta thấy rằng, đường tròn đường kính MJ là đường tròn ơle của tam giác IHD .

Từ đó ta có: X, Y, Z, M đều cùng nằm trên đường tròn đường kính MJ. Đó là điều phải chứng minh.

Ví dụ 2

Cho hai điểm A, B cố định và điểm C di động trên mặt phẳng sao cho 
[image: image346.wmf]·
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 . Đường tròn tâm  I nội tiếp tam giác ABC tiếp xúc với các cạnh AB, BC, CA lần lượt tại D, E, F. Các đường thẳng AI, BI cắt EF lần lượt tại M, N. Chứng minh:

a) Đoạn thẳng MN có độ dài không đổi.

b) Đường tròn ngoại tiếp tam giác DMN luôn đi qua điểm cố định.(VMO-2009)

Lời giải

[image: image1577.png]


a) Xét tứ giác IEMB ta có: 
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 (Tính chất góc ngoài). 

Ta cũng có: 
[image: image348.wmf]·
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. Từ đó suy ra IEMB là tứ giác nội tiếp, do đó: 
[image: image349.wmf]·
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 . Tương tự ta cũng chứng minh được 4 điểm I, N, A, F cùng nằm trên một đường tròn suy ra 
[image: image350.wmf]·
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. Từ đó suy ra 
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 hay 4 điểm B, C, M, N nằm trên đường tròn tâm J đường kính AB .

Ta có: 
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Ta có: 
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 không đổi.

b) Giả sử AN cắt BM tại H thì I là trực tâm của tam giác AHB. Đường tròn ngoại tiếp tam giác DMN chính là đường tròn ơle của tam giác HAB . Suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác DMN luôn đi qua trung điểm J của AB. Như vậy đường tròn ngoại tiếp tam giác DMN luôn đi qua điểm cố định là J.

Ví dụ 3

Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image354.wmf](
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và điểm P di chuyển trên 
[image: image355.wmf](
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. Đường thẳng qua P song song với BC cắt CA tại P. Gọi K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác PCE và L là tâm đường tròn ơle của tam giác PBC . Chứng minh: Đường thẳng qua L song song với PK luôn đi qua một điểm cố định khi P di chuyển trên 
[image: image356.wmf](
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.

Lời giải
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Gọi H, N lần lượt là trực tâm, tâm đường tròn ơle của tam giác ABC, M là trung điểm BC. G là điểm đối xứng với P qua L.

Theo kết quả quen thuộc về tâm đường tròn ơle thì G đối xứng với O qua BC.

Gọi Q là giao điểm của AH với 
[image: image357.wmf](

)

O

.

Do PE // BC nên 
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[image: image359.wmf]·

·

(

)

·

·

·

·

CPKCKPCEPACBCAQCPQ

=°-=°-=°-==

1

1809090

2

 nên P, K, Q thẳng hàng.

Đường thẳng qua L song song với PK cắt GQ tại J thì J là trung điểm của QG, do H đối xứng Q qua BC nên OHQG là hình thang cân và NJ là đường trung bình của hình thang. Suy ra J đối xứng với N qua BC. Suy ra đường thẳng qua L song song với PK luôn đi qua một điểm cố định là điểm J đối xứng với tâm ơle của tam giác ABC qua BC. 

5. Đường tròn Apollonius

Bài toán

Bài toán: Cho đoạn thẳng AB = a, k là số cho trước 
[image: image360.wmf](
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, M là điểm chuyển động trong mặt phẳng sao cho 
[image: image361.wmf]MA
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. Tìm quỹ tích điểm M.

Lời giải
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Phần thuận: Giả sử (MA > MB). Dựng MD, ME lần lượt là các phân giác trong và phân giác ngoài của 
[image: image362.wmf]·
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Theo tính chất phân giác ta có
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 , tương tự 
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. Suy ra các điểm E, D cố định, 
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suy ra M thuộc đường tròn đường kính [image: image1580.png]


DE.

Phần đảo: Lấy điểm M' trên đường tròn đường kính DE. Ta chứng minh: M'D là phân giác của góc 
[image: image367.wmf]·
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 . Qua B kẻ các đường thẳng vuông góc với D'M cắt M'D và MA tại H, K 
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Mặt khác ta cũng có 
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Suy ra 
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∆MBK cân suy ra M'D là phân giác của góc 
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 M'E là phân giác ngoài của góc 
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Ví dụ 1

Cho tam giác ABC nội tiếp 
[image: image374.wmf](
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 và điểm M thay đổi trên cung BC không chứa A . Gọi I, J là tâm đường tròn nội tiếp các tam giác ABM, CAM . Chứng minh: Đường tròn ngoại tiếp tam giác MIJ luôn đi qua một điểm cố định.

Lời giải

[image: image1581.png]


Gọi N là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp tam giác MIJ với 
[image: image375.wmf](
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, MI cắt 
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tại E, MJ cắt 
[image: image377.wmf](
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tại D . 

Ta có EA = EB, DA = DC. 
Mặt khác ta cũng có tính chất quen thuộc: EA = EB = EI và DA = DC = DJ. 
Tam giác NIE và NJD có 
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 nên suy ra 
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suy ra 
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 (không đổi). Suy ra N thuộc đường tròn Apollonius dựng trên đoạn ED với tỷ số 
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. Hay N là giao điểm của đường tròn Apollonius với đường tròn 
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Ví dụ 2

Cho tam giác ABC (AB >AC) và điểm M nằm trong tam giác sao cho 
[image: image384.wmf]MBAB
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 . Gọi N là điểm đối xứng với M qua BC. Chứng minh: 
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Lời giải

Gọi AE, AF lần lượt là các đường phân giác trong, phân giác ngoài góc A của tam giác ABC.

Theo giả thiết và tính chất của đường phân giác ta có:
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Suy ra 5 điểm M, N, A, E, F cùng nằm trên đường tròn Apollonius xác định bởi BC và tỷ số 
[image: image387.wmf]AB

AC


.

Vì M, N đối xứng nhau qua BC nên M, N đối xứng nhau qua đường kính EF của đường tròn nói trên. Do đó 
[image: image388.wmf]·
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 (1). Mặt khác AE là phân giác của góc 
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 nên 
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 (2). Từ (1), (2) suy ra 
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B.BÀI TOÁN THƯỜNG GẶP TRONG ĐỀ HSG VÀ TOÁN CHUYÊN

Bài 1. Cho hình hành ABCD có đỉnh D nằm trên đường tròn đường kính AB. Kẻ BN và DM cùng vuông góc với đường chéo AC. Chứng minh rằng:

a) Tứ giác CBMD là tứ giác nội tiếp.

b) Khi điểm D di động trên đường tròn thì 
[image: image392.wmf]·
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c) 
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Bài 2. Cho hai đường tròn 
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 và 
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 cắt nhau tại A và B. Các tiếp tuyến tại A của đường tròn 
[image: image396.wmf](
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 và 
[image: image397.wmf](
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 cắt đường tròn 
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 và 
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 theo thứ tự tại C và D. Gọi P và Q lần lượt là trung điểm của các dây AC và AD. Chứng minh rằng:

a) Hai tam giác ABD và CBA đồng dạng.

b) 
[image: image400.wmf]·
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c) Tứ giác APBQ nội tiếp.

Bài 3. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn 
[image: image401.wmf](
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. Đường tròn ngoại tiếp tam giác OBC cất AB và AC thứ tự tại D và E. Chứng minh AO vuông góc với DE.

Bài 4. Cho hai vòng tròn 
[image: image402.wmf](
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 và 
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 tiếp xúc ngoài nhau tại điểm T. Hai vòng tròn này nằm trong vòng tròn 
[image: image404.wmf](

)

3

O

 và tiếp xúc với 
[image: image405.wmf](
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 tương ứng tại M và N. Tiếp tuyến chung tại T của 
[image: image406.wmf](
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 và 
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 cắt 
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 tại P. PM cắt vòng tròn 
[image: image409.wmf](
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 tại điểm thứ hai A và MN cắt 
[image: image410.wmf](
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 tại điểm thứ hai B. PN cắt vòng tròn 
[image: image411.wmf](
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 tại điểm thứ hai D và MN cắt 
[image: image412.wmf](
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 tại điểm thứ hai C.

a) Chứng minh rằng tứ giác ABCD là tứ giác nội tiếp.

b) Chứng minh rằng các đường thẳng AB, CD và PT đồng quy.

Bài 5. Từ điểm A nằm ngoài đường tròn tâm O kẻ hai tiếp tuyến AB và AC (B và C là các tiếp điểm). Gọi M là điểm bất kì trên cung nhỏ BC của đường tròn 
[image: image413.wmf](
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 (M khác B và C). Tiếp tuyến qua M cắt AB và AC tại E và F. Đường thẳng BC cắt OE và OF ở P và Q. Chứng minh rằng:

a) Tứ giác OBEQ, OCFP là các tứ giác nội tiếp.

b) Tứ giác PQFE là tứ giác nội tiếp.

c) Tỉ số 
[image: image414.wmf]PQ

FE

 không đổi khi M di chuyển trên đường tròn.

Bài 6. Cho tam giác ABC, D và E là các tiếp điểm của đường tròn nội tiếp với các cạnh AB và AC. Chứng minh đường phân giác trong của góc B, đường trung bình của tam giác song song với cạnh AB và đường thẳng DE đồng quy.

Bài 7. Cho đưòng tròn 
[image: image415.wmf](
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OR

 đường kính AB cố định và đường kính CD quay quanh điểm O. Các đường thẳng AC và AD cắt tiếp tuyến tại B của đường tròn theo thứ tự tại E và F.

1. Chứng minh rằng tứ giác CDFE nội tiếp đường tròn.

2. Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác CDFE. Chứng minh rằng điểm I di động trên đường thẳng cố định khi đường kính CD quay quanh điểm O.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Trà Vinh, năm học 2009 - 2010)

Bài 8. Cho tam giác ABC vuông tại A và D là một điểm trên cạnh AC (Khác với A và C). Vẽ đường tròn tâm D tiếp xúc với BC tại E. Từ B kẻ tiếp tuyến thứ hai BF với đường tròn 
[image: image416.wmf](
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D

. Gọi M là trung điểm của BC, N là giao điểm của BF và AM. Chứng minh năm điểm A, B, E, D, F cùng nằm trên một đường tròn và 
[image: image417.wmf]ANNF
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(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Vĩnh Long, năm học 2009 -2010)

Bài 9. Cho hai đường tròn 
[image: image418.wmf](
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 và 
[image: image419.wmf](
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 cắt nhau tại hai điểm phân biệt A và B. Từ một điểm C thay đổi trên tia đối của tia AB, vẽ các tiếp tuyến CD, CE với đường tròn tâm O (D; E là các tiếp điểm và E nằm trong đường tròn tâm 
[image: image420.wmf]O
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). Hai đường thẳng AD và AE cắt đường tròn tâm 
[image: image421.wmf]O
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 lần lượt tại M và N (M, N khác với điểm). Đường thẳng DE cắt MN tại 1. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image422.wmf]..
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b) Khi điểm C thay đổi thì đường DE luôn đi qua một điểm cố định.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Nghệ An, năm học 2009 - 2010)

Bài 10. Cho tam giác ABC vuông tại A. Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC, tiếp xúc với CA và CB lần lượt tại M và N. Đường thẳng MN cắt đường thẳng AI tại P. Chứng minh rằng góc IPB vuông.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Gia Lai, năm học 2009 - 2010)

Bài 11. Cho đường tròn 
[image: image423.wmf](
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 và dây AB cố định, 
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. Điểm P di động trên dây AB (P khác A và B). Gọi 
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 là đường tròn đi qua P và tiếp xúc với đường tròn 
[image: image426.wmf](
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OR

 tại A, 
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 là đường tròn đi qua P và tiếp xúc với 
[image: image428.wmf](
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OR

 tại B. Hai đường tròn 
[image: image429.wmf](
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 và 
[image: image430.wmf](
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 cắt nhau tại điểm thứ hai M. 

a) Trong trường hợp P không trùng với trung điểm dây AB, chứng minh 
[image: image431.wmf]//

OMCD

 và 4 điểm C, D, O, M cùng thuộc một đường tròn;

b) Chứng minh khi P di động trên dây AB thì điểm M di động trên đường tròn cố định và đường thẳng MP luôn đi qua một điểm cố định N;

c) Tìm vị trí của P để tích PM.PN lớn nhất? Diện tích tam giác AMB lớn nhất.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Phú Thọ, năm học 2009 - 2010)

Bài 12. Cho tam giác ABC 
[image: image432.wmf](
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 nội tiếp đường tròn 
[image: image433.wmf](

)

O

 có AD là phân giác góc 
[image: image434.wmf]·
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, tia AD cắt đường tròn tại điểm E (E khác A). Kẻ đường kính EF của đường tròn 
[image: image435.wmf](
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. Gọi P là một điểm nằm giữa A và D. Tia FP cắt đường tròn 
[image: image436.wmf](
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 tại Q khác F. Đường thẳng qua P vuông góc với AD cắt CA, AB lần lượt tại M, N.

a) Chứng minh rằng các tứ giác PQBN, PQCM là tứ giác nội tiếp.

b) Giả sử QN và PC cắt nhau tại một điểm thuộc đường tròn 
[image: image437.wmf](
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. Chứng minh rằng QM và PB cũng cắt nhau tại một điểm thuộc đường tròn 
[image: image438.wmf](
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Bài 13. Cho tam giác ABC có 3 góc nhọn nội tiếp 
[image: image439.wmf](
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 có 
[image: image440.wmf]ABAC
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. Vẽ 3 đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC cắt nhau tại H, AD cắt 
[image: image441.wmf](
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 tại K và cắt EF tại I.

a) Chứng minh rằng: BC là trung trực của HK và 
[image: image442.wmf]..
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b) Chứng minh rằng : Các tứ giác DHEC, BFIK nội tiếp được;

c) Chứng minh rằng: 
[image: image443.wmf]KCBKEF
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;

d) Đường thẳng qua E song song với AD cắt BK tại M. Chứng minh rằng: 3 điểm F, D, M thẳng hàng;

Bài 14. Cho tam giác ABC nhọn với 
[image: image444.wmf]ABAC
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 có AD là đường phân giác. Đường thẳng qua C song song với AD cắt đường trung trực của AC tại E. Đường thẳng qua B song song với AD cắt đường trung trực của AB tại F.

a) Chứng minh rằng tam giác ABF đồng dạng với tam giác ACE.

b) Chứng minh rằng các đường thẳng BE, CF, AD đồng quy tại một điểm, gọi điểm đó là G.

c) Đường thẳng qua G song song với AE cắt đường thẳng BF tại Q. Đường thẳng QE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác GEC và P khác E. Chứng minh rằng các điểm A, P, G, Q, F cùng thuộc một đường tròn.

Bài 15. Cho tam giác ABC có 
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 là góc lớn nhất. Các điểm P, Q thuộc cạnh BC sao cho 
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. Gọi M, N lần lượt là các điểm đối xứng của A qua P; Q. Chứng minh rằng BN và CM cắt nhau tại một điểm thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

(Thi vô địch Toán Quốc Tế IMO, năm 2014)

Bài 16. Cho 19 điểm nằm trong hay trên cạnh của một lục giác đều cạnh bằng 4 cm. Chứng minh rằng luôn tồn tại 2 trong số 19 điểm đã cho mà khoảng cách giữa chúng không vượt quá 
[image: image448.wmf]43

3

 cm.

(thi học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Hưng Yên, năm học 2013 - 2014)

Bài 17. Cho hình thang ABCD vuông góc tại A và B, M là trung điểm của AB. Đường thẳng qua A vuông góc với MD cắt đường thẳng qua B vuông góc với MC tại N. Chứng minh 
[image: image449.wmf]MNCD

^

.

(tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán. Đại học sư phạm TP. Hồ Chí Minh, năm học 2015 - 2016)

Bài 18. Cho tam giác ABC 
[image: image450.wmf](

)

ABAC
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 có các góc nhọn, nội tiếp trong đường tròn tâm O. Gọi M là trung điểm cạnh BC, E là điểm chính giữa của cung nhỏ BC, F là điểm đối xứng của E qua M.

a) Chứng minh rằng 
[image: image451.wmf]2

.

EBEFEO

=

;

b) Gọi D là giao điểm của AE và BC. Chứng minh các điểm A, D, O, F cùng thuộc một đường tròn.

c) Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC và P là điểm thay đổi trên đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC sao cho P, O, F không thẳng hàng. Chứng minh rằng tiếp tuyến tại P của đường tròn ngoại tiếp tam giác POF đi qua một điểm cố định.

(tuyển sinh lớp 10, trường phổ thông Năng khiếu Đại học Quốc gia TP. Hồ Chí Minh, năm học 2015-2016)

Bài 19. Cho tam giác nhọn ABC 
[image: image452.wmf](
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, M là trung điểm cạnh BC, O là tâm của đưòng tròn ngoại tiếp tam giác. Các đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC đồng quy tại H. Các tiếp tuyến với 
[image: image453.wmf](

)

O

 tại B và C cắt nhau tại S. Gọi X, Y lần lượt là giao điểm của đường thẳng EF với các đường thẳng BS, AO. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image454.wmf]MXBF

^

.

b) Hai tam giác SMX và DHF đồng dạng.

c) 
[image: image455.wmf]EFBC

FYCD

=

.

(tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, Đại học sư phạm Hà Nội, năm học 2015 - 2016)

Bài 20. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image456.wmf](

)

O

, H là trung điểm của BC. M là điểm bất kì thuộc đoạn thẳng BH (M khác B). Lấy điểm N thuộc đoạn thẳng CA sao cho 
[image: image457.wmf]CNBM

=

. Gọi I là trung điểm của MN.

1) Chứng minh bốn điểm O, M, H, I cùng thuộc một đường tròn.

2) Gọi P là giao điểm của OI và AB. Chứng minh tam giác MNP là tam giác đều.

3) Xác định vị trí của điểm M để tam giác IAB có chu vi nhỏ nhất.

(tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, TP. Hà Nội, năm học 2014 - 2015)

Bài 21. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image458.wmf](
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 và điểm P nằm trong tam giác thỏa mãn 
[image: image459.wmf]PBPC
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. D là điểm thuộc cạnh BC (D khác B và D khác C) sao cho P nằm trong đường tròn ngoại tiếp tam giác DAB và đường tròn ngoại tiếp tam giác DAC. Đường thẳng PB cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác DAB tại E khác B. Đường thẳng PC cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác DAC tại F khác C.

1) Chứng minh bốn điểm A, E, P, F cùng nằm trên một đường tròn .

2) Giả sử đường thẳng AD cắt đường tròn 
[image: image460.wmf](
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O

 tại Q khác A, đường thẳng AF cắt đường thẳng QC tại L. Chứng minh tam giác ABE đồng dạng với tam giác CLF.

3) Gọi K là giao điểm của đường thẳng AE và đường thẳng QB. Chứng minh:


[image: image461.wmf]·
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.

(tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, ĐHKHTN, Đại học Quốc Gia Hà Nội, năm học 2014 - 2015)

Bài 22. Cho đường tròn 
[image: image462.wmf](

)

;

OR

 và dây cung BC không đi qua tâm. Gọi A là điểm chính giữa của cung nhỏ BC. Góc nội tiếp 
[image: image463.wmf]·
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 quay quanh điểm A và có số đo bằng 
[image: image464.wmf]a

 không đổi sao cho E, F khác phía với điểm A so với BC; AF và AE cắt đường thẳng BC lần lượt tại M và N. Lấy điểm D sao cho tứ giác MNED là hình bình hành.

a) Chứng minh MNEF là tứ giác nội tiếp.

b) Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác MDF. Chứng minh rằng khi góc nội tiếp 
[image: image465.wmf]·
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 quay quanh điểm A thì I chuyển động trên một đường thẳng cố định.

c) Tìm độ dài nhỏ nhất của đoạn thẳng OI khi 
[image: image466.wmf]60
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 và 
[image: image467.wmf]BCR
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.

(thi hoc sinh giỏi lớp 9, tỉnh Phú Thọ, năm học 2013 - 2014)

Bài 23. Cho 3 điểm A, B, C cố định nằm trên một đường thẳng d (B nằm giữa A và C). Vẽ đường tròn tâm O thay đổi nhưng luôn đi qua B và C (O không thuộc đường thẳng d). Kẻ AM và AN là các tiếp tuyến với đường tròn tâm O tại M và N. Gọi I là trung điểm của BC, AO cắt MN tại H và cắt đường tròn tại các điểm P và Q (P nằm giữa A và O), BC cắt MN tại K.

1. Chứng minh 4 điểm O, M, N, I cùng nằm trên một đường tròn.

2. Chứng minh điểm K cố định khi đường tròn tâm O thay đổi.

3. Gọi D là trung điểm của HQ, từ H kẻ đường thẳng vuông góc với MD cắt đường thẳng MP tại E. Chứng minh P là trung điểm của ME.

(thi học sinh giỏi lớp 9, tinh Thanh Hóa, năm học 2014 - 2015)

HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP SỐ

1.

a) AB là đường kính đường tròn 
[image: image468.wmf](
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 mà 
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 (so le trong) 
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. Mặt khác 
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 suy ra: 
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 do đó tứ giác CBMD nội tiếp đường tròn đường kính CD.

[image: image1583.png]Hink 1



Nhận xét. Ngoài cách giải trên, chúng ta có thể giải theo hướng sau: 
• Ta có: 
[image: image473.wmf]·

·
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.

Suy ra điều phải chứng minh.

• Ta có: 
[image: image474.wmf]·
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; 
[image: image475.wmf]·

·

DABDCB

=


Mà
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Suy ra điều phải chứng minh.

b) Khi điểm D di động trên đường tròn 
[image: image477.wmf](
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 thì tứ giác CBMD luôn là tứ giác nội tiếp

Suy ra 
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 (điều phải chứng minh).

c) Do 
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 thuộc 
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Ta có: 
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 (góc nội tiếp) mà 
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Mặt khác 
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 (cùng chắn cung DN)

Suy ra: 
[image: image485.wmf]ACDBDN

DD
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 (g.g) 
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2.

a) Áp dụng hệ quả góc tạo bởi tia tiếp tuvến và dây cung, ta có:
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, 
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Suy ra: 
[image: image489.wmf]ABDCBA

DD
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  (g.g).

b) Vì 
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, suy ra: 
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Mà 
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Lại có: 
[image: image495.wmf]·
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Suy ra: 
[image: image496.wmf]BQDAPB
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 (c.g.c)
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c) Ta có: 
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, mà 
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Suy ra tứ giác APBQ nội tiếp.

3. Tia AO cắt DE tại H. 
Vì O là tâm đường tròn nội tiếp AABC nên 
[image: image500.wmf]·
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Suy ra 
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Tứ giác BDEC nội tiếp nên 
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Kết hợp 
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 và 
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 ta có:
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Suy ra: 
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Hay AO vuông góc với BC.

[image: image1586.png]


4.

a) Gọi 
[image: image510.wmf]1

O

; T; 
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 thẳng hàng. 
Các tam giác cân 
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 và 
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 có chung góc M suy ra 
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Tương tự suy ra 
[image: image516.wmf]13
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Vậy 
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Tương tự ta có 
[image: image519.wmf]//
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.

Gọi E là giao điểm AB và CD .

Tứ giác AEDP là hình bình hành.

Tacó: 
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 nên 
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Ta có: 
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 và 
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 chung, nên 
[image: image527.wmf]PATPTM
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Tương tự, ta có: 
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[image: image530.wmf]..
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 nên 
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 (c.g.c) 
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Mà APDE là hình bình hành nên 
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Từ 
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, (2), 
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 suy ra: 
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Do đó tứ giác ABCD nội tiếp,

b) Gọi giao điểm của PT và AB là I. Tia IC cắt 
[image: image538.wmf](
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 tại 
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Ta có: 
[image: image540.wmf]2

..

IAIBITICID

¢

==

 suy ra 
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Do đó tứ giác 
[image: image542.wmf]ABCD

¢

 nội tiếp mà ABCD nội tiếp nên D trùng 
[image: image543.wmf]D
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Vậy các đường thắng AB, CD và PT đồng quy.

5.

a) Ta có EB, EM là tiếp tuyến nên
[image: image544.wmf]·
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Ta có FC, FM là tiếp tuyến nên 
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Mặt khác 
[image: image546.wmf]·
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Suy ra 
[image: image547.wmf]·
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Từ đó ta có O và B là hai đỉnh liên tiếp cùng nhìn EQ dưới một góc bằng nhau 

Vậy OBEQ là tứ giác nội tiếp.

Chứng minh tương tự ta có OCFP là tứ giác nội tiếp.

b) OBEQ là tứ giác nội tiếp nên

[image: image1587.png]
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OCFP là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image549.wmf]·
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Suy ra 
[image: image550.wmf]·
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Vậy tứ giác PQFE là tứ giác nội tiếp. 

c) Kẻ OH vuông góc với BC.

Ta có: PQFE là tứ giác nội tiếp

Suy ra 
[image: image551.wmf]·
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Do đó 
[image: image552.wmf]OPQOFE
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Vì điểm A và 
[image: image554.wmf](
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 cố định nên OH và OM không đổi do đó tỉ số 
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 không đổi khi M di chuyển trên đường tròn.

4. Tứ giác ADOE nội tiếp 
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Gọi tia BO cắt tia DE tại H thì:
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Mặt khác 
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 nên tứ giác EOCH nội tiếp 
[image: image559.wmf]·
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Hay BH vuông góc với CH.

Gọi M là trung điểm của BC

Suy ra 
[image: image560.wmf]MBMCMHBHM
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 cân
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Suy ra BH song song với AB.

Suy ra điều phải chứng minh. 
7.

1. Ta có: 
[image: image562.wmf]·
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 nên 
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Do đó tứ giác CDFE nội tiếp.

2. Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác CDFE. 
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Đường tròn 
[image: image565.wmf](
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 qua CD nên I thuộc trung trực của CD. 

Đường tròn 
[image: image566.wmf](
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 qua EF nên I thuộc trung trực của EF. 

Gọi H là trung điểm của EF.

Do đó I là giao điểm hại đường trung trực của CD và EF 
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 hoặc trùng với HI (cùng vuông góc với EF) 
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Tam giác AEF vuông, có AH là trung tuyến ứng với cạnh huyền nên 
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Mà 
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Suy ra 
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Từ 
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 và 
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, suy ra tứ giác AOIH là hình bình hành. Do đó
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. Suy ra I cách EF một khoảng không đổi bằng R, nên I di động trên đường thẳng d song song với EF và cách EF một khoảng bằng R.
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5. Ta có: 
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Do đó B, E, D, A, F cùng thuộc một đường tròn đường kính BD.

Trong tam giác vuông ABC có AM lcà cạnh huyền nên 
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Xét đường tròn đi qua năm điểm A, B, E, D, F

Ta có 
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Xét: 
[image: image586.wmf]·

·
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[image: image587.wmf]NAF

ÞD

 cân tại N 
[image: image588.wmf]NFNA

Þ=

.

[image: image1591.png]


9.

a) Ta có 
[image: image589.wmf]·

·

BDEBAE

=

 (cùng chắn cung BE của đường tròn tâm O)


[image: image590.wmf]·

·

BDEBMN

=

 (cùng chắn cung BN của đường tròn tâm 
[image: image591.wmf]O

¢

)


[image: image592.wmf]·

·

BDEBMN

Þ=

 hay 
[image: image593.wmf]·

·

BDIBMN

=Þ

 Tứ giác BDMI nội tiếp


[image: image594.wmf]·

·

MDIMBI

Þ=

 (cùng chắn cung MI)

Mà 
[image: image595.wmf]·

·

MDIABE

=

 (cùng chắn cung AE của đường tròn tâm O)


[image: image596.wmf]·

·

ABEMBI

Þ=

 

Mặt khác: 
[image: image597.wmf]·

·

BMIBAE

=

 


[image: image598.wmf]MBIABE

ÞDD
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 (g.g)


[image: image599.wmf]..
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b) Gọi Q là giao điểm của CO và DE.

Ta có 
[image: image600.wmf]OCDE

^

 tại Q


[image: image601.wmf]OCD

ÞD

 vuông tại D , có đường cao là DQ nên 
[image: image602.wmf]22

.

OQOCODR

==

 

[image: image603.wmf](

)

1


Gọi K là giao điểm của hai đường thẳng 
[image: image604.wmf]OO

¢

 và DE, H là giao điểm của AB và 
[image: image605.wmf]OO

¢


Ta có: 
[image: image606.wmf]OOAB

¢

^

 tại H. 
[image: image607.wmf]KQOCHO

DD

∽

 (
[image: image608.wmf]µ

µ

90

QH

==°

; 
[image: image609.wmf]µ

O

 chung)


[image: image610.wmf]..

KOOQ

OCOQKOOH
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[image: image611.wmf](

)

2


Từ 
[image: image612.wmf](

)

1

 và 
[image: image613.wmf](

)

2

, suy ra: 
[image: image614.wmf]2

2

.

R

KOOHROK

OH
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Vì OH cố định và R không đổi nên OK không đổi. Do đó K cố định.

[image: image1592.png]


10. Ta có: 
[image: image615.wmf]·

·

·
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[image: image616.wmf](

)

1


Mặt khác 
[image: image617.wmf]·

·

·
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)

1
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[image: image618.wmf]·
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[image: image619.wmf]·
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[image: image620.wmf]·

·

1

4545

2

ABCIBC

=°+=°+

 
[image: image621.wmf](

)

2


Từ 
[image: image622.wmf](

)

1

 và 
[image: image623.wmf](

)

2

, suy ra: 
[image: image624.wmf]·

·

PIBPNB

=

.

Do đó 4 điểm P, N, I, B cùng nằm trên một đường tròn.

Mặt khác 
[image: image625.wmf]·

90

INB

=°

 nên IB là đường kính của đường tròn này 
[image: image626.wmf]·

90

IPB
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[image: image1593.png]A Q»



11.

a) Nối CP, PD .

Ta có A, C, O thẳng hàng; B, D, O thẳng hàng.

Ta có: 
[image: image627.wmf]ACP

D

, 
[image: image628.wmf]OAB

D

 lần lượt cân tại C, O nên 
[image: image629.wmf]·

·

·

CPACAPOBP

==

.

Do đó 
[image: image630.wmf]//

CPOD

 
[image: image631.wmf](

)

1


Tương tự, ta có 
[image: image632.wmf]//

ODCP

 
[image: image633.wmf](

)

2

.

Từ 
[image: image634.wmf](

)

1

 và 
[image: image635.wmf](

)

2

 suy ra tứ giác ODPC là hình bình hành.

Gọi H là giao điểm của CD và MP, K là giao điểm của CD và OP.

Do đó K là trung điểm của OP.

Theo tính chất của hai đường tròn cắt nhau thì 
[image: image636.wmf]CDMP

^

 


[image: image637.wmf]Þ

 H là trung điểm của MP.

Do đó 
[image: image638.wmf]////

HKOMCDOM

Þ

.

Giả sử 
[image: image639.wmf]APBP

<

. 

Vì tứ giác CDOM là hình bình hành nên 
[image: image640.wmf]OCDP

=

; 
[image: image641.wmf]2

DPDMR

==

 nên tứ giác CDOM là hình thang cân.

Do đó 4 điểm C, D, O, M cùng thuộc một đường tròn.

b) Ta có:
[image: image642.wmf]2222

2

OAOBRAB

+==

. Do đó 
[image: image643.wmf]AOB

D

 vuông cân tại O.

Vì 4 điểm C, D, O, M cùng thuộc một đường tròn (Kể cả M trùng O) nên 
[image: image644.wmf]·

·

COBCMD

=

 
[image: image645.wmf](

)

1


Ta có: 
[image: image646.wmf]·

·

MABMCD

=

 (cùng bằng 
[image: image647.wmf]»

1

2

sdMP

 của đường tròn 
[image: image648.wmf](

)

C

)

Vì 
[image: image649.wmf]·

·

MBPMDC

=

 (cùng bằng 
[image: image650.wmf]»

1

2

sdMP

 của đường tròn 
[image: image651.wmf](

)

D

).

Do đó 
[image: image652.wmf]MABMCD

DD

∽

 (g-g) 
[image: image653.wmf]·

·
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 mà 
[image: image654.wmf]·

·

CMDCOD

=

 (tứ giác CDOM nối tiếp).

Do AB cố định nên điểm M thuộc đường tròn tâm I đường kính AB.

Ta có: 
[image: image655.wmf]·

·
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 (Góc nội tiếp và góc tâm của 
[image: image656.wmf](

)

C

)


[image: image657.wmf]·

·
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BMPBCP
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 (góc nội tiếp và góc ở tâm của 
[image: image658.wmf](

)

D

)

Do đó MP là tia phân giác của 
[image: image659.wmf]·

AMB

. Mà 
[image: image660.wmf]·

·

90

AMBAOB

==°

 nên M thuộc đường tròn 
[image: image661.wmf](

)

I

 ngoại tiếp tam giác AOB. Giả sử MP cắt đường tròn 
[image: image662.wmf](

)

I

 tại N và N là trung điểm cung AB không chứa điểm O nên N cố định.

c) Ta có: 
[image: image663.wmf]·

·

MPABPN

=

; 
[image: image664.wmf]·

·

AMPPBN

=

 (góc nội tiếp cùng chắn một cung)

Do đó 
[image: image665.wmf]MAPBNP

DD

∽

 (g - g)


[image: image666.wmf]2
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242
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PMPNPAPB
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èø

 (không đổi)

Vậy PM.PN lớn nhất là 
[image: image667.wmf]2

2

R

 khi 
[image: image668.wmf]PAPB

=

 hay P là trung điểm của dây AB. Tam giác AMB vuông tại M nên:


[image: image669.wmf](

)
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Vậy 
[image: image670.wmf]ABM

S

 lớn nhất là 
[image: image671.wmf]2

2

R

 khi 
[image: image672.wmf]PAPB

=

 hay P là trung điểm của dây AB. 

12.

a) EF là đường kính nên 
[image: image673.wmf]·

90

EAF

=°

 

Mà 
[image: image674.wmf]AEMN

^

 suy ra 
[image: image675.wmf]·

·

//

AFMNQPNQFA

Þ=

.

Mà AFQB nội tiếp nên 
[image: image676.wmf]·

·
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QFAQBA

+=°

 

[image: image1594.png]



[image: image677.wmf]·

·

180

QPNQBN

Þ+=°

.

Suy ra tứ giác PQBN nội tiếp.

Lại có 
[image: image678.wmf]·

·

·

·

QCAQFAQPNQCM

=Þ=

 

Suy ra tứ giác PQCM nội tiếp. 
b) Giả sử QN và PC cắt nhau tại R thuộc 
[image: image679.wmf](

)

O

.

Từ tứ giác PQBN nội tiếp suy ra
[image: image680.wmf]·

·

·

NPBNQBBCP

==

.

Từ tứ giác PMCQ nội tiếp ta có:


[image: image681.wmf]·

·
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Từ đó nếu QM cắt BP tại điểm S thì SBQC nội tiếp hay S thuộc đường tròn 
[image: image682.wmf](

)

O

.

13.

[image: image1595.png]0

(d)



a) Ta có: 
[image: image683.wmf]·

·

BKAACB

=

 (2 góc nội tiếp cùng chắn cung AB)

Mà 
[image: image684.wmf]·

·

ACBBHK

=

 (cùng phụ với góc EBC) 
[image: image685.wmf]·

·

BKABHK

Þ=

 


[image: image686.wmf]Þ

 tam giác BHK cân 
[image: image687.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image688.wmf]BHBK

=

 

Lập luận tương tự ta có 
[image: image689.wmf]CHCK

=





[image: image690.wmf]Þ

 BC là trung trực của HK.

Ta có: 
[image: image691.wmf]·

·
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AEHAFH
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[image: image692.wmf]Þ

 Tứ giác AFHE nội tiếp. 

Xét tam giác AIE và tam giác FIH ta có:


[image: image693.wmf]·

·

AIEFIH

=

 (2 góc đối đỉnh),



[image: image694.wmf]·

·

IAEIFH

=

 (Tứ giác AFHE nội tiếp)




[image: image695.wmf]AIEFIH

ÞDD
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 (g.g)
[image: image696.wmf]..
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b) Xét tứ giác DHEC ta có: 
[image: image697.wmf]·

·

90
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 Tứ giác DHEC nội tiếp .

Xét tứ giác BFEC ta có: 
[image: image698.wmf]·

·

90

BFCBEC

==°Þ

 Tứ giác BFEC nội tiếp 


[image: image699.wmf]·

·

AFEACB

Þ=

 mà 
[image: image700.wmf]·

·

ACBAKB

=

 (chứng minh trên)


[image: image701.wmf]·

·

AFEAKB
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 Tứ giác KBFI nội tiếp . 

c) Theo như trên ta đã có: 
[image: image702.wmf]·

·

BKHBHK

=

 mà 
[image: image703.wmf]·

·

BHKIHE

=

 (2 góc đối đỉnh)
[image: image704.wmf]·

·

BKHIHE

Þ=

.

Xét tam giác HEI và tam giác KAB ta có:


[image: image705.wmf]·

·

BKHIHE

=

 (cmt), 
[image: image706.wmf]·

·

IHEBAK

=

 (tứ giác AFHE nội tiếp)


[image: image707.wmf]HEIKAB

ÞDD
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 (g.g) 
[image: image708.wmf]KBHI

ABEI
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Chứng minh tương tự ta có: 
[image: image709.wmf]KCHI

ACFI

=


Từ đó suy ra 
[image: image710.wmf]11.
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 (theo chứng minh ỏ câu a có 
[image: image711.wmf]..

IFIEIHIA
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d) Ta có: 
[image: image712.wmf]·

·

BMEBKH

=

 (2 góc ở vị trí đồng vị do 
[image: image713.wmf]//
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)
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Mà 
[image: image714.wmf]·

·

BKHBHK
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; 
[image: image715.wmf]·

·

BKHBME

=

 (2 góc ở vị trí đồng vị do 
[image: image716.wmf]//
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[image: image717.wmf]·
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=

Þ
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 Tam giác BEM là tam giác cân.

Ta có: 
[image: image718.wmf]ADBC

^

 mà
[image: image719.wmf]//

EMBCEMBC

Þ^

.

Trong tam giác cân BEM có BC là đường cao của tam giác (do
[image: image720.wmf]BCME

^
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[image: image721.wmf]Þ

 BC là trung trực của ME.

Ta có D nằm trên đường trung trực của 
[image: image722.wmf]MEDMDE

Þ=

 


[image: image723.wmf]Þ

Tam giác DME là tam giác cân


[image: image724.wmf]·
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.

Xét tứ giác ABDE ta có: 
[image: image725.wmf]·

·
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[image: image726.wmf]Þ

Tứ giác ABDE nội tiếp 


[image: image727.wmf]·

·
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.

Xét tứ giác AFDC ta có: 
[image: image728.wmf]·

·
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[image: image729.wmf]Þ

 Tứ giác AFDC nội tiếp 
[image: image730.wmf]·

·

BACBDF
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.

Từ đó suy ra 
[image: image731.wmf]·

·
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Ta có: 
[image: image732.wmf]·
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[image: image733.wmf]Þ

Ba điểm F, D, M thẳng hàng. 
14.

[image: image1597.png]


a) Ta có 
[image: image734.wmf]ABF

D

; 
[image: image735.wmf]ACE

D

 là các tam giác cân tại F và E 

Và 
[image: image736.wmf]·

·

·

·

FBABADDACECAABFACE

===ÞDD

∽

.

b) Gọi G là giao điểm của BE và CF.

Ta có: 
[image: image737.wmf]GFBFABDB

GCCEACDC

===

 


[image: image738.wmf]//
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Mặt khác 
[image: image739.wmf]//

DABF

 suy ra A, D, G thẳng hàng. 
Suy ra điều phải chứng minh.

c) Ta có 
[image: image740.wmf]·

·
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[image: image741.wmf]·
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Suy ra AGQF là tứ giác nội tiếp.

[image: image1598.png]v
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Mặt khác 
[image: image742.wmf]·

·

·

QPGGCEGFQ

==

 nên QGPF là tứ giác nội tiếp. Suy ra điều phải chứng minh.

15.
Gọi R là giao điểm của BN và CM.

Ta thấy 
[image: image743.wmf]ABCPACQBA

DDD
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Do đó 
[image: image744.wmf]BQPAQBPM
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.

Mặt khác 
[image: image745.wmf]·

·
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=

 nên 
[image: image746.wmf]MPCBQN

DD
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[image: image747.wmf]·

·
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 Tứ giác QCNR nội tiếp 


[image: image748.wmf]·
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·
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Þ==

.

Vậy tứ giác ABQR nội tiếp, suy ra điều phải chứng minh.

[image: image1599.png]


16. Chia lục giác đều ABCDEF tâm O thành 6 tam giác đều cạnh 4cm (hình vẽ).

Theo nguyên lý Điriclê có ít nhất 4 điểm trong 19 điểm nằm trong hay trên cạnh một trong 6 tam giác đó. Không mất tính tổng quát giả sử tam giác đó là OAB. 
Chia tam giác đều OAB trọng tâm G thành 3 tứ giác nội tiếp (hình vẽ) với 
[image: image749.wmf]GMAB

^

; 
[image: image750.wmf]GNOB

^

; 
[image: image751.wmf]GPOA

^

.


[image: image752.wmf]OAB

D

 đều cạnh bằng 4 có đường cao 
[image: image753.wmf]4343
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23
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Các tứ giác GMBN, GMAP, GPON nội tiếp trong đường tròn đường kính GB, GA, GO đều bằng 
[image: image754.wmf]43

3

 

Theo nguyên lý Điriclê có ít nhất 2 điểm trong 4 điểm đang xét nằm trong hay trên cạnh một trong 4 tứ giác nói trên, giả sử tứ giác đó là GMBN 


[image: image755.wmf]Þ

 khoảng cách giữa hai điểm đó không vượt quá đường kính 
[image: image756.wmf]43

3

GB

=

 của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image757.wmf]Þ

 điều phải chứng minh.

14. Gọi H là giao điểm cúa AN và MD, K là giao điểm cua BN và MC, I là giao điểm của MN và CD.


[image: image758.wmf]AMD

D

 vuông tại A, AH là đường cao 
[image: image759.wmf]2
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.


[image: image760.wmf]BMC

D

 vuông tại B, BK là đường cao
[image: image761.wmf]2

.
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.

[image: image1600.png]


Mà 
[image: image762.wmf]AMBM

=

 

Do đó

[image: image763.wmf]..
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[image: image764.wmf]MKH

D

 và 
[image: image765.wmf]MDC

D

 có 
[image: image766.wmf]·
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 chung, 
[image: image767.wmf]MHMK
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[image: image768.wmf]MKHMDC
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 (c.g.c) 
[image: image769.wmf]·
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Tứ giác MKNH có 
[image: image770.wmf]·

·
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 tứ giác MKNH nội tiếp 
[image: image771.wmf]·

·
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, ta có 
[image: image772.wmf]·
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 tứ giác HNID nội tiếp
[image: image773.wmf]·
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. Vậy 
[image: image774.wmf]MNCD

^

.

[image: image1601.png]


18.

a) Ta có E, M, O, F thẳng hàng, 
[image: image775.wmf]MEMF

=

 (E, F đối xứng qua M) 
[image: image776.wmf]EFBC
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[image: image777.wmf]BEF
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 cân tại B 
[image: image778.wmf]·
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Mặt khác 
[image: image779.wmf]OBOE

=

 suy ra 
[image: image780.wmf]OBE
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 cân tại O
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Ta có 
[image: image782.wmf]·
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[image: image783.wmf]BEFOBE
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b) Không giảm tính tổng quát xét O nằm giữa M và F.

Dễ thấy 
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Ta có
[image: image787.wmf](
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Xét 
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 và 
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, dẫn đến tứ giác DAFO nội tiếp. Vậy các điểm A, D, O, F cùng thuộc một đường tròn.

c) Ta có 
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 cân tại E 
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Mà 
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E là tâm đường tròn nội tiếp tam giác IBC. 

Do đó 
[image: image801.wmf]EPEB
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 nên 
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Xét 
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 và 
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 EP là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác POF. 

Vậy tiếp tuvến của đường tròn ngoại tiếp tam giác POF đi qua điểm E cố định.
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19.

a) Vì 
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, 
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 nên BCEF là tứ giác nội tiếp 
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 cân tại X.  

Mà 
[image: image812.wmf]MFB
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 cân tại M, suy ra 
[image: image813.wmf]MXBF
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b) Dễ thấy 
[image: image814.wmf]MXAB
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, 
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 nên 
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 nên 
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Mặt khác, do CAFD là tứ giác nội tiếp và SB tiếp xúc với 
[image: image820.wmf](

)

O

 tại B nên 
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Suy ra 
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c) Ta có: 
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, suy ra 
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Dễ dàng chứng minh được
[image: image826.wmf]AEFABC
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[image: image827.wmf]AFYACD

DD

∽

.

Suy ra 
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20.

1) H là trung điểm của BC nên 
[image: image829.wmf]OHBC
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. 
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(cgc) suy ra 
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Tam giác OMN cân tại O, I là trung điểm của MN nên 
[image: image833.wmf]OIMN
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Từ 
[image: image835.wmf](
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 và 
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 suy ra 4 điểm O, M, H, I cùng thuộc đường tròn đường kính OM.

2) Chứng minh tứ giác ABON nội tiếp (vì
[image: image837.wmf]·
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Suy ra 
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Chứng minh tương lự.
[image: image839.wmf]·
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, suy ra 
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60

MPN

=°

.

Kết hợp với 
[image: image841.wmf]MPNP

=

 (P thuộc đường trung trực OI cua MN )

Suy ra tam giác MNP đều.

3) Từ câu 1 suy ra 
[image: image842.wmf]·
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 nên 
[image: image843.wmf]//

IHAB

.

Suy ra đường thẳng IH cố định. Gọi K là trung điểm của AC suy ra H, I, K thẳng hàng.

Lấy điểm T đối xứng với A qua HI suy ra T cố định.

Ta có 
[image: image844.wmf]AIBIABTIIBABBTABconst
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.

Chu vi tam giác AIB nhỏ nhất bằng
[image: image845.wmf]BTAB
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, đạt được khi ba điểm B, I,T thẳng hàng.

Khi đó I là trung điểm của BT cố định (theo tính chất đường trung bình 
[image: image846.wmf]BAT
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Suy ra tứ giác BMTN là hình bình hành và
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Lại có 
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=

, 
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Suy ra tứ giác BHTK là hình bình hành và 
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Từ đó 
[image: image851.wmf]NK
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, suy ra 
[image: image852.wmf]MH
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21.

1) Chứng minh bốn điểm A, E, P, F cùng nằm trên một đường tròn 

Ta có 
[image: image853.wmf]·
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Ta có 
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 (chắn cung AC của 
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Nên 
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 nên AEFP nội tiếp

2) Giả sử đường thẳng AD cắt đường tròn 
[image: image858.wmf](
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 tại Q khác A, đường thẳng AF cắt đường thẳng QC tại I

Chứng minh tam giác ABE đồng dạng với tam giác CLF 

Xét
[image: image859.wmf]ABE
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; 
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 có 
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[image: image862.wmf]·

AFP

) 
[image: image863.wmf](
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 suy ra 
[image: image872.wmf]ABECLF

DD

∽

 (g.g)
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3) Gọi K là giao điểm của đường thẳng AE và đường thẳng QB chứng minh 
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Theo 2) 
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nên 
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Ta lại có 
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Suy ra 
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Nên 
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Mà 
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Nên 
[image: image881.wmf]·

·

·

·

PACPCAEKPQKL

+=+

 

Mà 
[image: image882.wmf]·

·

·

·

PCAEKPPACQKL

=Þ=

.

Tương tự 
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22.

a) Ta có 
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Suy ra: 
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Vậy tứ giác MNEF nội tiếp.

b) Gọi P là giao điểm khác A của AO với đường tròn 
[image: image889.wmf](
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Lấy G đối xứng với E qua AP 
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Ta có 
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Suy ra tứ giác MDGF nội tiếp
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Gọi giao điểm của AG và BC là H.

Chứng minh tương tự a) có tứ giác MHGF nội tiếp

[image: image895.wmf](
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Từ 
[image: image896.wmf](
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 và 
[image: image897.wmf](
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 suy ra các điểm M, H, D, G, F nằm trên một đường tròn.

Trung trực của đoạn thẳng FG đi qua O và cắt đường tròn 
[image: image898.wmf](
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 tại J; 
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, 
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 nên 
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 hay I nằm trên đường thẳng cố định. Đó là đường thẳng đi qua O và tạo với AO một góc 
[image: image903.wmf]a

 không đổi.
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c) Hạ 
[image: image904.wmf](
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Gọi Q là giao điểm của BC và AP.

Do 
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Suy ra 
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Kẻ 
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Tam giác vuông OSI có 
[image: image909.wmf]·
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 không đổi nên OI nhỏ nhất khi và chỉ khi IS nhỏ nhất 
[image: image910.wmf]Û

 MN nhỏ nhất.

Ta chứng minh MN nhỏ nhất khi và chỉ khi tam giác AMN cân tại A.

Thật vậy, trên BC lấy 
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 sao cho 
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Không mất tính tổng quát giả sử 
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Suy ra 
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Trên đoạn 
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 lấy điểm U sao cho 
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Với 
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 suy ra 
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23.

1. I là trung điểm của BC (Dây BC không đi qua O) 
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Ta có 
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, 
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Suy ra 4 điểm O, M, N, I cùng thuộc đường tròn đường kính OA.

2. AM, AN là hai tiếp tuyến của 
[image: image926.wmf](
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 nên OA là phân giác 
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 (Vì 
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 vuông tại N đường cao NH nên 
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(g-g) nên 
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Ta có A, B, C cố định nên I cố định 
[image: image942.wmf]AK
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 cố định

Mà A cố định, K là giao điểm của dây BC và dây MN nên K thuộc tia AB 
[image: image943.wmf]Þ
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3) Ta có 
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Ta có: 
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Ta có: 
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 P là trung điểm ME.

C.TỰ LUYỆN 

Bài  1. Trên cạnh huyền 
[image: image950.wmf]BC

 của tam giác vuông 
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 về phía ngoài ta dựng hình vuông với tâm tại điểm 
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. Chứng minh rằng 
[image: image953.wmf]AO

 là tia phân giác của góc 
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Lời giải:
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Vì 
[image: image955.wmf]O

 là tâm của hình vuông nên 
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Lại có 
[image: image957.wmf]·

0

90

BAC

=

 suy ra bốn điểm  
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cùng nằm trên đường tròn đường kính BC.

Đối với đường tròn này ta thấy 
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[image: image960.wmf]¼

BO

). Mà 
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. Vậy 
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[image: image965.wmf]AO

 là tia phân giác của góc vuông 
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Bài  2. Cho tam giác nhọn 
[image: image967.wmf]ABC

 nội tiếp đường tròn 
[image: image968.wmf](
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. Từ đỉnh 
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 ta kẻ đường cao 
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 (
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 thuộc 
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). Chứng minh rằng 
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Lời giải:
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Kẻ đường kính 
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 của đường tròn 
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. Ta thấy 
[image: image976.wmf]·

0

90

ACE

=

 (góc nội tiếp chắn nửa đường tròn). Từ đó 
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Theo giả thiết bài ra, ta có: 
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 (2). Lại vì 
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Từ (1),(2) và (3) suy ra 
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Lưu ý: Cũng có thể giải bài toán theo hướng sau: Gọi 
[image: image982.wmf]D

 là giao điểm của tia 
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 với đường tròn 
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, chứng tỏ tứ giác 
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[image: image986.wmf]»

»

đđ

ss

BDCE

=

, dẫn đến 
[image: image987.wmf]·

·

BADCAE

=

, hay 
[image: image988.wmf]·

·

BAHOAC

=

.

Bài  3. Cho tam giác đều
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 nội tiếp đường tròn 
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. Trên cung 
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 ta lấy điểm 
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 khác 
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[image: image999.wmf]BC

 cắt nhau tại 
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a) Giả sử 
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 là một điểm trên đoạn 
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 sao cho 
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[image: image1004.wmf]PDB
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 đều.

b) Chứng minh rằng 
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c) Chứng minh hệ thức 
[image: image1006.wmf]111

PQPBPC
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Lời giải:
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a) Trước tiên ta nhận thấy rằng tam giác 
[image: image1007.wmf]PBD

 cân tại 
[image: image1008.wmf]P

. Mặt khác, 
[image: image1009.wmf]·
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn 
[image: image1010.wmf]»

AB

 của đường tròn 
[image: image1011.wmf](

)

O

). Vậy nên tam giác 
[image: image1012.wmf]PDB

 đều.                                                                                                   

b) Ta đã có 
[image: image1013.wmf]PBPD
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, vậy để chứng minh 
[image: image1014.wmf]PAPBPC
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 ta sẽ chứng minh 
[image: image1015.wmf]DAPC
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. Thật vậy, xét hai tam giác 
[image: image1016.wmf]BPC

 và 
[image: image1017.wmf]BDA

 có: 
[image: image1018.wmf]BABC

=

 (giả thiết), 
[image: image1019.wmf]BDBP

=

 (do tam giác 
[image: image1020.wmf]BPD

 đều). Lại vì 
[image: image1021.wmf]·
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 nên 
[image: image1023.wmf]·
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ABDPBC

=

. Từ đó 
[image: image1024.wmf]BPCBDA

D=D

 (c.g.c), dẫn đến 
[image: image1025.wmf]DAPC
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 (đpcm).

c) Xét hai tam giác 
[image: image1026.wmf]PBQ

 và 
[image: image1027.wmf]PAC

 ta thấy 
[image: image1028.wmf]·
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn cung 
[image: image1030.wmf]¼

AC

) suy ra 
[image: image1031.wmf]·
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BPQAPCPBQPBCPAC
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 (hai góc nội tiếp cùng chắn 
[image: image1032.wmf]¼

PC

).  Từ đó 
[image: image1033.wmf]PBQPAC
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 (g.g) 
[image: image1034.wmf]PQPC

PBPA
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, hay 
[image: image1035.wmf]..

PQPAPBPC
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. Theo kết quả câu 
[image: image1036.wmf]b

, ta có 
[image: image1037.wmf]PAPBPC
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 nên 
[image: image1038.wmf](
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. Hệ thức này tương đương với 
[image: image1039.wmf]111
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 (đpcm).

Ghi chú:

- Tứ giác 
[image: image1040.wmf]ABCD

 có tính chất 
[image: image1041.wmf]..

ABCDBCAD
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 (*) nói ở ví dụ trên được gọi là tứ giác điều hòa. Loại tứ giác đặc biệt này có nhiều ứng dụng trong việc giải các bài toán hình học phẳng khác.

- Nếu hệ thức (*) dưới dạng 
[image: image1042.wmf]ABBC

ADCD
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 và nhớ lại tính chất đường phân giác trong tam giác ta có thể nêu thêm một tính chất của tứ giác điều hòa.

- Tứ giác 
[image: image1043.wmf]ABCD

 là một tứ giác điều hòa khi và chỉ khi các đường phân giác của góc 
[image: image1044.wmf]·

BAD

 và 
[image: image1045.wmf]·

BCD

 cắt nhau tại một điểm trên đường chéo 
[image: image1046.wmf]BD

.

- Tứ giác 
[image: image1047.wmf]ABCD

 là tứ giác điều hòa khi và chỉ khi đường phân giác của góc
[image: image1048.wmf]·
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 và 
[image: image1049.wmf]·
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 cắt nhau trên đường chéo 
[image: image1050.wmf]AC

.

Bài 4. Cho tam giác 
[image: image1051.wmf]ABC

 nội tiếp trong đường tròn 
[image: image1052.wmf]()

O

. Đường phân giác trong góc 
[image: image1053.wmf]A

 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác tại 
[image: image1054.wmf]D

. Gọi 
[image: image1055.wmf]I

 là tâm vòng tròn nội tiếp tam giác 
[image: image1056.wmf]ABC

. Chứng minh 
[image: image1057.wmf]DBDCDI
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Lời giải:                                                                                                                                                

Ta luôn có 
[image: image1058.wmf]DBDC
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 do 
[image: image1059.wmf]AD

 là phân giác trong góc 
[image: image1060.wmf]A

. Ta sẽ chứng minh tam giác 
[image: image1061.wmf]DIB

 cân tại 
[image: image1062.wmf]D
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Thật vậy ta có: 
[image: image1063.wmf]·
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Mặt khác 
[image: image1064.wmf]·
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(Góc nội tiếp chắn cung 
[image: image1065.wmf]CD
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(Tính chất phân giác)  suy ra 
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 (Tính chất góc ngoài). Như vậy tam giác 
[image: image1070.wmf]BDI

 cân tại 
[image: image1071.wmf]DDBDIDC
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Nhận xét:  Thông qua bài toán này ta có thêm tính chất: Tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 
[image: image1072.wmf]IBC

 là giao điểm của phân giác trong góc 
[image: image1073.wmf]A

 với 
[image: image1074.wmf]()
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Bài 5. Cho tam giác nhọn 
[image: image1075.wmf]ABC

 nội tiếp đường tròn 
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 và 
[image: image1077.wmf]ABAC
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. Lấy điểm 
[image: image1078.wmf]M

 thuộc cung 
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 không chứa điểm 
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. Vẽ 
[image: image1081.wmf],,
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 lần lượt vuông góc với 
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Lời giải: 

Trong bài toán có các tỷ số độ dài 

ta nghỉ đến các tam giác đồng dạng 

và định lý Thales.                                                                                                              

   Cách 1:  Dựng đường thẳng qua 
[image: image1083.wmf]A

 

song song với 
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 cắt 
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 tại 
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. Gọi


[image: image1087.wmf]E

 là giao điểm của 
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  và 
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Ta có: 
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=

. 

Ta có 
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 và 
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 là hai đường cao tương ứng nên: 
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MKMH
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, chứng minh tương tự ta cũng có: 
[image: image1095.wmf]ABCE
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. Cộng hai đẳng thức trên ta có: 
[image: image1096.wmf]BCACAB
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Cách 2: Ta thấy 
[image: image1097.wmf],
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 là các đường cao của tam giác 
[image: image1098.wmf],
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 nhưng hai tam giác này không đồng dạng với nhau. Điều này giúp ta nghỉ đến việc lấy một điểm 
[image: image1099.wmf]E

 trên cạnh 
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 sao cho 
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 để tạo ra tam giác đồng dạng nhưng vẫn giữ được hai đường cao tương ứng. (Phần lời giải xin dành cho bạn đọc).

Bài 6. Giả sử 
[image: image1102.wmf]A

 và 
[image: image1103.wmf]B

 là hai điểm phân biệt trên đường tròn 
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. Các tiếp tuyến của đường tròn 
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. Các tiếp tuyến của đường tròn 
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 tại 
[image: image1107.wmf]A

 và 
[image: image1108.wmf]B

 cắt nhau tại điểm 
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. Từ 
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 kẻ đường thẳng song song với 
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cắt đường tròn 
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 tại 
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 cắt đường tròn 
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 tại 
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. Các tia 
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 và 
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 cắt nhau tại 
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. Chứng minh rằng 
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Do 
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(cùng chắn 
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suy ra 
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 (3).  Ta thấy 
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). Từ đó 
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  (4). Từ (3) và (4) suy ra 
[image: image1134.wmf]22
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 (đpcm).
Bài 7. Cho đường tròn 
[image: image1136.wmf](
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 tâm 
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, 
[image: image1138.wmf]AB

 là một dây cung của 
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 không đi qua 
[image: image1140.wmf]O

 và 
[image: image1141.wmf]I

 là trung điểm của 
[image: image1142.wmf]AB

. Một đường thẳng thay đổi đi qua 
[image: image1143.wmf]A

 cắt đường tròn 
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 tâm 
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 bán kính 
[image: image1146.wmf]OI

 tại 
[image: image1147.wmf]P

 và 
[image: image1148.wmf]Q

. Chứng minh rằng tích 
[image: image1149.wmf].
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 không đổi và đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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 luôn đi qua một điểm cố định khác 
[image: image1151.wmf]B

.

Lời giải:                                                                                                                                        

Ta có 
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 (không đổi). Giả sử đường tròn ngoại tiếp tam giác
[image: image1156.wmf]BPQ

cắt 
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(không đổi). Do đó điểm 
[image: image1163.wmf]D

 là điểm 

cố định (đpcm).
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Bài 8. Cho tam giác nhọn 
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 có trực tâm 
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. Gọi 
[image: image1167.wmf],,
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 theo thứ tự là chân các đường cao kẻ từ 
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 của tam giác 
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 và 
[image: image1170.wmf]I

 là trung điểm của 
[image: image1171.wmf]BC

.                                                                                                                          a) Chứng minh rằng tam giác 
[image: image1172.wmf]INP

 đều.                                                                                                 b) Gọi 
[image: image1173.wmf]E

 và 
[image: image1174.wmf]K

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image1175.wmf]PB

 và 
[image: image1176.wmf]NC

. Chứng minh rằng các điểm 
[image: image1177.wmf],,,
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 cùng thuộc một đường tròn.                                                                                                  

c) Giả sử 
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 là phân giác của 
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Lời giải:

a). Từ giả thiết ta có 
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[image: image1183.wmf]INP

 cân tại 
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. Lại vì 
[image: image1185.wmf],,,
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nằm trên đường tròn tâm 
[image: image1186.wmf]I

, đường kính 
[image: image1187.wmf]BC

 nên theo mối liên hệ giữa góc nội tiếp và góc ở tâm cùng chắn một cung, ta thấy 
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. Vậy tam giác 
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 đều.
b) Rõ ràng bốn điểm 
[image: image1190.wmf],,
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 và 
[image: image1191.wmf]K

 cùng nằm trên đường tròn đường kính 
[image: image1192.wmf]AI

.                                                                                                                                                         c) Từ điều kiện của bài toán ta thấy 
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 là tia phân giác của 
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 là trung điểm của 
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 nên tam giác 
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 đều. Từ đó suy ra 
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Bài 9. Cho tam giác cân 
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. Gọi 
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 là trung điểm của 
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. Dựng đường tròn 
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[image: image1615.png]


Lời giải: 

Ta thấy 
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nhỏ nhất, đây là cơ sở để ta làm 
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lần lượt là các tiếp tuyến tại các điểm
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Bài 10.  Trên đường tròn 
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Lời giải:                                                                                                                                             
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Gọi 
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