PE PE XUAT DUYEN HAI BAC BQ NAM 2023
MON TOAN LOP 11
TRUONG THPT CHUYEN HA LONG

Cau 1. (4 diém) Cho s6 thuc a >0 va s nguyén k > 2. Chiing minh rang day sé (u,) xac dinh

: . kfu N
boi u, =a va u,,, =u, +-=5-, Yn=1 héi tu.
n

Cau 2. (4 diém) V&i mdi sé nguyén duong k , ki hiéu S(k) 12 tong cac chir s6 cua k . Tim tat
ca cac da thirc P(x) € Z[x] sao cho véi moi sé nguyén n> 2023 thi P(n)>0 va

S(P(n)) =P(S(n)).

Céu 3: (4 diém) Cho tam giac ABC ngi tiép (O). Céc dudng cao BE,CF cua tam giac ABC.
T la giao cua tiép tuyén tai B va tiép tuyén tai C cua (O). TE,TF cat tiép tuyén tai A cua
(O) tai Q,P.

(@) Ching minh OP =0Q

(b) Lay (AQC) cit AB tai diém Q, = A; (APB) cit AC tai diém P, = A. Goi J lagiao cua
PP, va QQ,. Chiing minh rang JBP = JCQ

Cau: (4 diém) Mot sé nguyén duong N duoc goi 12 sé biéu dién néu véi moi s6 nguyén duong
a nguyeén t6 cling nhau véi N va véi moi wéc nguyén t 1é P caa a2+ N, phuong trinh

X% +ny? = p c6 nghiém nguyén. Tim s nguyén duong biéu dién I6n nht.

Cau 5. (4 diém) V6i mdi sé nguyén n>3, tagoi tap F ={A;A,;...; A} lan-tét néu

A, c{1;2;.;npva ANA NA =D véimoi 1<t<2" val<i< j<k<2".

a) Giasa F={A,A, A, A}amottap3-totva A NA nA ={1}. Chimg minh rang
leA,.

b) Gia st F 1a mot tap n-tot, ching minh réng ton tai k €{1:2;...;n} sao cho k € A v&i moi
AceF.



PAP AN VA HUONG DAN CHAM
PE PE XUAT DUYEN HAI BAC BQ NAM 2023

Cau 1. (4 diém) Cho s6 thuc a>0 va s nguyén k > 2. Chimng minh rang day sé (u.) xéac dinh

«k/u
boi u, =a va u,,, =u, +-5-, Yn=1 hdi tu.
n

Cau Néi dung cham Piém

1 RO rang day (u,) la day tang 1,0
Tacod 1,0

k u k u

Upoy = Uy + - < fu, ukt + 30
n n
Suy ra Kut < kust +— vn>1.

Tu day ta suy ra 0,5

1

«/ <4a“ +1+—+—2+ =, VN22,
3 (n-1

Dé dang ching minh dugc 1,5

1+i2+i2+ — 1 <2,Vn>2.
2° 3 (n— 1)

Tur d6 suy ra

k
u, <k (\k/ak‘1 +2) , Vn>2.

Vay day s da cho bi chan trén, két hop véi tinh ting duoc ching
minh & trén ta suy ra day da cho hoi tu.

Cau 2. (4 diém) V&i mdi s6 nguyén duong k , ki hiéu S(k) 1a tong cac chix sé caa k. Tim tat

ca cac da thic P(x) € Z[x] sao cho véi moi s6 nguyén n> 2023 thi P(n) >0 va

S(P(n)) =P(S(n)).




Cau Néi dung cham Piém
Gia sir P(x) 1a da thuc thoa man yéu cau dé bai. Do P(x) >0 véi moi n
2 . A LA A Ly o S A A " 0,5
da 16n nén hé s6 cao nhat caa P(x) 1a mot s6 nguyén duong.
d -
bit P(x) =Y ax ,véi n=10", tacd S(P(10")) = P(S(10")) =P(1) la 05
i=0 )
mét hang sé
Néu ton tai a, <0 thivéi k dia lén, P(10%) s& c6 mot ddy cac chir s6 9 L0
du dai. Vay S(P(10%)) c6 thé 16n tiy y (mau thuan). ’
Véi cac hé sé cua P(x) déu khong am, cho n=9.10* véi k du Ién thi
d _ d _ 1,0
> S(a.9') =S(P(9.10)) =P(5(9.10)) = > a9’
i=0 i=0
Ta biét rang véi moi s6 nguyén duwong m thi m > s(m), dau bang xay ra
S Y 0,5
khi va chi khi m ¢6 1 chir so.
Vay a9 e{L;2;...;9} véi moi i. Tir day suy ra P(X) =c Vvoi 05

cefl2;...;9} hoac P(x)=x

Céu 3: (4 diém) Cho tam giac ABC ngi tiép (O). Céc dudng cao BE,CF cua tam giac ABC.
T la giao cua tiép tuyén tai B va tiép tuyén tai C cua (O). TE,TF cat tiép tuyén tai A cua

(O) tai Q,P.

(@) Chang minh OP =0Q

(b) Lay (AQC) cit AB tai diem Q, # A; (APB) cit AC taidiém B = A. Goi J lagiao cua

PP, va QQ,. Chirng minh rang JBP = JCQ




Ciu No&i dung chdm Diém
Q
A
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Y (a) (+) Chira PQUEF 0.5
B&i BE,CF la cdc dwong cao cia AABC nén BEFC néi tiép duong
tron duong kinh BC.
Do d6 AEF = ABC . B&i AQ tiép xuc vdi (O) nén ABC =QAC. Suyra
AEF = QAC = EF[IQP .
(+) Chirng minh A la trung diém cla PQ. 1,0

Goi | latrung diém cba EF ; W |3 trung diém cGa BC.
Khi d6 AAEF [ AABC(g.g) nén IAC = IAE = WAB

Suy ra Al la dudng d6i trung cta tam gidc ABC va do dé nén Al di
qua T.

Tacé EF QP va TA diquatrung diém | cia EF nén A latrung
diém cha PQ




(+) Chitng minh OP =0Q 0.5
Tacé OA L PQ va A Iatrung diém cia PQ nén OP =0Q
Y (b) Trudc hét ta cé bd dé: 1,0

B6 dé: Cho ti gidc 16i ABCD va mot diém X nam trong t& giac. Khi do
tontai Y lién hop dang gidcvdi X trong t gidc khi va chi khi
BXC + DXA=180°.

( Chi néu ma khéng chirng minh bd dé chi dwoc 0.25 diém)

Chi*ng minh:

Goi U,V,P,S [an lvot 1a hinh chiéu vudng goc cia X |én
AB,BC,CD,DA.

U,V ,P,S Ianluot 1a hinh chiu vudng géc cta Y 1én AB,BC,CD, DA.

Chirng minh chiéu xudi:

B&i Y lién hop dang gidcvéi X trong t gidc néntacé U,V,P,S;
U,V,P,S cungthudc 1 dudng tron.

Khi d6 ta c6 bién déi gdc:
180° = SUV + SPV = SUX + XUV + XPS + XPV
= XAD + XBC + XDA + XCB =360° — AXD —BXC

Suy ra BXC + DXA =180°




Chi&rng minh chiéu nguoc:

Taco:
SUV +SPV =SUX + XUV + XPS + XPV

= XAD + XBC + XDA+ XCB =360° — AXD — BXC =180°
Do dé nén S,U,P,V clung thuéc 1 duong tron Q.
Goi Q la giao cua AD va BC.

Goi Y, lien hgp déng gidc véi X trong tam gidc QAB; Y, lién hop déng
giacvai X trongtam giacQDC.

Goi V,;V, lan lwgt 13 hinh chiéu vuéng géc cla Y,,Y, 1én BC.
Goi S,,S, Ian lwot 13 hinh chi€u vudng géc clia Y,,Y, 1én AD.

Khi d6 bdi Y, lién hgp dang gidc vai X trong tam gidc QAB nén
V,,V,S,,S,U cung thudc moét dudng tron va suy ra V,; S, 1a giao khéc
V,S cta Q vdilanlvot AD,BC.

Tuwong ty V,;S, 1a giao khac V,S cla Q véilan luwot AD,BC .
SuyraV, =V, va S5 =S,.DodénénY, =Y, =Y

Khinay Y lién hop dang gidc véi X trong ti giac.

Tr& lai bai toan:

(+) Chirng minh AOP =0OBC

Tacod:

AEF +OAC = ABC +OAC =90°nén OA L EF .
Talaicé: Ml L EF nén WIJOA.

AP TA T
Chuythém EF JPQ nén dung dinh ly Thalestacé — =— =—O.
IF T TW
Boi AAEF [ AABC :>£=£=COSA
WB AC
Suy ra £=E.COSA:OA.LZ>£—WB

WB TW WB ~ OA TW

0,5




— AAPO 1] AWBT (C.g.C) = POA = WTB = OBC

(+) Chieng minh JBP =JCQ 0,5
Taco:

BOC + POQ = 2( BAC + OBC) ~180°

chd y them:

QPO =90° - POA=BAC = BAP, = BPP, nén

PO, PP, dang giac trong QPB.

Tuwong tv QO,QQ, dang giac trong PQC.

Ap dung b6 dé thi O, J lién hop dang giac trong tir giac BPQC .
Do dénén:

JBP =0BC =0CB =JCQ

Céu 4: (4 diém) Mot s6 nguyén duong N dwoc goi 1a sé biéu dién néu véi moi s6 nguyén
duong @ nguyén tb cling nhau véi N va vai moi wdc nguyéntd 16 P cua a+n, phuong trinh

X% +ny? = p c6 nghiém nguyén. Tim s nguyén duong biéu dién I6n nht.

Cau Nodi dung chdm Diém
(+) B6 d@ 1: Phuwong trinh 2 +1=3" c6 dung 2 nghiém nguyén duong 1,0
la (x,y)=(32);(11).

Chirng minh:

Tl diéu kién dé baita co X |é.

Theo b6 dé LTE:

Y =V, (27 4+1) = v, (2+1) + v, (%) = v, (x) +1
Suyra 2 +1=3%%3|3x = 2* +1<3x

Bang quy nap, ta cé 2" +1>3n,vn=>4




=x<3=xe{L3}
Néu x=1=y=1

Néu x=3=y=2

BO dé 2: (B6 dé THUE) Cho p nguyén td va a nguyén td cung nhau véi 1,0
p.Khidétontaix,ye {0;]; 2[\/6]} thoa man

x* +y? > 0; x = +ay(mod p)

Chirng minh:

Xéttap A= {a.x+ y|X,ye {0;1;2;...;[\/5}}}

S6 phan tlr ctia A bang ([\/BJ+1)2 > p nén theo nguyén ly Dirichlet

ton tai X, Y1, %, Y5 (X, %, ) # (Y Y, ) :aX, + Y, =ax, +Y,(mod p).

Dat X=[% —%,[;y =[Y; V|

Khi dé y =+a.x(mod p) va x,y e {O;J; 2;...[\/6]};x2 +y*>0.

Trd lai bai toan: 0,5

(*) Chirng minh moi s& nguyén duong bidu dién déu khéng vuot qua 7.
Gia sir ton tai n>7 1a s6 nguyén duong biéu dién.

Ta xét hai trudng hop:

Trwong hop 1: n+1=2" v&i t nguyén duong.

Xét n+9 :8(2”’ +1).

N&u (2°°+1) Ia luf thira clia 3 thi theo b6 dé 1 ta c6 t =4 hodc t=6.

Suy ra ne{15;63}.

(1) Néu n=15: “BY_(8)_(2 =1; phuong trinh x> +15y* =23
23 23 23

khong c6 nghiém nguyén

(2) NEu n=63: —63 = 5 = 2 . 3 =1.1=1; phuong trinh
23 23 23/)\23




x* + 63y’ = 23 khong cé nghiém nguyén.

Do d6 nén todn tai wéc nguyén td
p>3,pIn+9=3x,yell :x*+ny’=p

+9

, n
Néu y=0:p=x%voly. Do dé nén y>0:>y:1;p=n+x2<T.

Dén day ta cod dieuvd lydo n>7

Trwong hop 2: C6 1 wdc nguyén té p|n+1thod man p>3. 0,5
=3I, yel :xX2+ny’=p
Néu y=0:p=x>,vdly.
Vaynén y>0=y=Lp=x"+n.B&i p|n+1l=x=1=p=n+l
Suy ra N chan.
Néu tén tai wdc nguyéntd p|n+4, plé thita co:
XLy p=x%+ny”
. n+4 n+4 , |,
Rérang p|—=n< , VO ly.
2 2

Dodénén n+4=2“ véi kel .B&i n>7 nén k>4
C6 N+16=2"+12=4(27+3)
Xét wdc nguyénté p|2“?+3thicod:

-n
= p|n+16:>(—J:1:>Elx1;yleD Lp=X +ny!

p

N+16. pen=16>3n>24,voy.

Do d6 nén moi s6 nguyén duwong biéu dién déu khéng vuot qué 7.
(*) Chirng minh n=7 1a s6 nguyén duong biéu dién. 1,0

Xét s& nguyén duong @ nguyén td cung nhau vdi 7 va véi moi uwéc

nguyéntd1é P cta a®+7,

Theo b6 dé 2; tén tai cac sé nguyén duong X,y < \/E thoda man




x =tay(mod p) = p| x> +7y’
B&i X,y <+/p nén 0<x*+7y? <8p

Suyratdntai Ue{l;2;,..;7} 1 x* +7y* =up

(Y (T L
BOi (?j_(Sj_ 1nén uefl;2,4,7}

e u=l:p=x*+7y°
e Uu=2:2p=x°+7y*= X,V cung tinh chan l&.
Suyra X’ +7y*:4=2p:4,vo ly.

e U=4:4=4p=x"+7y*=x*-y*(mod8)

2 2

ch . X y
X:2:y:2;p=| — =
TRaYSP (2} +(2j

o U=T:Tp=X+TY > XT=>X=7x,% €ll
= p=7x +Y*

Vay s6 nguyén dwong biéu dién I&n nhat 13 s6 7.

Cau 5. (4 diém) Vi mdi sé nguyén n>3, tagoi tap F ={A;A;;...;A,.} lan-tét néu

A, c{1;2;..;n}va ANA NA #D véimoi 1<t<2 val<i<j<k<2".

a) Giasa F={A,A,A,A}amottap3-totva A NA nA ={1}. Chimg minh rang

leA,.
b) Giastr F 1a mot tap n-t6f, chimg minh rang ton tai k €{1;2;...;n} sao cho k € A v&i moi
AeF.
Cau Ndi dung cham Diém
5a Giasir 1¢ A, va 2e AN A NA,.Do 2¢ A, nén khong mét tinh tong
quat ra co thé gia sathem 3e A NA, N A,. 1.0
Suyra AAnANA, khongchtral,2,3nén A NANA =T 0,5
5 Gia st ton tai hai tap hop trong F ma giao cua chung c6 ding 1 phanti, | g
chang han A N A,={1}, khi d6 bang diéu kién ciia F ta dé dang chung '




minh dugc 1€ A Vi moi i.

Bo dé: Goi G la mot ho cac tap con d6i mét giao nhau khac rong cua
{;2;...;k}. Khido6 |G |< 2.

Chirng minh: Goi S 1a ho cé4c tap con cua {L;2;...;k}, dé thay | S |= 2¥.
Mt khac véi moi AeS thi nhiéu nhat mét trong hai tap A hoic
{L;2;...;k}\ A thudc G. Ta c6 diéu phai chizng minh.

0,5

Gia str moi cap hai tap hop trong F déu c6 chung it nhat hai phan tir. Ta
s& chirng minh rang quy nap rang sé phan tir cua F sé it hon 2" tir d6
suy ra mau thuan.

Vé6i n=3, bang 1ap luan twong tu phan a, ta suy ra khang dinh dung.

0,5

Gia sir khang dinh dung toi n—1, x6a di phan tar n trong moi tap hop
cua F, khi d6 cac tap hop khdng chira n sé& van giao véi cac tap hop
khéc tai dung hai phan tir nén s tap hop nhu vay s& nhé hon han 2",
Céc phan tir chra n sau khi x6a di n s& van la ho cac tap con phan biét
d61 mot giao nhau khac rdng cua {1;2;...;n-1} nén sé luong cua ching
khong qua 2" 2. Theo nguyén Iy quy nap ta c6 diéu phai ching minh.

1,0

Nguoi ra d&: Pham Xuén Thinh, Nguyén Viét Diing, Dinh Ngoc Ting
S dién thoai: 0904165336




